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(Ω,F ,P) >2?2@�A 9�;(BDC A ;FE5G�C A ;IHJ9�KLBDC-M >2N0> 9POQ9RE5GTS0< A H�KVUXW3MZY[M\OQH�;�M @ Y A M\C-MZY N HJ9�;�]^9�;IC A$N OQHD;
X : Ω → R

n
B�C A S`_5]3a5_IK0<2;�_I; @ SZHJ9�;�B�C A ;IOQ9�< A�N OQHJ9�;bYc9�;IOd;eYc9�;FOd;eY N C5G`M�fI<I9"H N$A SZY N ]^S A ]39�;FH4H�KgOhM�EIMZY[K @ S�E-i\C-;FGTH�KVUj S�E5G N C-< A S A�N iIk N0@VN0lFm�n ; @ O N i N�n$@ ;po�M'BDaqH�i\G�a t ∈ R m X−1({t}) ∈ F

Ugr N aqY N�n ]3SgBJMZH NV@ G`M m�n ;^9RE5GTHJ9�;�_I; A�> 9�sZCBDC A ;FOQ9�< A$N OQH4S N
G N i\9 m*n ; P(X ∈ N) = 1

U
&���)�����+6,$�utwv M A iIk N0@ ;F]xB�C N Y @ M6BJM @ M > 9�;IyzE5G�Y N H N R

n
H N$A SZY N ]^S @ MZY[M\OQH�K�]^9 N C ? BDC-M >2NV> 9POQ9RE5GTS0< A HDK µ { G`M

A H N < A S µ(Rn) = 1 | H N (Rn,B(Rn))
U

&���)�����+6,$�
}~v M A iIk N0@ ;F]�BDC N Y @ M6BJM @ M > 9�;FyJE5G�Y NuA ]^9�;IHJHD;�_�OdMZEIMZY[;�_ @ S�E-iZC6;FGTH�;�_ X
M/Y N C5GpMZfI<F9 N <6=8Y A$> 9�MZC A ;BDC A ;FOQ9�< A$N OQH4SZ] N

H N$A SZY N ]^S�]^9 N C ? BDC-M >2NV> 9POQ9RE5GTS0< A HDK µX A$N0@VN H�K�Y A MZC-;I]
µX({t}) = P(X = t), ∀ t ∈ N.

t��'&� ���#I�� "�*���J�D#��
&���)�����+6,$�/� W�S�E5G�C5S > a N H4GpK/C-M A iIk N0@ a µ

H N R
H N$A SZY N ]^S��2aqHqi0<�_ ? F : R → R A$N0@VN HDKuY A MZC-;I] F (t) :=

µ((−∞, t])
U���;Ff5OQ9cC-M A i�k NV@ YcS A H N < A M\HJS�_I;FE5G�BDC A ; AgA ]^9�;IHJHDK�OdMZEFM\Y[K X @ S�E5G�C5S > a N H4G ? H N$A SZY N ]^S FX

U
[�z� %���M$i N$nFm*n ; @ S�E2GTC5S > a N HJG N FX

_I;5E5G�<F9�K�o�k N Y/BDaqH�iV<F9�; t
YcGp; @ S�9cG�SZO iVM�YcGp; @ S m o @ S PX({t}) = 0

U
[�z��t j S�i0M\HJa5_I;I]^S @ M�f5Yc9 N0@ < A ;IHJ9 N�� ;FC5HDMZaqOQ9�;po�M m�N�n^@ M�<6=qYc9POQ9�MZGTC A SZ] N HJ9 N B�9�;IC5Y*E A ;po�M�E5aViV<2;5E5aJU�7'9�;2<6= XM A H N < A$N O�9�< A$>2? YcS�i0M\H N H4S0<6= @ MZf5Yc9 N0@ < A ;FyDU j S A H N < A C-M A i�k N0@ X m YcS A H N < A3@ S�E5GTC5S > a N HJG ? FX

U
[�z��}~v A aJ< N ]3S @ Yc9�;F] N i0MZE5GPi N ]39�U�7'9�;2<2= X >2?2@�A 9�;�Yc9 ? iZE A K A OQ9�< A$> a A S�E-i N HJS0<2=�H N BzMZE A < A ;-o�sZOQH4S0<6=�i0MZE2G�i N <2=zU� > OQ9�< A S l P(X ∈ [2, 4])

U
[�z�8��� @ MZY[M @ H49 _ mcn ; FX

] N Y�k N E2HDM�fI<I9
• FX

_I;FE5G�H49�;F] N Od;�_IK0<2; m G`M A H N < A S�_I;Ff5OQ9 s 6 t m GpM FX (s) 6 FX(t) �
• limt→∞ FX(t) = 1 m limt→−∞ FX(t) = 0 �
•
��M$i N$n5mcn ; FX

_I;FE5G�BDC N Y[MZE2GTC-M\HJHJ9�;�<I9�KIo$k N U��4M A H N < A S lims→t+ FX (s) = F (t)
U

[�z��	 ��M$i N$nFm�n ;�9RE2GTHJ9�;�_IK @ Yc9�;(C-s n HD; A ]^9�;IHJHD;�OhM�EIMZY[; X m X ′ m i\G`sZC-;�] N _IK�G`;IHuE N ]�C-M A i�k N0@ U8�JM A H N < A S
µX = µX′

[�z����� @ MZY[M @ H49 _ mcn ; @ Yc9�; A ]^9�;IHJHD;�M�9 @ ;IHJGTS0< A HJS0<2= @ S�E5G�C5S > a N H4G N <6=�] N _IK�9 @ ;FH4G�S0< A H�;�C-M A i�k NV@ S0U
[�z��� j S�i N$nFm*n ;:C-M A iIk N0@ o�;2MZ]�;FGTC5S0< A H4S�] N Y�k N E2HDM�f l3> C N iZa3B N ]39 ? <F9[GpM A H N < A S

P(X > t + s|X > t) = P(X > s), ∀ s, t ∈ N.
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&���)�����+6,$�u	 j N C5G`M�fI<F9�K(M�< A ;6i\9PY N HDK A ]39�;IHJH�;�_'OdMZEFM\Y[;�_ @ S�E-i\C-;FGTH�;�_ X

H N$A SZY N ]3S

EX =
∑

x∈N

xµX ({x}) =
∑

x∈N

xP(X = x),

o @�A 9�; N
_I;FE5G"B�C A ;IOQ9�< A�N OQHJSZ] A$> 9�MZC-;I]¢Y N C5G`M�fI<F9 A ]39�;IHJH�;�_ X

U
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� j N C59 N HD<�_IK A ]^9�;IHJHD;�_'OhM�EIMZY[;�_ @ S�E£i\C-;IG�HD;�_ X

H N�A SZY N ]3S

VarX = D
2X =

∑

x∈N

(x − EX)2µX({x}) =
∑

x∈N

(x − EX)2P(X = x).

¤



¥�¦�§�¨�©�ª6«$¬u¯®�°3±�²I³J³�²^´Zµ�¶-·\¸-²F¹T³�²
X1, ..., Xn º ·\¸-²5»5¼ º ³�²^³�½ (Ω,F ,P)

³�½�¾IµZ¿[½\°^µ�³4±�²6¾$½Z¼h²6ÀI³JµZ°3±zÁI²F»5¼Q±

P(X = x1, ..., X = xn) = P(X = x1)...P(X = xn), ∀ x1 ∈ N1, x2 ∈ N2, ..., xn ∈ Nn.

Â�Ã ©�¦�ÄZÅ�ÆV¦�¨�©�¦uÇ8È:¼d½�´ º ¿ º ¼�³Jµ0É2Ê�¾I°^±�²I³J³4µ0É6Ê
´\µ�¶£·\¸-²I¹�³4µ0É6Ê X1, ..., Xn Ë E(X1 + ... + Xn) = EX1 + ...EXn ÌÍq²F»5¼Q±�¾I°^±�²I³J³D²^´\µ�¶£·\¸-²I¹�³D²
X1, ..., Xn

¶IÎ�³4±�²6¾$½Z¼h²6ÀI³�² Ë ¹ º D
2(X1 + ... + Xn) = D

2X1 + ... + D
2Xn Ì

Ï[¬zÅ�ÐÒÑ�¸-¾Iµ�·�Ó£½V´ Ë À$²�Ô�¿c±�²F¸-´$¾$²F³4±�²�Õ�Ö�¸-¾Iµ0´V½`ÁI²�¶2±�× Ì�Ø ±�²2É6Ê X º ¾I³�½VÉ6¾$½(¶5Ùq°�× º É2¾$²6·�ÙV¾Iµ�¶-·V½Z³�Î�¿�¶5¹�ÙV·\¸ º ¹�³4µZ°¸-¾IÙJÉI±�²�· º ¶5¹�·0Î Ì Ñ º ·V½�¾ Ë À$² EX = 350 Ì
Ï[¬zÅ�Ú Ø ±�²6É2Ê X

°�½/¸ º ¾2·IÓ-½0´3ÁI²2´Z³ º ÖDÙq³�·\¹ º ¿cµ δa

¾$½V´0½Z³4µ
¿�¾ º ¸-²I° P(X = a) = 1 Ì Ñ º ·V½�À Ë À$² EX = a Ë
D

2X = 0 Ì
Ï[¬zÅÒÇqÛ Ø ±�²2É2Ê X

°�½u¸ º ¾6·�Ó£½V´/Üb²I¸5³ º Ùq¼�±�²TÝ º B(n, p)
¾$½V´0½Z³4µu¿�¾ º ¸-²I° P(X = k)

(

n

k

)

pkqn−k Ë p + q = 1 ÌÑ º ·V½�¾ Ë À$² EX = np Ë D2X = npq Ì
Ï[¬zÅÒÇ�Ç�Þ(µ�· º ³4Ù5ÁI²F°3µL´ º »5¿c±�½0´0É2¾$²F³4±�½�Üe²I¸5³ º Ùq¼Q±�²pÝ º Ë ½$À�´ º É2Ê�¿c±P¼�± º ¹T¸-¾IµZ°�½\³J±�½�Ö�±�²I¸5¿*¶-¾�²pÝ º ¶5ÙV·VÉ2²5¶5Ù Ì�Ø ±�²2É6Ê
X º ¾I³�½0É2¾$½�¼�±�É6¾$ß2×^¿cµ�· º ³�½Z³4µ0É6Êà´ º »5¿c±�½0´0É2¾$²Fá Ì Ñ º ·0½$À Ë À�² EX = 1/p Ë D2X = q/p2 Ì
Ï[¬zÅÒÇzâ~Ñ�¸-¾Iµ6Ö�Ù�»IãI°^µ Ë À$²�¾I°^±�²I³J³D½�¼ º ¶ º ¿[½g°�½b¸ º ¾2·IÓ-½0´�Ñ º ±R¶6¶ º ³�½ P(λ)

¾$½0´V½Z³Jµ�¿�¾ º ¸-²I° P(X = k) = λ
k

k!
e−λ Ë

k = 1, 2, .. Ë λ > 0 Ì Ñ º ·V½�À Ë À$² EX = λ Ë D2X = λ Ì
ä�ågæ Æ0ç4Ä�èbé4©�ê�ê$é4¨�¬
Â�Ã ©�¦�ÄZÅ�ÆV¦�¨�©�¦àâëÍ�²F»5¼Q±

n → ∞ Ë pn → 0 Ë npn → λ > 0 Ë ¹ º
limn→∞

(

n

k

)

pk

n(1 − p)n)n−k =
λk

k!
e−λ.

ìbí�îdïhð'ñqò0óJô-ð�õöð�÷£ø�òV÷-ù�íVúFòZû�í\üzîhðeý*òVîh÷6÷£òVüJí
Â�Ã ©�¦�ÄZÅ�ÆV¦�¨�©�¦Lþ Ø ±�²2É6Ê X1, X2, ..., Xn

ß6×2´VÎ�³J±�²2¾$½Z¼d²2ÀI³JµZ°3±�¾I°^±�²I³J³4µZ°^±*¼ º ¶ º ¿cµZ°^± º ¹�µZ°ÿ¶I½Z°3µZ°ÿ¸ º ¾6·�Ó£½V´�¾I±�²��
P(Xi = 1) = p Ë P(Xi = 0) = q p + q = 1 Ë i ∈ 1, 2, ..., n Ì � ¾I³D½0É2¾F°3µ

λ = np Ë πk = λ
k

k!
e−λ

´�¼d½
k = 0, 1, 2, ... Ë Sn = X1 + ... + Xn Ì È�¼d½^·V½�À$´V²TÝ º ¾�ßI± º ¸5ÙLß º ¸-²F¼ º ¿*¶-·Z±�²pÝ º B ⊂ R

°�½Z°3µ

|P(Sn ∈ B) −
∑

k∈B∩N

πk| 6
λ2

n
.

Þ�µZ³J±d·V½�¶2¹`Î0´ Ë À$²�ÖD¸-¾Fµ0ßI¼Q±dÀ$²I³J±�²:Ñ º ±R¶6¶ º ³�½eÁI²5¶5¹�´ º ßI¸-²�ÁI²F»2¼�± np2
n
→ 0 Ì

Ï[¬zÅÒÇqþÒÑ��p¶5¹�¿ º p
¹�¸6½���²I³J±�½'¶-¾��Z¶5¹P·\±D¿
	 º ¹�¹ º ÁI²F¶2¹�¸��Z¿c³D² 1/

(

49

6

)

' 7 ·10−8 Ì� ¼�Ù^¶-¾���¶5¹`²6·'° º ÀI³�½g¶5±�×�¶�Ö º ´�¾I±�²F¿[½Vã¿u·0½$À$´ZµZ° ¹TµIÝ º ´Z³4±PÙ Ë ÁI²5»5¼Q±"Ý\¸6½`ÁIÎ0ÉIµ3¿cµ6Öz²6Ó`³4±�½`ÁIÎ�·\Ù$Ö º ³Jµ�É6½�Ó�· º ¿c±�ÉI±�²'¼ º ¶ º ¿cµ3±�³4±�²6¾$½Z¼h²6ÀI³J±�² º ´�¶5±�²�ßI±�² Ë ½g·\Ù$Ö º ³��\¿ÁI²F¶5¹
n = 107 Ì

Ï[¬zÅÒÇ ä ÔJ²2·Z¶2¹�ßF¸ º ¶-¾IÙq¸5µ:¾$½\¿c±�²F¸-½ n = 100000
¾I³�½$·��\¿ Ì Þ�¹T¸-½�·VÉF±�²�Ö�±R¶I½\³J±�½�·0½$À$´Zµ^¾I³�½$·�° º À$²b¾ º ¶2¹`½0ã3ß6Ó£×2´Z³4±�²¿�ÖD¸ º ¿[½V´�¾ º ³4µ(¾eÖ��p¶5¹T¿[²F° 0.0001 Ì ®�· º ¼h²F±�¸-²2´0½$·Z¹ º ¸:¾I³�½öÁI´ZÙ5ÁI²�·V½�À$´Zµ�¾�ß-Ó-×6´��Z¿8¾eÖ��p¶5¹T¿[²F° 0.9

Ö º É6¾IµZ°x¹`²6·Z¶5¹
¿c¸6½0É2½�´ º ½ZÙq¹ º ¸-½ Ë ·\¹��\¸5µ3¾I³�½öÁI´ZÙ5ÁI²:·V½�À$´Zµ�¾�Ö º ¾ º ¶5¹p½�Ó`µ0É2Êàß6Ó£×2´��Z¿ ¾�Ö��p¶5¹�¿[²I° 0.5 Ì Íq½�·V½bÁI²5¶5¹�¶-¾�½\³z¶I½ Ë À$²�Ö º�º ßIÙ· º ¸6²6·\¹p½VÉ6ÊàßI¸ º ¶-¾IÙq¸-½�ß2×2´�¾I±�²g¾$½Z¿c±�²I¸-½IÓ-½�³4±�²:¿c±�×2É2²�Á�³J±dÀ 3

ß6Ó£×2´Zµ��
Ï[¬zÅÒÇ�� � ¼d²�»5¸-²2´Z³J± º ¸ º ´�¾IµZ³�·��Z¿wÖ º ¿c±P³4³ º ¾$½\¿c±�²F¸-½VãàÉI±�½�¶5¹�· º Ë À$²$ßFµL¾�Ö��p¶5¹T¿[²F° 0.99

´0½\³�²LÉI±�½�¶5¹�· º ¾$½Z¿c±�²I¸£Ó ºÖD¸-¾IµZ³�½`Á5°3³J±�²�Á[ÁI²2´V²F³à¸ º ´$¾IµZ³�²2·��
Ï[¬zÅÒÇ���Þ Þ�½Z¸2¶-¾$½Z¿c±�²b³�½���¸2¶5µZ³ º ¿c±�²�Ý\±P³4±�²e»2¸6²6´\³J± º 7

¶I½Z° º É6Ê º ´��Z¿ ¹�µIÝ º ´\³J± º ¿ º Ì Íq½�·V½�ÁI²F¶5¹�¶-¾$½Z³z¶I½ Ë À$²�Á5Ùq¹�¸ ºß2×2´�¾I±�²�´�¾I±�²Iá/ß2²2¾�·\¸-½V´�¾I±�²6ÀIµ Ë Ö�¸-¾Iµ^¾$½IÓ º À$²F³4±PÙ�¶2¹`½IÓ-²�Á'±P³4¹p²I³z¶5µZ¿c³ º »IÉF±�¾6Ó º ´$¾F±�²I± Ì
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