Seria 4. Niezaleznoéé zdarzen
1. Niezalezno$é zdarzen
Definicja 1 Zdarzenia A i B nazywamy niezaleznymi, gdy P(AN B) = P(A)P(B).

Zad 1 Zdarzenia A, ..., A, sq¢ niezalezne i majg jednakowe prawdopodobienistwo p. Jaka jest szansa,
ze zajdzie doktadnie jedno ?

Zad 2 Niech Q) bedzie zbiorem n elementowym, A, B C ) niezalezne. Pokaz, Ze jesli A ma i elementow
wowczas B musi mie¢ j = kn(NWD(i,n))~! elementéw, gdzie k € {0,1,..., NWD(i,n)}.

Zad 3 Kierowcy dzielg sie na ostroznych (jest ich 95% i taki kierowca powoduje wypadek w ciggu roku
2 prawdopodobienstwem 0,01) i piratéw (jest ich 5%, szansa na wypadek w ciggu roku 0,5). Wybrany
losowo kierowca nie spowodowal wypadku w roku 1998 ani 1999. Jaka jest szansa, zZe spowoduje wypadek
w roku 20007

Zad 4 Zadanie Banacha o zapatkach. Pewien matematyk nosi w kieszeniach (lewej i prawej) po jednym
pudetku zapatek. Ilekroé chce zapalié siega po pudetko do losowo wybranej kieszeni. W pelnym pudetku
jest m zapatek. Jaka jest szansa, Ze wyciggajgc po raz pierwszy puste pudetko w drugiej kieszeni bedzie
miat k zapatek k =0,1,2,....m?

Zad 5 Krol Artur urzgdza turniej rycerski, w ktorym rycerze spotykajg sie systemem turniejowym. Obaj
uczestnicy kazdego pojedynku majg rowne szanse na zwyciestwo. Wsrod 2" uczestnikow jest dwdch braci.
Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze sie spotkajg w pojedynku?

Zad 6 Znalezé prawdopodobienstwo q, ruiny gracza, ktory zaczyna gre z kapitatem a 2t, a koriczy gdy
bedzie miat ¢ 2t lub gdy sie zrujnuje.

Zad 7 Gracz ma nieskoriczony kapital i gra az do momentu w ktorym wygra b 2t. ZnaleZé praw-
dopodobienistwo wygranej gracza A. Jaka jest $rednia diugosé gry?

Zad 8 Mamy n urn wiemy, Ze r-ta urna zowiera v — 1 kul czerwonych i n — r niebieskich. Wybieramy
losowo urne, a nastepnie losujemy z niej bez zwracania dwie kule. Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze

o Druga kula jest niebieska.
o Druga kula jest niebieska jesli pierwsza byta niebieska.

Zad 9 Przypusémy, ze 90% kuli pomalowano na czerwono, a pozostate 10% na niebiesko. Wykaz, ze
mozna znaleZé szeScian wpisany w kule o wszystkich wierzchotkach czerwonych.

Zad 10 Na odcinku wybrano losowo dwa punkty. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze mozna z nich
zbudowaé trajkqt?

2. Schemat Bernouliego

Schematem Bernouliego nazywamy ciag niezaleznych powtérzen tego samego doSwiadczenia o dwdch
mozliwych wynikach, nazywanych umownie sukcesem i porazks. Poszczegdlne doswiadczenia bedziemy
nazywaé prébami Bernouliego.

Twierdzenie 1 Prawdopodobieristwo zajscia doktadnie k sukcesow w schemacie Bernoulliego n préb z
prawdopodobieristwem sukcesu w pojedynczej probie réwnym p wynosi (}})p*(1 —p)"~*.

Zad 11 Rzucono 10 razy kostkg. Jaka jest szansa otrzymania
e 6 oczek co najmniej raz?

o 5 oczek co najmniej raz?



Zad 12 Dwie osoby rzucajg n razy symetryczng monetq. Jakie jest prawdopodobiernistwo, Ze kazda z
nich otrzyma te samg liczbe ortow?

Zad 13 Obliczyé prawdopodobienistwo otrzymania parzystej liczby sukcesow w ciggu n préb Bernouliego
z prawdopodobieristwem sukcesu w pojedynczej prébie réwnym p.

Zad 14 Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze przy wielokrotnym rzucaniu parg kostek szeSciennych suma
oczek 8 wypadnie przed sumg oczek 7.

Zad 15 Rzucamy monetq tak dtugo, az wypadng trzy orty. Jaka jest szansa, Ze gra sie zakornczy po
parzystej liczbie rzutéw?

Zad 16 Do kina ponumerowanego zbiorem [n] przychodzi n-widzéw. Pierwsza osoba losowo zajmuje zte
miejsce. Kazda nastepna osoba zajmuje swoje miejsce chyba, Ze jest zajete. Wowczas losowo zajmuge
jedno z pozostatych wolnych miejsc. Jakq szanse ma ostatnia osoba na zajecie swojego miejsca.

3. Lemat Borela-Canteli
Lemat 1 Niech limsup A,, = (o_, U, —, A, iminf A, =, °_, N, —,, 4n
o Jesli Y > P(A,) < o0, to P(limsup A4,) = 0.
o Jesli zdarzenia A1, A, ... sq niezalezne iy - P(A,) = oo, to P(limsup 4,) = 1.

Zad 17 Niech Ay bedzie ciggiem liczb naturalnych podzielnych przez k. Wykazaé, Ze nie istnieje na N
takie p-stwo P, ze P(A;) = +.



