Seria 3. Prawdopodobienistwo warunkowe

1. Wzér podstawowy

Definicja 1 Prawdopodobieristwem warunkowym zajscia zdarzenia A pod warunkiem zajscia zdarzenia
B, gdzie P(B) > 0 nazywamy liczbe

P(ANB)

P(IB) = 55

Zad 1 Wybieramy rodzine z dwojgiem dzieci. Obliczyé prawdopodobienistwo zdarzenia, Ze wybierzemy
rodzine z dwoma chtopcami, jesli wiemy, zZe w tej rodzinie:

o starsze dziecko jest chtopcem,

e jest co najmniej jeden chlopiec.

Zad 2 Niech P(B) > 0. Udowodnié, ze P(A|B) jako funkcja A przy ustalonym B jest prawdopodobierist-
wem.

Twierdzenie 1 Jesli zdarzenia A1, ..., A, spetniajq warunek
P(A1 n...N An—l) > 0,

to
P(AiN..NA,) =P(A)P(Az|A1) - ... ' P(AJA1NAN . NAL1).

Zad 3 Student otrzymuge losowo na egzaminie 3 pytania ze 100. Aby zdaé musi odpowiedzieé na wszys-
tkie 3 pytania. Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze zda jesli zna odpowiedzi na 90 pytar.

Zad 4 Rzucamy trzema kostkami. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze na Zadnej kostce nie wypadta
szostka, jesli na kazdej kostce wypadta inna liczba oczek?

Zad 5 Gracz dostat 13 kart z 52, obejrzat 8 i stwierdzit, Ze nie ma asa. Jaka jest szansa, Ze w ogdle
nie ma asa?

Zad 6 Z talii 32 kart wyciggamy 5. Niech
o A zdarzenie polegajgce na wyciggnieciu doktadnie 3 kroli,
o B zdarzenie polegajgce na wyciggnieciu co najmniej 1 krola,
o (' zdarzenie polegajgce na wyciggnieciu czarnego krola,
o D zdarzenie polegajgce na wyciggnieciu krola pik.
Znalezé prawdopodobienstwa P(A|B), P(A|C), P(A|D).

Zad 7 W loterii fantowej zorganizowanej na balu szansa wygranej jest réwna p, przegranej q, a z praw-
dopodobienstwem rownym r wciggamy los ‘graj dalej’. Los ’graj dalej’ wrzucamy z powrotem do urny @
dokonujemy ponownego losowania. Jakie jest prawdopodobiernstwo wygranej?

2. Wzér na prawdopodobieristwo caltkowite

Twierdzenie 2 Jesli {B;..., B, } jest podziatem zbioru ) na zdarzenia o dodatnim prawdopodobieristwie,
to dal kazdego zdarzenia A mamy

P(A) = Y P(A|B)P(B,).

=1



3. Wzér Bayesa

Twierdzenie 3 Jesli { H;};c1 jest przeliczalnym rozbiciem Q) na zdarzenia o dodatnim prawdopodobienst-
wie 1 P(A) > 0, to dla dowolnego j € I mamy

_ P(A|H)P(H))
PULIA) = S BralE,) P ()"

Zad 8 W pierwszej urnie sg 3 kule biate © 2 czarne, a w drugiej s¢ 4 czarne i 1 biata. Rzucamy kostkg.
Jezeli na kostce wypadnie mniej niz 5 oczek to losujemy kule z pierwszej urny, jezeli wypadnie 5 lub 6
oczek, to losujemy kule z drugiej urny. Jakie jest prawdopdobienstwo wylosowania kuli biatej?

Zad 9 W wurnie sq trzy kule biale i dwie czarne. Wyciggnieto jedng kule z urny i wyrzucono bez oglg-
dania, a potem wyciggnieto nastepng. Jaka jest szansa, Ze za drugim razem wyciggnieto kule bialg?

Zad 10 Jest n monet, ale k z nich jest niesymetrycznych i orzet wypada na nich z prawdopdobienst-
wen 1/3. Wybrano losowo monete i w wyniku rzutu wypadt orzel. Jaka jest szansa, ze moneta jest
niesymetryczna?

Zad 11 Wsréd 65 monet jest jedna z dwoma ortami. Na wybranej losowo monecie orzel wypadt 6 razy
z rzedu. Jaka jest szanasa, zZe byta to moneta z dwoma ortami?

Zad 12 W miescie dziatajg taksowki: Zielone Taxi (85/100 samochodéw) i Niebieskie Tazxi (15/100
samochoddéw). wiadek nocnego wypdaku zakoriczonego ucieczkq kierowcy twierdzi, ze samochdd byt
niebieski. Eksperymenty pokazaly, Ze Swiadek rozpoznaje kolor poprawanie w 80/100 przypadkdéw, a
myli sie w 20/100 przypadkow. Jaka jest szansa, ze w wypadku uczestniczyta niebieska taksowka?

Zad 13 Udowodnié, ze zdarzenia A; roztgczne sq¢ niezaleine wtedy i tylko wtedy tylko wtedy gdy dla
prawie wszystkich zbioréw P(A;) = 0. (Poza byé moze jednym,).

Zad 14 Pokazaé, zZe wylosowanie z talii kart asa ¢ wylosowanie karty czerwonej sq¢ zdarzeniami niealeznymi.

Zad 15 Adam, Bolek i Czesio rzucajg po kolei monetq. Wygra ten ktory pierwszy wyrzuci orta. Znelezé
szanse wygranej dla kazdego z graczy.

Zad 16 Zdarzenia Ay, ..., A, sq¢ niezlezne i majq jednakowe prawdopdobienistwo p. Jaka jest szansa, Ze
zajdzie doktadnie jedno ?

Zad 17 Dwie ososby rzucajg po n razy symetryczng monetg. Jakie jest prawdopdobienstwo, Ze kazda
otrzyma te samg liczbe ortow.

Zad 18 W komodach A, B i C sq po dwie szuflady. W kazdej szufladzie jest jedna moneta, przy czym
w komodzie A sq monety ztote w C monety srebrene, a w B jest jedna srebrna i jedna ztota moneta.
Wylosowano komode, nastepnie szuflade, i znaleziono tam monete ztotg. Jaka jest sznasa, Ze w drugiej
szufladzie tez jest ztota moneta?



