Zadenia = Procesdow Stochestyoznych 1

1.

10.

Uderodni, 2= = pramwdopodohiefstram | tajekton= procesiy Poissona =a
memalkjace, przyjmija warkosd = T, maja weoyesthe skoli rowne | oz
daza do meskoficzobosci.
Wrkaz, 22 moment pierves=go skoki w procesiz Poissom

g, = infl#: N, = 0}
j==t zmi=nm kbeowa o rockladzie wykladmezym = parametrem .
Ihech

B = il:f{f s N = .I'-:j-
tedzie momenbem i-tego skoki = procesmie Poizzona. Wrlaz, 2o odslepr
tmied=y ekakami

h=HIh=585-5E=5-5,...

53 zmisnnymi niecaleioymi o jednakesym rozkladzie wykladmezym.
Udcrrodnij, 2= fim, %% =1 pn.
Miech ¥, ™i ¥/ bedy miezaleinymi procesami Poissom, Wykas, 2= N1+
N2 jemk processm Poissona
Udorrodni, 2= imi—on 5 =0 p.n.
Un:]n:m‘\:ldh:ij. = .I:n:.'bgpﬂ]@ae s e=y fez =3 ph:lneml:ui Wishara
a) Xi= —T} [odbicie)
b) ¥i= e~ e = O (proeskalowanie czasi)
r.:l = ﬂI', 4 dla# =0 craz Tp=10 [:i.l:rvrul.‘u‘ja. c:.:n'l.i:l
C]::I [My = H-]'-H- - H-:rII =0
e:l Vie=Widh+ < T Vi=3Wr—Widlaé =T, gd=d= T =0
Misch 7 = {85747 ' gk a = = 4™ = 2V =
bedzie ciagiem podzialév odeinka [a, B] araz ||| = mas, [#" — £
cohacza u.ha:]]:d.n; Tn- Un:]-:rm:n:]]:ﬂ.j, za

k

Ea=3 Wi =W F—=b—an—cow [0 F P),
k=1
jesli ||7n|| = Ocraz 5, — b —ap.n, jesh 3 ||7a| < oo

Uderradnij, 2e prawie wezysthies trajekborie procesu Wiebera maja meskor-

czonbe wahanie na kazdym przed-iale.

Tmajdi rocklad wektom losowrego (113, .. Wi ) dh O < 41 < 42 <
.. En.
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1. Udorodnij, 2= jesli zhigr A £ B(BT) to istnisje zhidr preeliczaloy To € T
‘h.ki,:'ejnuf]irlyEEram: :[i:l =y[£:l dlafs Thborcdayps A

3 Wiech T = |o,8] a < #o < b, wykad, 2= masbepujace shiory nie ol do
BET.
Adi={z= |l supizlapllzi] = 1)
An = R BT: ¢ —z, ciagle J:u}[a.l'h] IE
An = R ET: Lmy_, x;=0}:
A= e BT: ¢ —z, ciagle w fg).
Wrkaz misr=albosd frch zhordmr pr=y malocemi daglced | pramostronbe]
ciagloici) brajekborii bzn. wykad, 2= wesysthie be zhiory po proecieciu =
C(T) (RO(T) odp ) mleia do BBET) N C(T) (B(RT) N RC(T) odp.).

3. WrykaZ Zedladowolne] rod=ny miar probabilistyezmrch py istmeje rodzina
mezaleznych zmiennych losowch X fala, 22 X re py.

4. Wykas, e istnisje proces spe niajacy waranki (Wi)-(W2) definici procesu
Wisnata.

5 Wykaz, 2= istnieje proces (Xi)iz0 o przyrostach niezaleznych, stadujacy
= Ofaki, ze X — X, ma rozklad Canchy'sgo = parametram # — = [phoces
ki mzywamy procesem Cauchy '=go, bad: procesem l-stabilnym).

6. Miech f = 7 qailju e, gdkie 0 € fo < £1 < ... < &, bedzie funk-
ca lawalkami stala. Proyporsadhujmy fakie] funkeji zmienm I f) =
T a (W — Wi, ). Udowodnii, 2
a) I(f) jestzmienm losowg o rockiadsie pormaloym A0, oF), gdzie o7 =

Flz)ds
b) zmisnne I(f1), Tifa) dla f, fz postac jak wyZe] maja laczmy rocklad
gatemerzki oraz Core( T 7)), I{ fa)) = _ll-l;ﬂ Flz)olz)dr
¢) Proekeshalcenie T rocszerm sie do tomebrii = L3[0,00)) = L3(12) i wla-
snceci a) b) mchodzm db £/, f £ L3([0,00))
d) Przeketalcenis [ = punktu ) po preesialowanin przez odporiednia
shala jesh izomebryenym whoteniem I7([0, ca)) w L7(2) db dewoloege
1< p < oo
Tak zdefinicrrane J(f) nazywa sie calla Wienera-Paleyva i sie czesbo ozma-
ca IiF) = [ fla)all,.
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1.

R;:I:pa.ﬂ—_l:n}' .tnsbgpﬂ]aa: 3 vrhuh:&:iph:lcmfrw

a) caglosd trajekborii

b:.' sboc hastyrezm dagloas (b=, X L Xy gdy £ — 5)

c) ciaglosd wy p-tego momenty (bzn. E|X, - X, F — Ogdy £ — 5).
Jakie im plilacije machodm misdzy pevrZezymi wlasnoscami?

. Udcrrodnii, e jeél proces spelnia waranki (WOl (W2) to ma modyfikacje

o daglvch tmjekbonach.

Wykas, = prawie wesysthie trajekbarie procest Wisnera e lokalnie hilde-
rovrzkie = dowoloym wykladmibiem 4 < 1/2.

Wykas, Ze kajekborie procesy Wisnera nie =3 lokalnie 1/ 2 hildercmskie

Wrkaz, 2= trajekborie procesi Wiekera = prawdopodobiefsterem 1 Di= =a
jednostajme cagle na [0, c0)

5:-=I:r|:.h:rml:|:.' proces Ea.tm-:rwuki Az ywramy 1.1|a.l:|:|.'|n:rvr_'.']:|:|. richem Eh:rwha.l
jesli E| X=X, F = |[{—s™ (ki proces Etnije dad < a < 1. Udewadnij,
ze iilambowry rich Browna ma dagla mody fikacjs. Co mozma porried=iec
o hilderomskesci jaj brajekbarii”

PokaZ, 2= jesh X v Poizz(2) i ) 2 1 b0 dla dowolnego p = 0, E| X0 =
Coh, gkie Op = E|XaF < oo Wywnicekuj stad, 2= w Twierdzenm o
cagle] modyfkadi zalotenie 7 = O jest isbobne.
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1. Polic= fld.hk-rji; k-:rvm.ﬂ.a.h:]i meetii Brorna 117 — £177.

2, Wrykas za pomoca funkei kewarianci, 2= procesy = zadania 7Tz 1 seri =a
procesami Wishara,

3. WykaZ, 2= proces Ormsteina-Uhlebecla Gy = e~ W a0 jest processm sta-
CjoRarmym.

4. Misch X3, Xa, ... bad=ie ciygiem me=aleinych =misnmych keowych o jad-
makerrym rozklad=ie = dystrybuanty F. Hisch

1;[ﬂ1=ﬂ”:;’£i __th:h -|-.|=1|'-_!'|....

Wrkaz, zeskoficz=ni= wymiarore rozklady procesor H-"m't“ﬁzhiegajq pr=y
n — &0 do recklady pewnego procesy gaimsowekiege Z, zmacs funkcje
warheci sredmiej i kowarance J.

5 Miech X = (Xik.o bedzie procesem o niemleznych proyrostach, zaz 7
fAltracja gensrorranma proes X, Wykaz ze dla £ = 5 zmisnma X3 — X, jest
mezaleina od Higmaciala 7, ajesi X ma pravostronmi= dagle bajak bore
b rormies od g
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W ponizemych mdamiach preyjmujemy, 2= (FilizT jest ustalona filkracja, zas
T zmienng losorg o warbosdach w 'L {oof

1.

OlaT = {1,'3. .. _I- 'n'_'.'h.:'l Ze rjen'hmn:l.l:u.e.h'bﬂ:n z‘l:l:}'ma..hia.vr'ba:]:.' :i.‘l:_-.']]m:l
*n-ba:]:.'ad:.'{r =1'.|} cF,dhnrncT.

. Misch T =1{1,2,...},[1,Tx, ... bech borelowskimi podzbiorami B, a X,

dagiem F,-adapbowalnym. Okreflamy indukeyjme dla ¢ = 2,3, .. .
r =inf{n: X, T} oraz = :=inf{n = n_y: X, = [;}.

Wykaz, ie 7 s momenbami zabroymarna.

Taléimy, 2= T jest proedeialem i okreslmy

Fip = ﬂf,, Fy_ = a'[u .F,:I.
» ot a1t

a) Wrkaz, Z= filbracia F, | jest pravwostronne dagla t=n Fy = F .

bl Udcwodndi, 2= jegh Fy = F* jest filkracjs geperowans proez proces X
o lewestronnie ciaglych trajek boriach o Fy_ = F.

cl Miech T= |0, 00), A € Foraz 3= {f — 1)+, Imjdz F*.

d) Dla X jak w punkeie o) okreflmy = = inf{#: X, = 0}. WykaZ, Ze r nie
jest momentem zatr-ymania wzgledem F¥ ale jest momenbem matrzyma-
ma wzgledem 'Fi:‘I-

Zaleimy, == T jest przed:zialem, wykaz ze

a) jesli v jest momentem mbrcymanis b {7 < ¢} £ F db wesyebiich £
'h::l jeli {7 < £} £ Fy dla wezysthich £ to 7 jest momentem zattzymania
wagledem Fiy

Miech T = [0, 00}, a 7 bedtie momenbsm =atr=y mania, kbdre z= zmiennych

41,7, 7 — 1 mu==a byé momentami zatrzvymania?

Miech T = [0,00), a X} processm Fi-adaptowaloym o daglych frajekbo
tiach. Wykas, Ze dla A otwarbsgo 74 = inf{f: X £ A} jest momenbam
by mama wogladem Py

"i.TL-:.'kzl.:'l za ]m].i. Tig =3 momehtami z‘l:l:}'l:na..h:'h. b zdar-ema {:r <
:.r}l{:r= :.r} i {:r £, c.r} ha.].-:IQd:l .F_-. .Fa :i..F_-.m_a.

Wykaz, 2= jesh T jest momenbs m zabroy mania fo proces X = Jjo-1(f) jest
progresywne misrzaloy.

Wrkaz, 2= jesli o jest momenb=m zatf—ymama, © »* & omz 7 je=b F,
misrzalny bo 7 jest momeobsm atrzymania.
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1. Sprawd:, 2= m=tspiijace rodziny = martyogalami
a.::l | Wy — .:'ufl.?:;"'-:l}:_m
b ({0 = 2607 = M, A o
€) (mxp( A0 — 228), F V)0

3, Wykas, ze dlax >0

1
100z +1)°

3 /ey B . 1 3 oy
AP Bre ——e T .
'I,‘_"'T

3. Wykas, Ze Emeupy_ o it = 1 pan. (prawo iterovansgo logarrbmy
dla procest Wienera).
Wila =émrkd
a) Wrykarzyetijac nisrdwnees = wykladu

l";..ulll'.'--l:lP[ Eup I.“:-,l = H:l S E_J'::
[wE o ]

wykaz, ze dlag =0 zmjdiemy a = 1 akie, =

— W, . .
F =7 k] —_—_— 1+ £l < oo

% (_=® oo ) < ea)

i wywnicsku] stad, Ze lmeup, ., <= < 1 pn.

b) Wrykomyetujac sadanie 2 udowodnij, 2= dla £ = 0 zmjdziemy C = 1

takie, Ze

Y P(Ween =W = (1 —£)(v 20" Haln O H + /20 nln ) = oo

n=l
wrwhicsky) skad, ze

Jira s Wiwtr — Wicn 1 cpm
nmem 20 H Inln O 4 30 Inn O o

a marbzpnie, Ze limep, ?Elun_l.:llﬁ = 1.

4. Miezmacznie modyfikujac povwy =ze roctimewame wykas, Zelimesip, __._1.111' el

1pn, a]j.minfi_m::iuﬂm =—1p.n.

Telms <= K i =
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1.

Miech W3 = (W], .., W) bedie d wymiarcwym procesem Wienera, a
o £ B¢

a) Wyka, 2= |} — 20"~ jest nisvjemnym podmartyngalem

b) Udowodnij, 2= [T — zo|" = hega przy  — 00 do O wedlug prawd--
podobistetora 1 p.o. 1 wywnisky) stad, 2= limy_ o |13 = o0 p.n.

<) WylaZ, 2= dh prawostronnie daglego markyngalu (X )., zachod:=i

T oon AP (mup X = A) < E-'L:j_: EX;+EX,
o

d) Wykas, 2e P(L. ol =2q) = 0.

. Miech 1, bed:zie jednomymiarcsym procesam Wiehera oraz

= :i.hf{f =0 W= ﬂ}.l T, = :i_hf{f = |“}|= ﬂ.}.

Bocpatrifjac markyngaly 77 1 W7 — £ wylaZ, 2e
a)l 7. < o0 p.n. dla wezystkich a £ B

bl Pl < ma) = i dla a,b = 0.

c:l Er. =a”dlaa = 0.

d) Er, i r_p=abdla ab = 0.

=) Er, = o0 dla wezyetkich a = 0

Bocpatiifjac marky maaly ."l:f:i:" = ecpl AT, — .:'Ff_,l"'_‘:l oraz N} = [..Ilf!':" +
."lfi__"":l_,l"'_’ wykaz, ze pr=v cchaczeniach poprzsdmeso lematy zachod=1 dla
wezysbkich a, A =0
ﬂ:l E=—\.'|| - E—n.'\.."'_".'k

b) Ee—*% = (cash{ay 2411

Wykaz, Ze marbymgal M} = popredniego -adania jest zbis2 oy p.n. i znajds
j=go granice. Coy jest on zhelmy w L17

IMisch = bed=zie momenbsm zatr=ymania wogledem 7]V
a) Wykaz, 2= (T, Fo .0 )52, jest marky ngale=m.

::I . 1 Eats B T .11_.'11 =1 ] .
b) Udowadndj, 2= jesli Er < oo bo Esup W72, < oo

¢ Wylad, 2o jedi Er < cobo EN =E- i El,. =0
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1. Ea.hfl:'m:.', Zm pl:enrh:-:ﬁ skancer E ]-m'h plﬁe]i.czll:n. "i.TL-}']szl.:'l Ze wromrczas
a.:l [:{i:lier ji:n.'|: proces=m hlarkemma vrb:n:]'_'.' i ‘I:_-.'Ikn:l *n-ba:]:.' EC]'_‘.' dla n:]n:l"i'r\:l].h}'\‘_h
f1 < dm ... = iy :i..l1-::|I . .,.r:“ E.E'Izl.]sir.h, . P[.Th = .E], ce ey ."i'.}__ll =
Fnoa)=0

P, =k )Xy =0, X =k_a)=PRX,_ =k,

bl (X ke jesk processm Markowa = mader=a proejsda P*# wbedy i &y lko
whedy gy dla dowaliychiy < #a < ... < ¢ ikq,... k, £E

P(X,, =k, X, = k)= P(Xy, = ka)pe, oo (ko) - opep (R, ).

:{}-_L = .:I.“ _]:I.

3, Wykas, Ze prooes Poimsona N jest procesem Markowa i zhajdZ macier=
pr=ejécia.

3. Wykas, 2= proces (—1)"* jest procesem Markeowa i znajdf macier= preej-

4. Misch X,¥ beda zmiennymi lomowymi, =a8 -0 dalem takim, 2e X jest
G-misrzalne, zag ¥ jest nis-alezne od G. Wykas, ze dla dowolnsj funk-
gi fiz, p) misrzalnej i cgraniczone) B F(X, V)|5) = o X) gdzie olz) =
Ef(z, 1)

%. Korzystajac = popredniego sadania udowodij, 2o jesli X = (X3) jest pro-

cemm o przvrostach nezalezmch bo X jest procesem Wlarkewra = funkeja
proejsca P,#[:,]:':I= PiX;-X,cT —.r:l.

. Z:zadania 2 wynika w socomgdlnosd, 2= proces Wiebera jest proces=m Iar-
Lowra czyli réwniez i proces (W_y Lk q. Inajd: funkeje przejsda dla tego
procesu.

7. Zalécmy, 2= X9, Xg, ... = zcmiennymi o jedmkewym rozkladsie p, 5, =
TE_ Xy, My o= max{X;, ..., X.). Ozy masbepijace procesy musma byé
procemami Markowa | jesh 2k bo zmalezc odpowisdme funkcj= prosjecia

ﬂ::l .'i'],.'i.':.,...

bl Sn, 59, 5, ..

o) 5 sk st

d) My, Ma, Mg, . ..

e:l Sy 5 S5y 5, ..

:EI [Sn..lllfn:ﬁ:;]-

8 Csy pmocesy (|W3]), (fi1=) sa procesami Markewa? Jesli fak o =najd
Rinkcje pr=ejicia.
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1.

Ialozmy, e przestizes stancw E = {1, 2}. Sprawd: rowhania Chapmara-
I*.-;:l“:u.-:gcu:\:rm dla J:n.a.-:i.ﬂ:}'

Talddimy, 2o dla s < #, Pz, ) jest rockiadem normaloym o sredmie
™, 4T i vandanci o} 4. Jakie warunki mus= speloiac m, ; i o}y by istmiala
rodzim Markeera o funkeji prosjsda B a7

Ph:l-:en'_'.' X il Ea j_:ru-:ml:ui I\Ia.ﬂ:m, €y = ‘bq.n:l 'w'_'.'h:ihl za pmooes
(X, ¥3) o2 jest procesem Mardkowa?

Sprawds, 2= procesy Wienera 1 Podssoma sa procesami felleromskimi.
Wykaz, e proces Wiehera ma mocha w lasnosc Markowra wragledem filkracii
aE

IMiech T, bedzie procesem Wisnera starbiijacym = O caz dlaa = 0
T =inf{f: W =a}.

Wrkaz, ze

al Pl 2w, W, eT)=F(n. = o, W, €22 -T);

biPlr = ) =2RF(W, za)dlaa = 0.

€] Ty rearTy;

d) reqpre e+ dlaa, b =0, gdue 7 jest niezaleing kopia
el s+ e (Va4 n dh s = 0

f) Imajdi rozkiad zmienne) supg.qo, 1%

. WykaZ, = jegh T jest momenbem zatrzymania wgledem fikracji 7L, o

proces (g — W% )iz 0 jest procesem Wisnera niezaleinym od F-.
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1.

Zaldzmy, 2= Xi jest rodzima Markewa ma dwriielemes nborre) proestizeni ska-
nérr = macierza przejsca

prolf 342" 2-27

_E[a_a:—._} '_5+3:—||u_})

a) Inajd: genemabar A palgrupy genercvrans) proes X

b} Znajd recklad shcjomrny p dla P

c) Sprawd:, ze pd = 01 uzamadnij, Ze bo wnanie jest spe lnone w ogsloym
pr=ypadku.

. Wrykaz, 2= jesli f £ Co(R), a F?* jemt pélgrupa gensrowana proes pooces

Wishera to f — P F jesk cagla.

IMiech A badzie geperaborem polgripy zwia=ane] = processm Wisbsra, Wyr-
laz, 2= je=li f EC’F’[E}E}ED,;aﬂ:.—lf: :’._F”.

Uderrodni, ze db d wymiarcowegs procssil Wishera C'F.I[Eﬁl C Dy
Af=3arda F ol ®e).

Miech X, = e~+Wia. Wykas, 22 X jest jednorodiym procesem Markowa
i znajds AF dla odpowiednio gladkisj Runkdi F.

10



