Egzamin ze wstepu do teorii mnogos$ci, 4 marca 2002

1. Prosze obja$ni¢ nastepujace pojecia, podajac w kazdym przypadku definicje i przyktad.

(a) Obraz zbioru a przy przeksztalceniu h : b — ¢;

(b) Klasa abstrakcji relacji s w zbiorze a wyznaczona przez element b;

(c) Produkt uogolniony rodziny {ar}res;

(d) Zupelny porzadek czesciowy;

e) Kres gorny podzbioru a w zbiorze czesciowo uporzadkowanym (b, <).
)

(

(f) Zbior dobrze ufundowany.

2. Funkcja F : NN x NV — NN jest okreslona tak:

F(f,9)(n) = min(f(n), g(n)),
dla dowolnych f,g € NV i dowolnego n € N.

) Czy funkcja F jest ,na”?

b)

()
)

(d) Jakiej mocy sa klasy abstrakeji tej relacji?

(a
(b) Czy jest to funkcja roznowartoSciowa?

Jakiej mocy jest zbiér wszystkich klas abstrakcji jadra! funkcji F'?

3. Udowodni¢, ze w kazdym zbiorze czeSciowo uporzadkowanym istnieje maksymalny
(ze wzgledu na inkluzje) podzbior skierowany.

4. Niech (K, <) bedzie krata zupelna i niech S bedzie zbiorem wszystkich punktow
statych funkcji ciggltej f : K — K. Zalézmy, ze P C S i niech a bedzie kresem
gérnym zbioru P w kracie K.

(a) Udowodnié¢, ze zbiér {b € S | b > a} ma element najmniejszy.
(b) Czy ten element najmniejszy to musi by¢ a?

(c) Czy zbiér uporzadkowany (S, <) jest krata zupetna?

! Jadro przeksztalcenia f : a — b to relacja réwnowaznosci ker(f) = {{(z,y) € ax a | f(z) = f(y)}.






Rozwigzania zadan

Zadanie 1:

1a)

1b)

1c)

1d)

le)

1f)

Obraz zbioru a przy funkcji A : b — ¢ to zbior z (a) ={z€c|Tyly€an fly) =z}
Na przyktad jesli f : N — N jest dana wzorem f(n) = min(2n, 7), to obrazem zbioru
{1,3,5,6} jest zbior {2,6,7}.

Klasa abstrakcji relacji s wyznaczona przez b to zbior [b]; = {z € a | (z,b) € s}.
Na przyktad klasa abstrakcji relacji s = {(m,n) € N x N | |m-n|dzieli si¢ przez 7}
wyznaczona przez 17 sktada sie ze wszystkich liczb, ktére daja reszte 3 przy dzieleniu
przez 7.

Produkt uogélniony rodziny {ar}re; to zbior [ [, ar ztozony ze wszystkich funkcji f
spetniajacych warunki

Dom(f) = t; VI(T et — f(T) € ar).
Na przyktad gdy a, = {0,...,n} dlan € N to produkt [], . @, to zbiér wszystkich
funkeji f : N — N speliajacych dla wszystkich n warunek f(n) < n.

Zupelny porzadek czeSciowy to taki porzadek czeiciowy, w ktorym kazdy podzbidr
skierowany ma kres gorny. Na przyktad zbiér wszystkich funkcji czesciowych z Nw N
gdzie f < g zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy Dom(f) C Dom(g) oraz f(n) = g(n)
dla dowolnego n € Dom(f).

Kres gorny podzbioru a w zbiorze cze$ciowo uporzadkowanym (b, <) to najmniejsze
ograniczenie goérne tego zbioru, tj, taki element x, ktory spelnia warunki:

- Vy(y € a -y < x);
- Vz(Vy(ly€ca—y<z)—z<x).

Zbioér dobrze ufundowany to taki zbior cze$ciowo uporzadkowany, w ktorym kazdy
niepusty podzbiér ma element minimalny.

Zadanie 2:

2a)
2b)

2¢)

Funkcja F jest ,na”, bo f = F(f, f), dla dowolnego f € NY

To nie jest funkcja réznowarto$ciowa. Jesli przez n oznaczymy funkcje stale réwng n,
to F(0,1) = F(0,2).

Zbior wszystkich klas abstrakeji jadra jest oczywiscie rownoliczny ze zbiorem wartosci
funkecji. Poniewaz funkcja jest ,na”, wiec w tym wypadku jest to zbior mocy NN = ¢,



2d)

Klasy abstrakcji tej relacji to przeciwobrazy zbioréw jednoelementowych. Kazdy taki
przeciwobraz F~1({f}) jest mocy continuum. Z jednej strony jest on zawarty w NV
wiec jest mocy co najwyzej €. Z drugiej strony, do F~'({f}) nalezg wszystkie pary
postaci (f, f + g), gdzie g jest dowolna funkcja z N do N. (Oczywiscie przez f + g
rozumiemy funkcje okreslong wzorem (f + g)(n) = f(n)+ g(n).) Poniewaz zbiér par
postaci (f, f + ¢) jest mocy continuum, wiec moc naszej klasy jest co najmniej taka.
7 twierdzenia Cantora-Bernsteina wnioskujemy, ze kazda klasa ma moc €.

Zadanie 3:

Rozpatrzmy rodzine S wszystkich skierowanych podzbioréw zbioru czesciowo uporzad-
kowanego (A, <). Mamy udowodnié, ze zbiér S (uporzadkowany przez inkluzje) ma
element maksymalny. Nalezy w tym celu pokaza¢, ze suma kazdego tancucha L
zbioréw skierowanych jest zbiorem skierowanym. Wéwczas bowiem suma taricucha L
jest jego ograniczeniem gérnym w § 1 mozna zastosowaé lemat Kuratowskiego-Zorna.
Przypusémy wiec, ze a,b € |JL. Wtedy a € A, b € B, dla pewnych A, B € L.
Jeden z tych zbioréw jest zawarty w drugim, bo L jest tanicuchem. Jesli na przyktad
A C B to a,b € B imusi istnie¢ takie ¢ € B, ze a,b < c¢. Oczywiscie ¢ € |J L, wiec
pokazaliSmy, ze a i b maja wspolne ograniczenie w |J L. A wiec | L faktycznie jest
zbiorem skierowanym.

Zadanie 4:

4a)

4b)

4c)

Funkcja f jest monotoniczna (bo jest ciagla), wiec f(a) > f(p) = p, dla dowolnego
p € P. Zatem f(a) jest ograniczeniem goérnym zbioru P i mamy a < f(a). Dalej
przez indukcje wynika, ze elementy f"(a), gdzie n € N, tworza ciag wstepujacy.
Niech b bedzie kresem gornym tego ciagu (w kracie K). Wowczas

f(0) = f(sup{f™(a) | n € N}) = sup{f"**(a) | n € N} = sup{f"(a) | n € N} =,
a wiec b jest punktem stalym. Przy tym b jest najmniejszym punktem stalym wiek-

szym lub rownym a. Jesli bowiem ¢ > a jest punktem statym, to tatwo pokazaé przez
indukcje, ze ¢ > f"(a) dla dowolnego n, i w konsekwencji ¢ > b.

Nie. Na przyklad wezmy taka funkcje f: P(N) — P(N):
F(X) = { X, jesli X < 1;
X U {7}, w przeciwnym przypadku. -

Wtedy kazdy zbior jednoelementowy jest punktem stalym funkcji f. Jesli teraz
P = {{2},{3}}, to kresem zbioru P w kracie P(N) jest zbior {2, 3}, ktory nie jest
punktem statym.

Tak. W pierwszej czedci zadania mowa o tym, ze kazdy podzbior P zbioru S ma kres
gorny w S.



