Egzamin ze wstepu do teorii mnogos$ci, 21 stycznia 2002

1. Czy nastepujace stwierdzenia sg prawdziwe? Jesli nie, co nalezy wpisaé¢ zamiast
wielokropka? To zadanie wyjatkowo nie wymaga uzasadnien.

Przeciwobraz obrazu zbioru a przy ... przeksztalceniu f pokrywa sie ze zbiorem a.
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(a)
(b) Jesli d jest relacja rownowaznosci w a oraz b,c € a ... to [b]la N [c|la = 0.

) W kazdym drzewie nieskoriczonym ... istnieje galaz nieskonczona.

) Produkt uogoélniony dowolnej ... rodziny zbioréw skoriczonych jest zawsze skori-
czony lub nieprzeliczalny

(e) Kazde ciagte ... przeksztalcenie kraty zupelnej w siebie ma najmniejszy punkt
staty.

(f) Jesli A=¢1iDBjest ... zbiorem przeliczalnym, to AP = ¢.
(g) Jesli A jest ... zbiorem przeliczalnym, to AL = ¢,

(h) Kazdy przedzial ... w zbiorze liczb rzeczywistych mozna dobrze uporzadkowac.
2. Jaka jest moc zbioru wszystkich dobrze ufundowanych czesciowych porzadkow w N7

3. Rozpatrzmy nastepujace czesciowe uporzadkowanie zbioru {0, 1}:
f<g & Vz(f(z) <g(@).

(a) Czy ten porzadek jest liniowy?
(b) Czy ten porzadek jest dobrym ufundowaniem?
(c) Czy ten porzadek jest krata zupelng?
(d) Czy istnieje w tym porzadku tanicuch nieskonczony?
)
)
)

e) Czy istnieje w tym porzadku antytancuch nieskoriczony?

(
(
(g)* Cazy istnieje taticuch nieprzeliczalny w zbiorze NV uporzadkowanym w analo-
giczny sposob, tj. przez relacje:

f<g & Vz(f(z) <g(x))?

f)* Czy istnieje w tym porzadku antylaricuch nieprzeliczalny?

4. Niech A bedzie ustalonym podzbiorem plaszczyzny, ktéry ma przynajmniej dwa ele-
menty. Udowodnié, ze istnieje podzbior B C A, o takich wlasnosciach:
e Zadne trzy rézne punkty zbioru B nie sa wspolliniowe;

e Kazdy punkt zbioru A — B lezy na pewnej prostej wyznaczonej przez dwa rézne
punkty ze zbioru B.



Rozwigzania zadan

Zadanie 1:

Nieprawda. Trzeba wstawié ,,roznowartoSciowym”.
Nieprawda. Trzeba wstawi¢ ,i nie sqg w relacji d”.
Nieprawda. Trzeba wstawi¢ , 0 skoriczonym rozgatezieniu”.

Prawda. Jesli wszystkie zbiory sa niepuste, i nieskoniczenie wiele z nich ma przynaj-
mniej dwa elementy to produkt musi by¢ nieprzeliczalny.

Prawda. W kracie zupelnej wystarczy nawet aby przeksztalcenie byto monotoniczne.
Nieprawda. Trzeba wstawi¢ , niepustym”.

Nieprawda. Trzeba wstawi¢ , nieskonczonym”.

Prawda. Nie tylko przedzial w R, ale w ogdle kazdy zbiér mozna dobrze uporzadko-
wac.

Zadanie 2:

Niech Z oznacza zbior wszystkich dobrze ufundowanych czesciowych porzadkow w N.
Oczywiécie Z < €, bo Z C P(N x N). Aby udowodnié¢ nieréwnoé¢ € < Z okreslimy
F:P(N-{0}) 1=} Z. Dla dowolnego A C N — {0} przyjmiemy

F(A) = {{a,0) | a € A} U{(n,n) | n € N}.

Relacja F'(A) jest dobrym ufundowaniem zbioru N (laricuchy sa co najwyzej dwuelemen-
towe). Ponadto jesli A # B, np. jesli a € A — B, to {(a,0) € F(A) — F(B), wiec funkcja
faktycznie jest réznowartoéciowa. Z nieréwnosci Z < € i € < Z i z twierdzenia Cantora-
Bernsteina wynika réwno$c.

Zadanie 3:

3a) Nie. Na przyklad funkcje go i g1 (zob. czeS¢ 3e) nie sa porownywalne.

3b) Nie. Na przyktad takie funkcje f, tworza ciag malejacy:

fu(m) = 0, jeslim<mn;
" | 1, w przeciwnym przypadku.



3c) Tak. Jest izomorficzny z (P(N), C).
3d) Tak. Ciag malejacy (cze$¢ 3b) jest oczywiscie nieskoiczonym lanicuchem.

3e) Tak, na przyktad zbior {g, | n € N}, gdzie

(m) = 1, jesli m = n;
Gn 1 0, w przeciwnym przypadku.

3f) Tak. Wystarczy oczywiscie wskaza¢ nieprzeliczalny antylancuch w (P(N), C) (por.
czesé 3c¢). Dla dowolnego ciagu o : N — 0,1 skonstruujemy przez indukcje $cisle
rosnaca funkcje f, : N — N. Przyjmujemy f,(0) = 1, oraz

| 2fa(n), jesli a(n) = 0;
faln+1) = { 2fa(n) +1, jesli a(n) = 1.

Jesli teraz A, = Rg(fa), to zbiory A, tworza antylancuch. Istotnie, niech o #
i niech m = min{k € N | a(k) # B(k)}. Wtedy mamy f,(m + 1) € A, — A oraz
fg(m + 1) € Aﬂ —A,.

Zbiory A, odpowiadaja nieskoriczonym krawedziom drzewa na rysunku.

3g) Funkcje f, z czesci 3f tworza nieprzeliczalny tancuch w NY.
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Zadanie 4

Nalezy udowodnié¢, ze rodzina Z = {B C A | zadne trzy punkty w B nie sg wspotliniowe}
ma element maksymalny. W tym celu rozpatrzmy dowolny tancuch £ w Z. Suma tego
laricucha nalezy do Z. Jesli bowiem a,b,c € |JZ to kazdy z tych punktéow nalezy do
pewnego zbioru z tancucha £. Jeden z tych trzech zbiorow zawiera pozostate (bo przeciez £
jest taricuchem) wiec punkty a, b, ¢ nie moga by¢ wspotliniowe.

Skoro |JZ € Z to |J £ jest ograniczeniem gornym tlaricucha £. A wiec pokazalismy, ze
dowolny lanicuch w Z ma ograniczenie gorne. Z lematu Kuratowskiego-Zorna wynika ist-
nienie elementu maksymalnego. Jest to zbior spelniajacy warunki zadania.



