Pawet Urzyczyn Materiaty do wyktadu z teorii obliczen

3 Stosy i nie tylko

A flow-diagram with a stack (or a push-down store) is defined as a flow-diagram which may
involve two additional instruction types:

e i: push(x); goto j;

e i :x := pop; goto j;

for an arbitrary variable x.

Operational semantics for flowcharts with stacks is defined as for flowcharts but modified as
follows: A state (in a structure A) is now of the form (i,v,s), where ¢ and v are as before
and s (the stack) is a sequence (possibly empty) of elements of A. (The convention is that
the stack grows from left to right.) In the initial state we have s = e.

The effect of executing “push(x); goto j” on (i, v, s) is (j, v, s-v(x)), and the effect of executing
“i:x := pop; goto 57 on (i,v,s-a) is (j,v[a/x],s). Executing a pop on empty stack results
in an infinite loop, i.e., we assume (i,v,e) — (i,v,€).

Twierdzenie 1 Flow-diagramy ze stosem obliczajg w dowolnej strukturze te same funkcje co
flow-diagramy z procedurami.

Dowod: Porzadny dowdd tego twierdzenia jest dodé skomplikowany, my zrobimy tylko
pobiezny szkic obu translacji. Zatozymy od razu, ze mamy do czynienia ze strukturami
wyposazonymi w dostatecznie wiele réznych stalych aby mozna bylto ich uzywaé jako nazw
procedur, zmiennych i etykiet instrukeji.t

Czes¢ 1: Przypusémy, ze P = (Py,...,P,) jest programem z procedurami. (Bez straty
ogo6lnosci mozna zaktadaé, ze procedura P; (program glowny) nigdy nie jest wywolywana
rekurencyjnie.) Skonstruujemy rownowazny flow-diagram ze stosem S. Bedzie on mial prawie
wszystkie te instrukcje co procedury Py, ..., P, i jeszcze troche. Oczywidcie wotania procedur
i instrukcje stop trzeba zastapi¢ operacjami na stosie.

Ponizej (m, 1) jest etykieta i-tej instrukcji procedury P,,. Wotanie procedury postaci
(m,i):  xp:= Pyx,...,xi); g0 toj
zastepujemy ciggiem instrukcji

push(z1); push(x2); ... ; push(xy); push(m); push(p); push(j);
21 =iy . ) Zp =X Zpgl i= 215 ... Zs = 21; go to (4,1),

W istocie mozna sobie poradzi¢ bez tego. Najpierw trzeba zauwazy¢, ze wystarczy mie¢ dwie rozréznialne
wartosci, potem skonstruowaé¢ podprogram zwany lokatorem, ktory potrafi takie dwie wartosci znalezé, lub sam
wykona¢ zadana symulacje. Bo jesli wszystkie wartosci zmiennych zachowuja sie tak samo, to ta symulacja
musi by¢ trywialna.
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gdzie x1,...,xE 1 21,. .., 2s to wszystkie zmienne odpowiednio w P, i Py, przy tym 21, ..., 2, sa
wejsciowe. Instrukcje push(m); push(p); push(j) nalezy rozumie¢ jako polecenia odlozenia na
stos elementow struktury uzywanych do identyfikacji procedury, zmiennej i instrukeji. W ten
sposob zapisujemy na stosie biezaca aktywacje i przechodzimy do nowej procedury.

W razie natrafienia na instrukcje stop programu gtéwnego koticzy sie tez obliczenie programu
ze stosem. Instrukcja postaci (m,i) : stop(z;), dla m # 1, jest zastapiona przez:

vi=1xj; L= pop; p:= pop; n:= pop; Yr = Pop; Yk—1:= Pop; ...} Y1 := pop; Yp :=v; go to (n,1).

Powyzsze ,instrukcje” sg skrotowym i nieformalnym zapisem nastepujacych operacji. Najpierw
zapamietujemy warto$¢ wynikowsa, uzywajac pomocniczej zmiennej v. Potem odczytujemy ze
stosu numer p zmiennej, na ktorg nalezy te warto$¢ podstawié, oraz identyfikacje instrukcji
(n,7) do ktorej nalezy wroci¢. Nastepnie odtwarzamy ze stosu wartosci zmiennych yi, ...,y
procedury P, poprawiamy warto$¢ zmiennej ¥, i powracamy do wykonywania P, w miejscu,
w ktérym wywotano zakonczong wtasnie procedure. Oczywiscie nie mozemy bezposrednio
postuzy¢ si¢ np. numerem p jako parametrem instrukeji y, :=wv, nie wiemy tez a priori, gdzie
podstawiaé¢ wartoéci pobrane ze stosu itd. Dlatego powyzszy ,ciag’ jest w istocie skompliko-
wanym uktadem instrukcji warunkowych, wybierajacym jedna z wielu mozliwosci.

Czesé 2: Teraz niech S bedzie programem ze stosem o zmiennych z1, ..., x,. Dla uproszcze-
nia zal6zmy (bez straty ogoélnosci), ze w S jest dokladnie jedna instrukcja pop postaci

19: X1 = pop; go to ig+ 1,
i ze wszystkie instrukcje push maja postaé
j: push(xz2); go to j + 1.

Takze bez straty ogolnosci mozna zakladaé, ze program S zawsze zatrzymuje sie z pustym
stosem (¢wiczenie). Najpierw pokazemy jak symulowac taki program S za pomocy funkcji
,wielowymiarowych”, wywotywanych tak:

(X1y...,x) = P(x1,...,2L).
Instrukcje push jak wyzej zastepujemy wotaniem
ji (z1,...,2) = Pushj(x1,...,25); g0 toig+1,
a instrukcje pop zamieniamy na
stop(top, xa, ..., xx).
Cialo kazdej procedury Push; zaczyna si¢ tak:
start(zy,...,zx); top :=x2; go to j+ 1,
i zawiera poza tym wszystkie instrukcje programu S.

Nasza symulacja oparta jest na takim prostym pomysdle: kazde odlozenie kolejnej wartosci
na stos odpowiada otwarciu nowej aktywacji procedury, ktéra nadaje te warto$¢ pomocniczej
zmiennej top. Zdjecie wartoéci ze stosu jest symulowane zakoriczeniem biezacej aktywacji.

Pozostaje pytanie jak zamieni¢ wielowymiarowe funkcje na zwykte: mozna to zrobi¢ wielokrot-
nie wywolujac te sama procedure, traktujac coraz to inng zmienng jako wynikowsa. Nic ztego
sie nie stanie, bo nie ma efektéw ubocznych. O
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Rozpoznawanie skoriczono$ci

Pokazemy, ze istnieje program rekurencyjny z rownoscia (a wiec i program ze stosem), zatrzy-
mujacy sie doktadnie na tych danych wejsciowych, ktore generuja skoriczone podstruktury

W tym celu, dla dowolnej struktury A i wektora v = (ag, ..., ar_1) € A* zdefiniujemy ciag by
elementow A (a w istocie podstruktury generowanej w A przez ag, ..., a,_1). Bez straty ogol-
nosci mozemy przyjac, ze wszystkie operacje struktury A maja te sama liczbe argumentow p.
Powiedzmy, ze te operacje sa ponumerowane: fi,..., fn.

Jako bf przyjmujemy element ag. Jesli bg, ..., by, sa juz okreslone, to mamy dwa przypadki:

o Istnieje takie j, ze a; & {bg, ..., b}, }. Wtedy jako b, | bierzemy takie a; ¢ {bf,...,b5,},
ze j jest najmniejsze mozliwe.

e Nie ma takiego j, tj. wszystkie generatory sa juz w zbiorze {bg, ..., b",}. Wtedy definiuje-

my by, jako fr(bj, ..., b7 ), gdzie (i1, ..., ip, ) jest najwczesniejszym leksykograficznie
ciagiem o tej wlasnosci, ze f. (b5, ... ,bfp) Z{by,...,bu}.
Oto wlasnosci ciagu bY,: Jesli podstruktura generowana w A przez ao, . . ., ax—1 jest skoriczona,

to ciag bY, jest skoriczony i jego wartosciami sa wszystkie elementy tej podstruktury. Jesli
podstruktura jest nieskonczona, to ciag b, jest nieskoriczony. W obu przypadkach ciag ten
jest roznowartosciowy (bez powtorzen).

Na rysunku 1 mamy rekurencyjng procedure NEXT, ktéra w dowolnej strukturze A, dla danych
ag, - .., ag_1, by, oblicza by , . Stad natychmiast wynika nasze twierdzenie: wystarczy iterowac
NEXT tak dtugo, az nie da si¢ uzyskac¢ nowego elementu (wynik jest rowny ostatniej z wartosci
wejsciowych).

Twierdzenie 2 Dla dowolnego k istnieje k-argumentowy program z proceduramsi P, zatrzymu-
jgcy sie w dowolnej strukturze A dla danych ag, . .., ax_1 wtedy i tylko wtedy, gdy podstruktura
generowana w A przez ag, . ..,a_1 jest skonczona.

Obliczenia w strukturze liczb naturalnych

W ogolnosci rekursja (stos) istotnie zwigksza site obliczeniowa jezyka flow-diagramow. Jednak
w struktorze liczb naturalnych N' = (N, s, 0, =), gdzie s oznacza funkcje nastepnika jest inaczej.

Twierdzenie 3 Kazdy program ze stosem jest réwnowazny w N pewnemu flow-diagramowi.

Dowéd: Operacje na stocie symulujemy uzywajac dodatkowej zmiennej s, korzystajac
z funkcji pary (, ) i operacji odwrotnych ¢, r. Operacje push(x) zastepuje s := (s, x), a zamiast
x = pop wykonujemy z :=r(s); s:=£(s). O
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Figure 1: Program NEXT



