
Paweª Urzyczyn Materiaªy do wykªadu z teorii oblicze«

3 Stosy i nie tylko

A �ow-diagram with a stack (or a push-down store) is de�ned as a �ow-diagram which may

involve two additional instruction types:

• i : push(x); goto j;

• i : x := pop; goto j;

for an arbitrary variable x.

Operational semantics for �owcharts with stacks is de�ned as for �owcharts but modi�ed as

follows: A state (in a structure A) is now of the form 〈i, v, s〉, where i and v are as before

and s (the stack) is a sequence (possibly empty) of elements of A. (The convention is that

the stack grows from left to right.) In the initial state we have s = ε.

The e�ect of executing �push(x); goto j� on 〈i, v, s〉 is 〈j, v, s·v(x)〉, and the e�ect of executing

�i : x := pop; goto j� on 〈i, v, s · a〉 is 〈j, v[a/x], s〉. Executing a pop on empty stack results

in an in�nite loop, i.e., we assume 〈i, v, ε〉 −→ 〈i, v, ε〉.

Twierdzenie 1 Flow-diagramy ze stosem obliczaj¡ w dowolnej strukturze te same funkcje co

�ow-diagramy z procedurami.

Dowód: Porz¡dny dowód tego twierdzenia jest do±¢ skomplikowany, my zrobimy tylko

pobie»ny szkic obu translacji. Zaªo»ymy od razu, »e mamy do czynienia ze strukturami

wyposa»onymi w dostatecznie wiele ró»nych staªych aby mo»na byªo ich u»ywa¢ jako nazw

procedur, zmiennych i etykiet instrukcji.1

Cz¦±¢ 1: Przypu±¢my, »e P = 〈P1, . . . , Pn〉 jest programem z procedurami. (Bez straty

ogólno±ci mo»na zakªada¢, »e procedura P1 (program gªówny) nigdy nie jest wywoªywana

rekurencyjnie.) Skonstruujemy równowa»ny �ow-diagram ze stosem S. B¦dzie on miaª prawie

wszystkie te instrukcje co procedury P1, . . . , Pn i jeszcze troch¦. Oczywi±cie woªania procedur

i instrukcje stop trzeba zast¡pi¢ operacjami na stosie.

Poni»ej (m, i) jest etykiet¡ i-tej instrukcji procedury Pm. Woªanie procedury postaci

(m, i) : xp := P`(xi1 , . . . , xir); go to j

zastepujemy ci¡giem instrukcji

push(x1); push(x2); . . . ; push(xk); push(m); push(p); push(j);
z1 := xi1 ; . . . ; zr := xir ; zr+1 := z1; . . . ; zs := z1; go to (`, 1),

1W istocie mo»na sobie poradzi¢ bez tego. Najpierw trzeba zauwa»y¢, »e wystarczy mie¢ dwie rozró»nialne

warto±ci, potem skonstruowa¢ podprogram zwany lokatorem, który potra� takie dwie warto±ci znale¹¢, lub sam

wykona¢ »¡dan¡ symulacj¦. Bo je±li wszystkie warto±ci zmiennych zachowuj¡ si¦ tak samo, to ta symulacja

musi by¢ trywialna.
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gdzie x1, . . . , xk i z1, . . . , zs to wszystkie zmienne odpowiednio w Pm i P`, przy tym z1, . . . , zr s¡

wej±ciowe. Instrukcje push(m); push(p); push(j) nale»y rozumie¢ jako polecenia odªo»enia na

stos elementów struktury u»ywanych do identy�kacji procedury, zmiennej i instrukcji. W ten

sposób zapisujemy na stosie bie»¡c¡ aktywacj¦ i przechodzimy do nowej procedury.

W razie natra�enia na instrukcj¦ stop programu gªównego ko«czy si¦ te» obliczenie programu

ze stosem. Instrukcja postaci (m, i) : stop(xj), dla m 6= 1, jest zast¡piona przez:

v := xj ; l := pop; p := pop; n := pop; yk := pop; yk−1 := pop; . . . ; y1 := pop; yp := v; go to (n, l).

Powy»sze �instrukcje� s¡ skrótowym i nieformalnym zapisem nast¦puj¡cych operacji. Najpierw

zapami¦tujemy warto±¢ wynikow¡, u»ywaj¡c pomocniczej zmiennej v. Potem odczytujemy ze

stosu numer p zmiennej, na któr¡ nale»y t¦ warto±¢ podstawi¢, oraz identy�kacj¦ instrukcji

(n, j) do której nale»y wróci¢. Nast¦pnie odtwarzamy ze stosu warto±ci zmiennych y1, . . . , yk

procedury Pn, poprawiamy warto±¢ zmiennej yp i powracamy do wykonywania Pn w miejscu,

w którym wywoªano zako«czon¡ wªa±nie procedur¦. Oczywi±cie nie mo»emy bezpo±rednio

posªu»y¢ si¦ np. numerem p jako parametrem instrukcji yp := v, nie wiemy te» a priori, gdzie

podstawia¢ warto±ci pobrane ze stosu itd. Dlatego powy»szy �ci¡g� jest w istocie skompliko-

wanym ukªadem instrukcji warunkowych, wybieraj¡cym jedn¡ z wielu mo»liwo±ci.

Cz¦±¢ 2: Teraz niech S b¦dzie programem ze stosem o zmiennych x1, . . . , xk. Dla uproszcze-

nia zaªó»my (bez straty ogólno±ci), »e w S jest dokªadnie jedna instrukcja pop postaci

i0 : x1 := pop; go to i0 + 1,

i »e wszystkie instrukcje push maj¡ posta¢

j : push(x2); go to j + 1.

Tak»e bez straty ogólno±ci mo»na zakªada¢, »e program S zawsze zatrzymuje si¦ z pustym

stosem (¢wiczenie). Najpierw poka»emy jak symulowa¢ taki program S za pomoc¡ funkcji

�wielowymiarowych�, wywoªywanych tak:

(x1, . . . , xk) := P (x1, . . . , xk).

Instrukcj¦ push jak wy»ej zast¦pujemy woªaniem

j : (x1, . . . , xk) := Pushj(x1, . . . , xk); go to i0 + 1,

a instrukcj¦ pop zamieniamy na

stop(top, x2, . . . , xk).

Ciaªo ka»dej procedury Pushj zaczyna si¦ tak:

start(x1, . . . , xk); top := x2; go to j + 1,

i zawiera poza tym wszystkie instrukcje programu S.

Nasza symulacja oparta jest na takim prostym pomy±le: ka»de odªo»enie kolejnej warto±ci

na stos odpowiada otwarciu nowej aktywacji procedury, która nadaje t¦ warto±¢ pomocniczej

zmiennej top. Zdj¦cie warto±ci ze stosu jest symulowane zako«czeniem bie»¡cej aktywacji.

Pozostaje pytanie jak zamieni¢ wielowymiarowe funkcje na zwykªe: mo»na to zrobi¢ wielokrot-

nie wywoªuj¡c t¦ sam¡ procedur¦, traktuj¡c coraz to inn¡ zmienn¡ jako wynikow¡. Nic zªego

si¦ nie stanie, bo nie ma efektów ubocznych. �
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Rozpoznawanie sko«czono±ci

Poka»emy, »e istnieje program rekurencyjny z równo±ci¡ (a wi¦c i program ze stosem), zatrzy-

muj¡cy si¦ dokªadnie na tych danych wej±ciowych, które generuj¡ sko«czone podstruktury

W tym celu, dla dowolnej struktury A i wektora v = (a0, . . . , ak−1) ∈ Ak zde�niujemy ci¡g bv
i

elementów A (a w istocie podstruktury generowanej w A przez a0, . . . , ak−1). Bez straty ogól-

no±ci mo»emy przyj¡¢, »e wszystkie operacje struktury A maj¡ t¦ sam¡ liczb¦ argumentów p.
Powiedzmy, »e te operacje s¡ ponumerowane: f1, . . . , fn.

Jako bv
0 przyjmujemy element a0. Je±li bv

0, . . . , b
v
m s¡ ju» okre±lone, to mamy dwa przypadki:

• Istnieje takie j, »e aj 6∈ {bv
0, . . . , b

v
m}. Wtedy jako bv

m+1 bierzemy takie aj 6∈ {bv
0, . . . , b

v
m},

»e j jest najmniejsze mo»liwe.

• Nie ma takiego j, tj. wszystkie generatory s¡ ju» w zbiorze {bv
0, . . . , b

v
m}. Wtedy de�niuje-

my bv
m+1 jako fr(bv

i1
, . . . , bv

ip
), gdzie (i1, . . . , ip, r) jest najwcze±niejszym leksykogra�cznie

ci¡giem o tej wªasno±ci, »e fr(bv
i1

, . . . , bv
ip

) 6∈ {bv
0, . . . , b

v
m}.

Oto wªasno±ci ci¡gu bv
m: Je±li podstruktura generowana w A przez a0, . . . , ak−1 jest sko«czona,

to ci¡g bv
m jest sko«czony i jego warto±ciami s¡ wszystkie elementy tej podstruktury. Je±li

podstruktura jest niesko«czona, to ci¡g bv
m jest niesko«czony. W obu przypadkach ci¡g ten

jest ró»nowarto±ciowy (bez powtórze«).

Na rysunku 1 mamy rekurencyjn¡ procedur¦Next, która w dowolnej strukturzeA, dla danych
a0, . . . , ak−1, b

v
m oblicza bv

m+1. St¡d natychmiast wynika nasze twierdzenie: wystarczy iterowa¢

Next tak dªugo, a» nie da si¦ uzyska¢ nowego elementu (wynik jest równy ostatniej z warto±ci

wej±ciowych).

Twierdzenie 2 Dla dowolnego k istnieje k-argumentowy program z procedurami P , zatrzymu-

j¡cy si¦ w dowolnej strukturze A dla danych a0, . . . , ak−1 wtedy i tylko wtedy, gdy podstruktura

generowana w A przez a0, . . . , ak−1 jest sko«czona.

Obliczenia w strukturze liczb naturalnych

W ogólno±ci rekursja (stos) istotnie zwi¦ksza siª¦ obliczeniow¡ j¦zyka �ow-diagramów. Jednak

w struktorze liczb naturalnychN = 〈N, s, 0, =〉, gdzie s oznacza funkcj¦ nast¦pnika jest inaczej.

Twierdzenie 3 Ka»dy program ze stosem jest równowa»ny w N pewnemu �ow-diagramowi.

Dowód: Operacje na stocie symulujemy u»ywaj¡c dodatkowej zmiennej s, korzystaj¡c

z funkcji pary 〈 , 〉 i operacji odwrotnych `, r. Operacj¦ push(x) zast¦puje s := 〈s, x〉, a zamiast

x := pop wykonujemy x := r(s); s := `(s). �



3 marca 2011, godzina 23: 53 strona 4

Figure 1: Program Next


