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1 Funkcje czesciowo rekurencyjne

Pojecie funkcji obliczalnej i czesciowo obliczalnej moze zostaé zdefiniowane na wiele réznych
sposobéw. Dzi$ najczedciej odwotujemy sie w tym celu do maszyn Turinga, ale czasem wygod-
nie jest uzy¢ pochodzacej of Kleene'go definicji funkeji (cze$ciowo) rekurencyjnych. Rozwa-
zamy funkcje czesciowe nad N o dowolnej liczbie argumentow. Funkcje czeSciowo rekurencyjne
to funkcje otrzymane z funkcji bazowych (zero, nastepnik, rzutowania) za pomoca trzech
operacji: skladania, rekursji prostej i minimum. Sformutujemy teraz Scista definicje tych po-
jeé. Napis f : N¥ —o» N czytamy ,,f jest k-argumentows funkcja czeéciows o argumentach
i wartosciach w N”.

Funkcje bazowe: Jako funkcje bazowe przyjmujemy:

e nastepnik, succ(n) =n + 1;
e rzuty, I1¥(n1,...,ng) = ny, gdzie k > 1 oraz i < k;

e funkcje stale réwne zeru, Zi(nq,...,n;) = 0, gdzie k > 1.

Skladanie: Funkcja f : N¥ —o— N powstaje przez sktadanie funkcji h : N¢ —o— N z funkcjami
g1,--., g0 : NF —oo N, jezeli

e Dom(f) = {7 | i € Dom(g;) dla wszystkich i, oraz (g1(7), ..., ge(71)) € Dom(h)};

o f(7) = h(g1(7),...,ge(77)), dla dowolnego 7 € Dom(f).

Rekursja: Funkcja f : N¥T1 —oo N powstaje przez rekursje prostq z funkcji h : NF+2 —o» N
i funkeji g : N¥ —o— N, jezeli dla dowolnego n € N i dowolnego 7 € N¥ spelnione sa réwnania
o f(0,m) = g(m);
o f(succ(n),m) = h(f(n,m),n,m),
przy czym réwnanie uwazamy za spelnione, gdy obie strony sa okreslone i réwne, lub obie

strony sa nieokreslone. Wartos$¢ wyrazenia h(f(n,n),n,m) jest okreslona wtedy i tylko wtedy
gdy (n,m) € Dom(f) oraz (f(n,m),n,m) € Dom(h).
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Minimum: Funkcja f : N¥ —o» N powstaje z funkcji h : N¥T! —o- N przez zastosowanie
operacji minimum, co zapisujemy f (i) = py[h(ii,y) = 0], gdy dla dowolnego 7 € NF:

e Jesli istnieje takie m, ze h(fl,m) = 0 oraz wszystkie wartosci h(7i,i) dla i < m sa
okreslone i rézne od zera, to f(77) = m.

e Jedli takiego m nie ma, to f(i7) jest nieokreslone.

Definicja 1.1 Klasa funkcji cze$ciowo rekurencyjnych to najmniejsza klasa funkcji czes-
ciowych nad N zawierajaca funkcje bazowe i zamknieta ze wzgledu na sktadanie, rekursje
prosta i operacje minimum. Funkcje rekurencyjne to te funkcje czesciowo rekurencyjne, ktore
sa calkowite (zawsze okreslone).

Klasa funkcji pierwotnie rekurencyjnych to najmniejsza klasa funkcji calkowitych nad N za-
wierajaca funkcje bazowe i zamknieta ze wzgledu na sktadanie i rekursje prosta.

Funkcje charakterystyczne: Z kazda relacja k-argumentowa r C N* wigzemy dwie funkcje

o () = 0, jeslin € r;
" N 1, w przeciwnym przypadku,
@ o~ {0 jesli 7 € r;
Xr a nieokreslone, w przeciwnym przypadku.

Pierwsza z nich to zwykla funkcja charakterystyczna zbioru r, druga nazywamy czesciowqg
funkcja charakterystycznag r. Relacje reprezentujemy za pomocs ich funkcji charakterystycz-
nych. Piszemy np. w skrécie py[r (i, y)] zamiast py|x,(7,y) = 0].

Definicja 1.2 Méwimy, ze zbiér A C NF jest rekurencyjny, gdy funkcja c4 jest rekurencyjna,
a rekurencyjnie przeliczalny, gdy funkcja x4 jest czeSciowo rekurencyjna. (W tym drugim
przypadku mowi sie tez, ze relacja A jest czesciowo rekurencyjna.)

Fakt 1.3 Kazdy zbior rekurencyjny jest rekurencyjnie przeliczalny.

Dowdéd:  Wynika to z réwnosci x4 (7)) = pylca(@) = 0], ktéra mozna Scisle wyrazié¢ z po-
moca rzutowari. Dla A C N mamy na przyklad ya(n) = py[ca (I3 (n,y)) = 0]. O
Funkcje pierwotnie rekurencyjne

Najczesciej mamy do czynienia z funkcjami i relacjami pierwotnie rekurencyjnymi. Na przy-
kltad dodawanie okreslone jest przez rekursje prosta z pomoca funkcji nastepnika:

O+m = my
succ(n) +m = succ(n 4+ m).
Definicja ta jest zgodna ze schematem rekursji prostej dla k = 1 oraz g(m) = IIi(m)

i f(I,n,m) = succ(I3(I,n,m)). Podobnie definiujemy mnozenie i potegowanie. Przyklady te
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pokazuja jak mozna manipulowaé argumentami: jesli k-argumentowa funkcja f jest pierwotnie
rekurencyjna, to takze [-argumentowa funkcja g(ni,...,n) = f(ni,,...,n; ) jest pierwotnie
rekurencyjna, bo jest zlozeniem funkcji f z odpowiednimi rzutowaniami.

Kazda funkcja stata f(77) = m jest pierwotnie rekurencyjna jako zlozenie f(7) = succ™(Zy(1)).
Aby okredlié funkcje poprzednika pred napiszemy najpierw réwnania

p(0,m) = Zi(m);
p(n—l—l,m) = H‘;(p(n),n,m),

a nastepnie uzyjemy zlozenia:

pred(n) := p(n,0) = p(n, Z1(n)).

Teraz mozna juz zdefiniowaé (nieujemne) odejmowanie:

m=-—0 = m;

m-=(n+1) = pred(m-=n).
Nastepna prosta, ale pozyteczna funkcja to test na zero:
sg(0) = 0;
sg(n+1) =
Wsréd najprostszych relacji pierwotnie rekurencyjnych mamy nieréwnosé ostra i nieostra:
c<(m,n) = sg(m = n), c<(m,n) = sg((m+1)=n).
Operacje logiczne nie wyprowadzaja poza klase relacji pierwotnie rekurencyjnych:
Crvp(i) = ¢ (1) ¢p (1), Crpp() = s9(cp(71) 4 cp(7)), e = 1= (1),

a wiec np. réwnosé, jako koniunkcja dwoéch nieréwnosci, tez jest pierwotnie rekurencyjna.
Klasa relacji pierwotnie rekurencyjnych jest tez zamknieta ze wzgledu na kwantyfikatory ogra-
niczone. Oznacza to, ze jesli zdefiniujemy relacje » warunkiem

r(n,m) =3y < n. s(y, ),
w ktorym s jest pierwotnie rekurencyjna, to takze r jest pierwotnie rekurencyjna. Istotnie:
r(0.7) = s(0.5)
r(n+1,m) = r(n,m)Vs(n+1,m).

Zajmiemy sie teraz jeszcze kilkoma sposobami definiowania funkcji pierwotnie rekurencyjnych.
Najpierw definicje warunkowe. Jesli funkcje g i h oraz relacja r sa pierwotnie rekurencyjne i

_ g(ni), Jjesli r(7);
f(it) = _ .
h(7), w przeciwnym przypadku,
to wtedy f(7) = g(i)- (1 = ¢, (7)) + h(i7)- ¢, (7)) jest pierwotnie rekurencyjna. Mozemy tez
definiowaé funkcje za pomoca minimum ograniczonego, rozumianego tak:

S pyly <n Ar(y,m)], jesli minimum jest okreslone;
< =
ny < nlr(y, m)] { 0, w przeciwnym przypadku.
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Minimum ograniczone definiujemy przez rekursje prosta (por. kwantyfikator ograniczony),
wiec jest to funkcja pierwotnie rekurencyjna, o ile tylko taka jest relacja r. Podobnie jest
z operacja maksimum ograniczonego

vy <nlr(y,M)] = py < nlr(y,m) AVz < nor(zm) — = < yl.

Minimum i maksimum ograniczone to bardzo pozyteczne narzedzia, pozwalajace tatwo defi-
niowa¢ rozmaite funkcje, np. dzielenie calkowite to:

{%J = vy <mly-n < mj.

Kodowanie stéw

Dwie liczby naturalne mozna zakodowaé za pomocs jednej liczby, uzywajac funkcji pary

m—l—n)(m—i—n—i-l)J .

(m,n) = V 2

Funkcje odwrotne do funkcji pary to takie funkcje ¢ i r, ze (¢(n),r(n)) = n zachodzi dla
wszystkich n € N. Zaréwno ( , ) jak i jej funkcje odwrotne, to funkcje pierwotnie rekurencyjne,
na przyktad ¢(n) = py < n[3x < n.(y,z) = n]. Jesli trzeba zakodowaé ciag liczb ay, ..., a
o dowolnej dlugosci k + 1, to mozna uzy¢ jednoznacznosci rozkladu na czynniki pierwsze:

kod(ag . ..ap) =2%03% ... pi*,

gdzie p; dla ¢ € N to ciag rosnacy wszystkich liczb pierwszych. Uwaga: to kodowanie ,skleja”
ze soba wszystkie ciagi koriczace sie zerami i nigdy nie daje w wyniku zera. Ale nam to akurat
nie przeszkodzi, a nawet zaraz sie przyda.

Aby swobodnie postugiwaé sie powyzszym kodowaniem, zauwazmy, ze nastepujace funkcje
i relacje sa pierwotnie rekurencyjne:

e relacja ,n jest liczba pierwsza™ —Jy <nJz <n(y-z=nAy# 1Az #1);

e funkcja p; dana! réwnaniami pg = 2, ppi1 = py < 2pnly pierwsze i y > pyl;

e funkcja @(m,n) := py < m[p% | m A —(p4T | m)] — ,n-ty wyraz ciagu o kodzie m”;

e funkcja mf[i <« n| = py < m-plVz<m(z#i— Qy,z) =Q(m,z)) A Qy,i) = n|

— ,zmiana i-tego wyrazu w ciagu o kodzie m na liczbe n”.

Maszyny Turinga

Przypomnijmy, ze (deterministyczna, jednotasmowa) maszyne Turinga nad alfabetem A mozna
zdefiniowaé jako krotke M = (A, Q, 0, qo, qa, ¢r), gdzie:

e A jest skoriczonym alfabetem, zawierajacym A oraz symbol B ¢ A (blank);

"Wiadomo, ze pomiedzy liczbami m i 2m zawsze jest liczba pierwsza.
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e () jest skoniczonym zbiorem standw;
e o € () jest stanem poczatkowym;
® g, € Q jest stanem akceptujgcym;
e ¢, € Q) jest stanem odrzucajgcym;

e 0:(Q—{qu,qr}) XA — AxQx{-1,0,+1} jest funkcjq przejscia.

Zakladajac, ze zbiory A i @) sa rozlaczne, mozna zdefiniowaé konfiguracje maszyny jako tréjke
postaci (g, 4, w), gdzie g € Q, i € N oraz w € A*, przy czym utozsamiamy konfiguracje (g, i, w)
oraz (q,i,wB). Interpretacja tej definicji jest nastepujaca. Tasma maszyny jest nieskoniczona
w prawo. Na poczatku tasmy zapisane jest stowo w, dalej w prawo sa same blanki, a glowica
maszyny znajduje sie w pozycji i. Konfiguracje postaci C,, = (qo,0,w), gdzie w € A*,
nazywamy poczatkowq. Konfiguracje akceptujace (odp. odrzucajace) sa zas$ postaci (qq, i, w)
(odp. (gr, i, w)).

Jesli C = (q,i,w) oraz w = ag . .. ag, to nastepna konfiguracja C’ jest okreslona tak:

e Jesli 6(q,a) = (b,p,+1) to C' = (p,i + 1, w[i < b]);
e Jedli 6(q,a) = (b,p,0) to C" = (p,i,w[i «< b]);
e Jesli 6(q,a) = (b,p,—1) to C' = (p,i— 1,w[i < b]).

Piszemy C — ¢ C', a symbolem —» y( oznaczamy przechodnio-zwrotne domkniecie relacji — 4.
Jezeli Cy, - C', gdzie C' jest konfiguracja akceptujaca (odp. odrzucajaca) to méwimy, ze
maszyna akceptuje (odp. odrzuca) stowo w. Maszyna zatrzymugje sie dla wejscia w, wtedy
i tylko wtedy, gdy stowo w jest akceptowane lub odrzucane.

Obliczenie rozpoczynajace sie od konfiguracji Cy to skonczony lub nieskonczony ciag konfi-
guracji Cg —a C1 —am Co —pq -+ - Obliczenie skoniczone jest akceptujgce lub odrzucajace,
w zaleznosci od ostatniego stanu. Oczywiscie maszyna deterministyczna ma obliczenie nie-
skoniczone rozpoczynajace sie od C,, wtedy i tylko wtedy, gdy nie zatrzymuje sie dla wejécia w.

Przez L(M) oznaczamy jezyk zlozony ze wszystkich stéw akceptowanych przez maszyne M.
Zbiér stéow L C A* jest czesciowo obliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy L = L(M) dla pewnej
maszyny M. Jesli dodatkowo maszyna M odrzuca dokladnie te stowa, ktore nie naleza do L,
to mowimy, ze L jest obliczalny.

Fakt 1.4 Nastepujgce warunki sq réownowazne:

1. Z jest zbiorem obliczalnym;
2. —Z jest zbiorem obliczalnym;
3. Z i —Z sq czeSciowo obliczalne;
Dowdéd:  Jedli dwie rézne deterministyczne maszyny akceptuja jezyki Z i —Z, to nalezy uru-

chomi¢ je jednoczesnie i zobaczy¢, ktéra zaakceptuje stowo wejsciowe (jedna musi). Te prace
moze wykonaé¢ jedna maszyna deterministyczna. O
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Jesli A = {1}, a kazda liczbe naturalna n zinterpretujemy jako ciag jedynek dlugosci n, to
jezyk L(A) mozna uwazaé za podzbiér N. Mozemy tez uzy¢ maszyny Turinga do definiowania
funkeji faq : N —o— N. Jedli M zatrzymuje sie dla wejscia n (tj. stowa 1™), to za wartosé¢ funkcji
fm(n) przyjmujemy pozycje glowicy w odp. konfiguracji koncowej. W przeciwnym razie
warto$é faq(n) uwazamy za nieokreslona. Rozdzielajac ciagi jedynek znakiem f, mozemy takze
definiowa¢ maszyny akceptujace relacje wieloargumentowe i obliczajace wieloargumentowe
funkcje.

Definicja 1.5 Funkcja cze$ciowa f : N¥ —o— N jest czesciowo obliczalna, wtedy i tylko wte-
dy, gdy jest postaci faq dla pewnej maszyny M. Jedli przy tym maszyna M zatrzymuje sie?
dla dowolnego wejscia, to mowimy, ze f jest obliczalna.

Fakt 1.6 Kazda funkcja (czesciowo) rekurencyjna jest tez (czesciowo) obliczalna.

Dowéd:  Indukcja ze wzgledu na definicje funkcji rekurencyjnej (éwiczenie). O

Whniosek 1.7 Kazdy zbior rekurencyjny (rekurencyjnie przeliczalny) jest obliczalny (czes-
ciowo obliczalny).

Kodowanie maszyn Turinga

Chcemy udowodnié¢ twierdzenie odwrotne do Faktu 1.6 (dla uproszczenia na razie dla funkcji
jednoargumentowych). W tym celu najpierw uméwimy sie, ze stany maszyny i symbole
alfabetu sa ponumerowane, przy czym symbol B ma numer 0. Od tej pory stany i symbole
utozsamiamy z ich numerami. Konfiguracje reprezentujemy jako tréjki (q,i,w) = (g, (i, w)),
uzywajac dwukrotnie zwyklej funkcji pary. Przypomnijmy, ze jesli ¢ = (q,i,w) to ¢ = £(c),
i =L(r(c))iw = r(r(c). Réwnosé ¢ = (q,i,w) jest wiec relacja pierwotnie rekurencyjna,
podobnie jak funkcja, ktéra argumentowi (g, i, w) przypisuje trdjke (p,i + €, w[i « b]), gdzie
e € {—1,0,1}. Dla danej konfiguracji ¢, kod nastepnej konfiguracji N(c) wyraza sie wiec
definicja warunkowa;:

N(e) = (pyitewli = b)), jesli e = (q,i,w) oraz 3(q, Q(w,i)) = (p,b,2),

o tylu wierszach ile jest mozliwych ,klauzul” w definicji funkcji przejscia. Operacja zmiany
konfiguracji jest wiec pierwotnie rekurencyjna. Mozemy ja iterowaé, aby wyznaczy¢ kolejne
konfiguracje obliczenia dla danego wejscia n:

C(0,n) = {(qo,0,kod(1"));
Cim+1,n) = N(C(m,n)).

Teraz zdefiniujemy relacje: ,, M akceptuje wejscie n po m krokach z glowica w pozycji k”:

2Mozna zakladaé, ze maszyna akceptuje kazde stowo postaci 1™11™2¢ ... #1™* i odrzuca pozostale.
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tm(n,k,m) =3Iy < C(myn).C(m,n) = (g4, k, y).
Mozemy juz napisaé jaka funkcja jest obliczana przez maszyne M.

fm(n) = uyltam(n, £(y),m(y))])-

Powyzsza konstrukcje tatwo jest uogdlnié¢ na funkcje wieloargumentowe (éwiczenie). Uwzgled-
niajac Fakt 1.6, udowodniliémy wiec, ze

Twierdzenie 1.8 Funkcje (czesciowo) obliczalne i (czesSciowo) rekurencyjne to to samo.
Jedli dokladniej przyjrzymy sie naszemu dowodowi, to zauwazymy tez nastepujacy wazny fakt.

Twierdzenie 1.9 (o postaci normalnej Kleene’go) Kazdqg funkcje czesciowo rekurencyj-
ng @ mozna przedstawié w postact

p(1) = L(pylg(1i,y) = 0]),

gdzie g jest funkcjq pierwotnie rekurencyjng.

Fakt 1.10 Nastepujgce warunki sq réownowazne dla A C N:

1. A jest rekurencyjnie przeliczalny.
2. A jest dziedzing pewnej funkcji cze$ciowo rekurencyjne;.

3. Istnieje taki rekurencyjny zbiér B C N2, ze dla wszystkich n € N zachodzi réwnowaznosé

ne€ A< 3z.(n,z) € B.
4. A jest pusty lub jest zbiorem wartosci pewnej funkcji rekurencyjnes.’

5. A jest zbiorem wartosci pewnej funkcji czesciowo rekurencyjne;.

Dowéd:  Implikacja (1)=-(2) jest oczywista, a (2)=-(5) wynika stad, ze A = Dom()
implikuje A = Rg(y), gdzie p(n) = n + Z1(¢(n)). Dla dowodu implikacji (5)=(3) zalézmy,
ze A = Rg(p). Na mocy twierdzenia Kleene’go mamy ¢(x) = (uy[g(z,y) = 0]) dla pewnej
rekurencyjnej funkcji g. Mamy teraz

neA < Jxy(g(z,y) =0AVi <y(g(z,i) #0) ANM(y) =n),
a wiec mozna przyjacé
B ={(n,2) | g(l(2),r(2)) = 0AVi <r(2)(g(l(2),7) # 0) AN(r(2)) = n}.
Aby pokazaé (3)=(4), przypusémy, ze A # () i ustalmy jakie$ a € A. Wtedy A = Rg(f), dla
F(n) = { l(n), jesli (¢(n),r(n)) € B;

a, w przeciwnym przypadku.

Na koniec, (4)=(1) wynika z réwnosci xa(m) = Z1(py[f(y) = m]) dla A = Rg(f). O

3To uzasadnia nazwe ,rekurencyjnie przeliczalny”.
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Cwiczenia
1. Udowodnié, ze klasa funkcji pierwotnie rekurencyjnych jest zamknieta ze wzgledu na minimum
ograniczone i ograniczony kwantyfikator ogdlny.

2. Pokazaé, ze jesli f jest k-argumentows funkcja rekurencyjna to jest tez rekurencyjna relacja
k + l-argumentowa,

3. Pokazaé, ze jesli funkcja cze$ciowa f : N¥F —o— N jest rekurencyjnie przeliczalna jako relacja
k + l-argumentowa to jest k-argumentowa funkcja cze$ciowo rekurencyjna.

4. Zdefiniowaé funkcje:

o |m| — ,,dlugosé ciagu o kodzie m (bez koricowych zer)”;

e m en —  dopisanie n na koricu ciaggu o kodzie m”.

2 Inne definicje obliczalnosci

While-programy

While-programy to bardzo uproszczony model jezyka programowania, w ktérym programy
sg konstruowane za pomoca prostych petli i w ktérym wystepuje tylko jeden typ danych
(np. liczby naturalne, ale niekoniecznie).

Definicja 2.1 Ustalmy sygnature . While-program nad ¥ to wyrazenie jednej z nastepuja-
cych postaci:

Instrukcja przypisania: x :=t, gdzie x jest zmienng a ¢ jest termem sygnatury X;

Ztozenie: Py; Ps, gdzie Py i Py sa while-programami;

Instrukcja warunkowa: if a then P; else P, fi, gdzie « jest formuta otwarta a P i Py
sa while-programami;

Petla: while o do P od, gdzie « jest formula otwarta a P jest while-programem.

Intuicja zwiazana z interpretacja while-programu w danej strukturze sygnatury 3 powinna
by¢ oczywista: wykonanie programu zmienia wartosciowanie zmiennych w sposéb odpowiedni
do zawartych w nim instrukcji.

Definicja 2.2 Dla dowolnej struktury 2 sygnatury ¥ i dowolnego while-programu P defi-
niujemy relacje wejscia-wyjscia, ktéra oznaczamy przez P%. Relacja ta zachodzi pomiedzy
wartosciowaniami w 2 i jest oczywiscie okreslona przez indukcje.*

e Relacja (z := t)* sklada sie z par postaci (o, o[z+—al), gdzie a = [t],.

e Relacja (Pr; )% to zlozenie relacji P o P2

*Napis g[z+—a] oznacza wartosciowanie rézniace si¢ od p tylko tym, ze glz—a)(z) = a.



6 kwietnia 2011, godzina 21: 10 strona 9

e Jedli P = if a then P; else P; fi, to (0,0) € P* wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
jeden z przypadkow
— (0,0) € PP oraz A, 0 |=
— (0,0') € P oraz U, ¢ |- «.

e Jeéli P = while o do P; od, to (g, 0') € P® wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje m > 0

i taki ciag wartosciowan o = gg, 01,...,0m = 0, ze

- (Qi?tQiJrl)EPlle dlai=0,...,m—1;
- Ao Fadlai=0,...,m—1,
— A, om .

Oczywiscie, dla danego g istnieje co najwyzej jedno wartogciowanie o' o wlasnosci (o, o) € P,
Jedli istnieje, to méwimy, ze program P zatrzymuge sie dla danych o z wynikiem o/. While-
program, w ktérym wyréznimy pewna liczbe zmiennych wejsciowych oraz jedna zmienna
wyjsciowq mozna wiec uwazaé za definicje funkcji czedciowe;j.

Definicja 2.3 Funkcja czeSciowa f : A" —o— U jest obliczalna w 2, wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje while-program P i zmienne x1,...,x,,y o takich wlasnosciach:

e Zmienne x1,..., T, s rozne;

e P zatrzymuje si¢ dla o wtedy i tylko wtedy, gdy f(o(z1),...,0(x,)) jest okreslone;

o Jedli (0,0') € PQ[, to o'(y) = f(o(x1), ..., 0(xn)).

Fakt 2.4 Funkcje (czesciowo) obliczalne w strukturze (N, 0, succ), to doktadnie funkcje (czes-
ciowo) rekurencyjne.

Dowdéd:  Cwiczenie. O

Gramatyki typu zero

Przez gramatyke typu zero rozumiemy twor postaci G = (AN, P, &), w ktérym A jest
alfabetem terminalnym, N jest alfabetem nieterminalnym, & € N to symbol poczatkowy,
a produkcje (czyli requly) ze zbioru P maja ksztalt v = v, gdzie u,v € (AUN)* sa zupeie
dowolnymi stowami, byle tylko u # €. Relacja redukcji —¢ jest zdefiniowana podobnie jak dla
gramatyk bezkontekstowych, mianowicie z —¢g y (zapisywane tez tak: G F = — y) zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy x = x1uxe, y = x10x9, Oraz u = v jest pewna produkcja. Oczywiscie
notacja —»¢ oznacza istnienie (by¢é moze pustego) ciagu redukeji, a jezyk generowany przez
gramatyke G definiujemy tak:

L(G) = {w e A" | & ¢ w}.

Na przyklad jezyk {a"b"c" | n € N} jest generowany przez taka gramatyke typu zero:



6 kwietnia 2011, godzina 21: 10 strona 10

§0 = &, 50 = 1;
n = afnc, n = abc;
Ba = af, (b= bb.

Twierdzenie 2.5 Jezyk L jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy L = L(Q)
dla pewnej gramatyki G.

Dowéd: (<) Niech L = L(G). Konstruujemy maszyne niedeterministyczna M z jedna
tasma pomocnicza.® Na poczatku umieszcza sie na tej tasmie symbol poczatkowy gramatyki,
a nastepnie niedeterministycznie wykonuje redukcje. Tj. w kazdej fazie pracy, maszyna
wybiera redukcje x = y i zastepuje na tasmie pewne wystapienie stowa x przez y. (To moze
wymagaé przesuniecia pozostalej zawartosci tasmy w lewo lub w prawo.) Potem nastepuje
sprawdzenie, czy zawarto$¢ obu tasm, wejéciowej i roboczej, jest taka sama. Jesli tak, to
maszyna akceptuje.

(=) Niech L = L(M) i zal6zmy, ze M jest deterministyczna maszyna jednotasmowa. (Tasma
jest nieskoriczona w obie strony.) Definiujemy gramatyke G, ktérej alfabet nieterminalny
sktada sie ze stanéw i symboli maszyny M, oraz dodatkowo z nawiaséw kwadratowych (na
oznaczenie poczatku i korica konfiguracji).

Zbiér produkcji gramatyki G dzieli sie na dwie czesci. Pierwsza grupe stanowia produkcje
pozwalajace wyprowadzi¢ dowolne stowo postaci w[gow] (éwiczenie: jak to zrobié¢?). Druga
grupa produkcji pozwala na symulacje obliczenia maszyny w prawej czesci stowa. Sa to takie
produkcje:

e ga=bp, gdy 6(q;a)=(b,p,+1);

e gqa = pb, gdy 6(q,a)= (b,p,0);

e gl = bpl, gdy d(q,B)=(b,p,+1);

e ¢l = pbl, gdy 4(q,B)=(b,p,0);

e cqa=pcb 1 [ga= [pBb, gdy d(q,a)=(b,p,—1);
e cql = pcbl, gdy 6(q,B)=(b,p,—1);

® 4y = qa 1 (a0 = qa, gdy a # [, 1;

o [g,)] =e.

Zauwazmy, ze woéwczas zachodzi rownowaznosc:
[gow] —¢ [g]  wtedy i tylko wtedy gdy w € L(M),

bo kazdy ciag postaci [qow] —¢g 1 —¢g T2 —¢ - —¢ [g.] musi reprezentowaé obliczenie
maszyny dla stowa w, zakonczone ,wycieraniem” wszystkich symboli oprocz q,.

5Czytelnik wie skadinad, ze jezyki akceptowane przez takie maszyny sa czeSciowo obliczalne.
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Jesli odpowiednio dobierzemy produkcje z pierwszej grupy, to kazdy ciag redukcji, w ktérym
wystepuja stowa zawierajace stany maszyny M, musi zaczynac sie od & —¢ wlgw], dla
pewnego w.

A zatem wyprowadzenie w gramatyce G, koriczace sig¢ stowem terminalnym moze wygladaé
tylko tak:

§o = wlgowl] - wlga] — w,

co oznacza, ze L(G) = L(M). 0

Rachunek lambda

Lambda-termy definiuje sie zwykle tak (przyjmujemy pewien ustalony nieskonczony zbidr
zmiennych przedmiotowych):

e zmienne przedmiotowe sa termami;
e jesli M i N sa termami, to (M N) tez;

e jesli M jest termem i x jest zmienna, to (AxM) jest termem.
Konwencje notacyjne:

e opuszczamy zewnetrzne nawiasy;
e aplikacja wiaze w lewo, tj. M NP oznacza (M N)P;

e piszemy A\xj ...x,.M zamiast Axy ... \x, M.

Operator lambda-abstrakcji, A, wiaze zmienne, tj. wszystkie wystapienia x w termie AxM
uwaza sie za zwigzane. Zmienne wolne definiuje sie tak:

o FV(x) =A{z};

o FV(MN)=FV(M)UPFV(N);

o FV(A\eM) = FV(M) — {z}.
Dwa termy uwaza sie za identyczne, jesli roznia sie tylko nazwami zmiennych zwiazanych.
Podstawienie M[N/z] definiuje sie tak, ze N jest wstawiane tylko na wolne wystapienia z,

a zmienne zwiazane ulegaja w razie potrzeby przemianowaniu, tak aby nie doprowadzi¢ do
konfuzji. Na przyklad: ((A\y.xy)z)[y/x] = (Az.yz)y. Szczegdlowe definicje pomijamy.

Dla lambda terméw okresla si¢ relacje beta-redukcji jako najmniejsza relacje — g, taka, ze:
o (AeM)N —3 MIN/al;

o jeSli M —g M' to MN —g M'N, NM —3 NM' oraz \e M —g AzM'.
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Teraz pokazemy jak w rachunku lambda mozna zinterpretowaé¢ pewne proste konstrukcje.
Zaczniemy od wartosci logicznych

true = \xy.x false = \xy.y
i instrukcji warunkowej
if P then () else R = PQR.
Latwo sprawdzi¢, ze if true then () else R — 3 () oraz if false then Q) else R —3 R.

Nastepna konstrukcja to para uporzadkowana. Przyjmiemy

(M,N) = MAx.xMN;,
T = Arize.x; dlai=1,2.

Jak nalezy sie spodziewaé¢, mamy (M, Ma)m; — M;. Zauwazmy jednak, ze nie zachodzi
réwnosé (Mmy, Mma) =3 M, tj. nasza para uporzadkowana nie jest surjektywna.
Liczby naturalne reprezentujemy w rachunku lambda jako tzw. liczebniki Churcha:

cn = Az f7(z),

gdzie notacja f"(x) oznacza oczywiscie term f(f(---(z)---)), w ktérym f wystepuje n razy.
Zwykle zamiast ¢, bedziemy pisaé¢ n, co jest mniej precyzyjne ale wygodne. Wiec na przyklad:

0 = Mz
1 = Mfuaz.fr
2 = MAfz.f(fr), itak dalej.

Powiemy, ze funkcja cze$ciowa f : N¥ —o— N jest definiowalna w beztypowym rachunku
lambda (A-definiowalna) jezeli istnieje term zamkniety F', speliajacy nastepujace warunki
dla dowolnych ny,...,n; € N:

o Jezeli f(n1,...,nk) =m, to Fn;...n; =3 m;

e Jezeli f(ny,...,ng) jest nieokreslone, to F'n; ...ng nie ma postaci normalnej.

Moéwimy oczywiscie, ze F' definiuje lub reprezentuje funkcje f w rachunku lambda. Kilka
przykladow terméw definiujacych pewne funkcje mamy ponizej.

Przyklad 2.6

e Nastepnik: succ = M\nfz.f(nfx);

e Dodawanie: add = A\mnfz.mf(nfx);

Mnozenie: mult = Amnfx.m(nf)x;

Potegowanie: exp = Amn fx.mnfx;

Test na zero: zero = Am.m(\y.false)true;
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e Funkcja k-argumentowa stale rowna zeru: Zgx = Amg ... mg.0;

e Rzut k-argumentowy na i-ta wspélrzedna: IT: = Amy ... my.m;.

Udowodnimy teraz, ze kazda funkcja czeSciowo rekurencyjna jest definiowalna w rachunku
lambda. Zaczynamy od najlatwiejszego.

Lemat 2.7 Funkcje bazowe sq lambda-definiowalne.

Dowéd:  Przyktad 2.6. |

Lemat 2.8 Jesli funkcja catkowita f powstaje przez skladanie lambda-definiowalnych funkcji
catkowitych, to tez jest lambda-definiowalna.

Dowéd:  Oczywiste. Ale tylko dlatego, ze mowa o funkcjach catkowitych. O

Lemat 2.9 Jesli funkcja catkowita f powstaje przez rekursje prosta z lambda-definiowalnych
funkcji catkowitych, to tez jest lambda-definiowalna.

Dowdéd:  To juz nie jest oczywiste. Zalézmy, ze f jest zdefiniowana réwnaniami

f(0,7) = g(7);
fin+1,7) = h(f(n,i),n,i),

i ze funkcje g i h sa definiowalne odpowiednio za pomoca terméw G i H. Zdefiniujmy pomoc-
nicze termy
Step
Init

Ap.(succ(pmy), H(pma) (pm1)x1 - T );
<0, GfL‘l e :L‘m>

Funkcja f jest wtedy definiowalna termem
F = X\xzq...xp.2 Step Initm,.
Ta definicja wyraza nastepujacy algorytm obliczania wartosci funkcji f: generujemy ciag par

(0,a0),(1,a1),...,(n,an),

gdzie agp = g(n1,...,m), aiy1 = h(ai,i,n1,...,ny) 1 na koniec a, = f(n,n1,...,nm). O

Whniosek 2.10 Funkcje pierwotnie rekurencyjne sq lambda-definiowalne.

Poniewaz mamy twierdzenie Kleene’go, wiec pozostaje juz tylko pokazaé¢ lambda-definiowalnosé
funkcji okreslonych przez minimum.

Twierdzenie 2.11 Funkcje lambda-definiowalne to doktadnie funkcje czesciowo rekurencyjne.
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Dowdéd:  Implikacja z lewej do prawej wynika stad, ze proces ewaluacji termu do postaci nor-
malnej moze by¢ zrealizowany za pomoca maszyny Turinga. Dowodzimy implikacji odwrot-
nej. Niech f(7) = ¢(uylg(7i,y) = 0]), gdzie g jest funkcja pierwotnie rekurencyjna. Na mocy
Whniosku 2.10, zaréwno g jak ¢ sa lambda-definiowalne pewnymi termami G i L. Okredlimy
pomocniczy term

W = \y.if zero(GZy) then \w.Ly else \w.w(succy)w.
Funkcja f jest definiowana termem

F =\ Wow.

Rzeczywiscie, przypusémy najpierw, ze py(f(7i,y) = 0] = n, oraz £(n) = r. Wtedy mamy
taki ciag redukcji:

Fi -5 WOW —3 W1W —g5 -+ =5 WnW —5 Ln —»g, (1)
gdzie W oznacza wynik podstawienia ii na .

Jesli minimum jest nieokreslone, to znaczy, ze wszystkie wartosci g(7, m) sa okreslone i rézne
od zera, bo funkcja g jest calkowita. Wtedy mamy nieskoriczony ciag redukcji

Fﬁ—»gWOW—»ngW—»ﬁ-"—»QWIIW—»Q-"

Mozna pokazaé, ze zadna inna redukcja termu F'ni nie prowadzi do postaci normalnej. O

Cwiczenia
1. Napisaé gramatyke typu zero generujaca jezyk zlozony ze wszystkich sléw ww € {0,1,2}*, gdzie
stowo w powstaje z w przez zamiane kazdej jedynki na zero i kazdej dwdéjki na jedynke.

2. Udowodnié¢, ze dodanie instrukcji go to do jezyka while-programéw nie rozszerza klasy funkcji
obliczalnych.

3. Napisa¢ lambda-term definiujacy funkcje | | dwéch zmiennych m i n.

4. Niech Y = Af(Az f(zx))(Az f(zx)). Pokazaé, ze YF =g F(YF) dla dowolnego termu F.

3 Funkcje pierwotnie i elementarnie rekurencyjne

Dla wszystkich n € N definiujemy funkcje a,, : N — N:

ap(z) = z+1;
anii(z) = alti(1).
A wiec a1 () = 242, ag(z) = 22+ 3, co jeszcze wyglada dosé niegroznie. Ale dalej as(x) > 27,

a oszacowanie dla a4(x) wymaga = razy iterowanego potegowania. Wszystkie funkcje a,, sa
jednak pierwotnie rekurencyjne, bo sa okreslone przez rekursje prosta.

Lemat 3.1 Funkcje a, maja nastepujace wtasnosci (dla wszystkich x € N):
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1. x < ap(x);
2.z <ar(l);
3. an(z) < ap(z +1).

Dowéd:  Dowdd jest przez jednoczesna indukcje ze wzgledu na n. Oczywiscie (1) i (3)
zachodzi dla n = 0. Zauwazmy tez, ze (1) implikuje (2). Istotnie, jesli z < a,(z) dla
dowolnego z, to 1 < a,(1) < an(an(l)) < --- wiec af(1) jest réwne co najmniej x + 1.

Kolej na krok indukeyjny. Zaczynamy od czesci (3):
ant1(2 + 1) = af (1) = af " (an (1)) > af (1) = anga(2).
Teraz czesé (1):

an41(7) = ai " (1) = an(az (1)) > an(2). O

Whniosek 3.2 Funkcje a,, sa rosnace, oraz an(x) < apm(x), gdy n < m.

Dowéd:  Zauwazmy, ze any1(x) = an(al(1)) > an(x). 0

Lemat 3.3 Nastepujace nierownosci zachodzq dla wszystkich n,x € N:

1. a2(z) < apya(m);

2. aZt(z) < anys(@).

Dowdéd:  Zaczynamy od nieréwnosci anm,(x + 1) < ap(ak, (1)) = am+1(z), ktéra zachodzi
dla wszystkich m. Stad a,(an(7)) < an(ans1(z)) = aZ2(1) = aps1(z + 1) < apy2(z). Dalej
mamy a;; ™ (z) < aj ™ (aj (1) = ax (1) < (a3)*H(1) < aifa(1) = anga(@). O

Twierdzenie 3.4 Dia dowolnej funkcji pierwotnie rekurencyjnej f : N¥ — N istnieje taka
liczba n, Ze f(Z) < an(max ) dla wszystkich & € N,

Dowdéd: Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu na definicje funkeji f. Oczywiscie funkcje
bazowe sa ograniczone przez funkcje nastepnika ag. Jedli funkcja f jest zlozeniem postaci
f(@) = h(g1(Z), ..., ge(Z)), to niech m bedzie dostatecznie duze na to, aby ¢;(%) < a,(max Z)
oraz h(y) < apy(maxy) dla dowolnych &, 5. Teraz f(Z) < am(am(max¥)) < ami2(max ).

Jedli f jest okreslona réwnaniami rekursji prostej:

fF0,9) = g(®);
fle+ 1Ly = h(f(z,9),7),

oraz m jest dostatecznie duze, to przez indukcje ze wzgledu na x udowodnimy

f(@,) < aiH(max §) < amys(maz{z, 7}). O
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Twierdzenie 3.4 mowi, ze funkcje a,, majoryzujq klase funkcji pierwotnie rekurencyjnych. Jesli
teraz okredlimy dwuargumentowa funkcje Ackermanna A(n,z) réwnaniami®

A(0,z) = x+1;

A(n +1,0) A(n, 1);
An+1l,z+1) = A(n,A(n+1,z)),

to tatwo stwierdzimy, ze A(n,x) = a,(x). A zatem mamy:
Fakt 3.5 Funkcja Ackermanna nie jest pierwotnie rekurencyjna.
Dowéd: Funkcja a(z) = A(x,z) = a,(z) nie jest ograniczona przez zadna z funkcji a,. O

Nastepujacy fakt charakteryzuje funkcje pierwotnie rekurencyjne w nieco przewrotny sposéb.
Jest jednak uzyteczny, bo w mysl Twierdzenia 3.4 , czas pierwotnie rekurencyjny” to to samo,
co czas ograniczony przez ktéras z funkcji ay,.

Twierdzenie 3.6 Funkcja jest pierwotnie rekurencyna wtedy i tylko wtedy, gdy jest obli-
czalna w czasie pierwotnie rekurencyjnym.

Dowad: Podamy tylko szkic dowodu, zostawiajac szczegdlty Czytelnikowi. Implikacja
z lewej do prawej wymaga konstrukcji maszyny Turinga obliczajacej dana funkcje. Stosu-
jemy indukcje ze wzgledu na definicje funkcji, podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 3.4.
Podobne tez sa oszacowania czasu obliczenia przez odpowiednie a,.

Jedli zas funkcja f, obliczalna w czasie pierwotnie rekurencyjnym, zostanie przedstawiona
w postaci normalnej Kleene’go (Twierdzenie 1.9), to uzyte tam minimum bedzie ograniczone,
a zatem sama funkcja musi by¢ pierwotnie rekurencyjna. O

Funkcje elementarnie rekurencyjne

Wazna podklase funkcji pierwotnie rekurencyjnych stanowia funkcje elementarnie rekuren-
cyjne. Istnieje kilka réznych definicji, my wybierzemy najprostsza.

Definicja 3.7 Niech expy(z) = x oraz exp,,,(z) = 2= (*). Méwimy, ze funkcja f : N¥ — N
jest elementarnie rekurencyjna, gdy jest obliczalna w czasie exp,, dla pewnego m.

Nietrudno pokazaé, ze funkcje exrp,, majoryzuja klase funkcji elementarnie rekurencyjnych,
a zatem funkcja a4 nie jest juz elementarna, podobnie jak funkcja e(n) = exp,, (1)

e(n) = 22"'2 }n

?

czyli ,stupek dwdjek wysokosci n”.

SUwaga: to nie jest rekursja prosta. Mamy tu zagniezdzona rekursje ze wzgledu na dwa parametry.
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Cwiczenia

1. Skad wiadomo, ze funkcja Ackermanna jest rekurencyjna?

2. Niech eg bedzie funkcja nastepnika i niech e,,41(z) = eX(z). Udowodnié, ze dla kazdej funkeji
pierwotnie rekurencyjnej f istnieje takie n, ze f(¥) < e,(max ), gdy maxZ > 2. Wywniosko-
waé, ze funkcja e, (z) = e, (x) nie jest pierwotnie rekurencyjna.

3. W Definicji 2.1 zamieniamy petle while na petle postaci for i = 1 to x do P od, przy czym
zmienna sterujaca i nie wystepuje w P. Zdefiniowaé¢ semantyke takiego jezyka w strukturze

liczb naturalnych i pokazaé, ze funkcje obliczalne w tym jezyku to doktadnie funkcje pierwotnie
rekurencyjne.

4. Udowodnié¢, ze funkcja jest elementarnie rekurencyjna wtedy i tylko wtedy, gdy jest obliczalna
w czasie elementarnie rekurencyjnym.

4 Numeracja

Funkcje czesciowo rekurencyjne i zbiory rekurencyjnie przeliczalne mozna numerowac na rézne
sposoby. Mozna na przyklad zdefiniowaé¢ numeracje maszyn Turinga, lub przypisywaé¢ numery
funkcjom czesciowo rekurencyjnym przez indukcje ze wzgledu na ich definicje. Zaczynamy
wtedy od przypisania numeréw funkcjom bazowym:

e Z;. ma numer (0, 0);
° Hf ma numer (0, 7);

e succ ma numer (0,2).
Funkcje k-argumentowa o numerze n bedziemy oznaczaé¢ przez cpglk), pomijajac gorny indeks
jesli jest to nieszkodliwe. Jedli teraz funkcja k-argumentowa v jest zlozeniem postaci

W(@) = o (@), ... o (@),

to za numer funkcji ¥ mozemy przyjaé liczbe (1, (m, (n, (¢1,..., €m-1,%m))))). Podobnie,
funkcja o k+1 argumentach i numerze (2, (m, n)) to funkcja zdefiniowana przez rekursje prosta
z funkcji go,gi) i @%’HQ). A funkcji uy[go%kﬂ)(a_:’, y) = 0] mozna przypisa¢ numer (3,n). Aby nie
zostaly zadne wolne numery przyjmujemy, ze wszystkie liczby innej postaci niz wymienione
wyzej sa numerami funkcji Zj. Niewiele to zmienia, bo i tak

kazda funkcja cze$ciowo rekurencyjna ma nieskonczenie wiele numerdw,
numerujemy bowiem w istocie nie funkcje, ale algorytmy.

W istocie nie ma wigkszego znaczenia jaki doktadnie przyjeliSmy sposob numeracji. Mozna
np. zamiest numerdéw funkcji uzywac ich definicji in extenso i nie wpltyneloby to na otrzymane
rezultaty. Uzywanie liczb naturalnych czesto jednak upraszcza sformulowanie tych rezultatow.

Zbiory rekurencyjnie przeliczalne numerujemy tak jak ich czesciowe funkcje charakterystyczne:
zbiér W, to dziedzina funkcji ¢,.
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Funkcje uniwersalne

Funkcja dwuargumentowa ®(m,n) = go%) (n) jest czeSciowo rekurencyjna. Nazywamy ja

funkcja uniwersalng dla klasy funkcji czesciowo rekurencyjnych. Dla calkowitych funkcji
obliczalnych takiej funkcji nie ma (nie da sie ich sensownie ponumerowac).

Fakt 4.1 Nie istnieje funkcja uniwersalna dla klasy funkcji rekurencyjnych, tj. nie istnieje
dwuargumentowa funkcja ¥ : N> — N o tej wlasnosci, Ze kazda funkcja rekurencyjna f : N — N
ma dla pewnego n postaé

f(z) = V¥(n,z).

Dowéd: W przeciwnym razie funkcja f(z) = ¥(z,x)+1 tez mialaby numer, tj. mielibysmy
f(x) = ¥(n,x), skad w szczegdlnosci ¥(n,n) +1 = f(n) = ¥(n,n). O

s-m-n-twierdzenie

Twierdzenie o tej dziwacznej nazwie jest intuicyjnie tak naturalne, ze zwykle postugujemy sie
nim nie zauwazajac tego. Rozpatrzmy na poczatek wersje dwuwymiarowa,.

Fakt 4.2 Jesli ¢ : N> —o» N jest czesciowo rekurencyjna, to istnieje taka rekurencyjna
(catkowita) funkcja s, ze

(T, 9) = Ps(2)(y)

zachodzi dla dowolnych x,y. (Inaczej mozemy napisac Ze Py = A\y.0(z,9).)

Dowéd: Dla danego = € N, liczba s(z) jest numerem definicji funkeji

& = My.o(z, I (y)).

Taki numer mozna efektywnie obliczy¢ z danego x. Przy naszej numeracji’ mamy

s(z) = (1, (2, (p, (I(x), (0, 1))))),

gdzie p jest (ustalonym) numerem funkcji ¢, natomiast I(x) jest numerem funkcji stale
réwnej z, tj. funkcji n = Ay.succ®(Z1(y)). Aby obliczy¢ l(x), zauwazmy, ze:

e [(0) to numer funkcji Z7, czyli 1(0) = (0,0);

o [(x + 1) to numer funkcji Ay.succ(z), czyli liczba (1, (1, ((0,2),1(x)))).
Widzimy wiec, ze funkcja [ jest definiowalna przez rekursje prosta (i sktadanie). Szczegdty
pozostawiamy czytelnikowi. Uwaga: nasza definicja funkcji [ nie jest w istocie zgodna ze

schematem rekursji prostej (por. definicje poprzednika w rozdziale 1). O

Podobnie udowodnimy tez ogdlniejsza wersje powyzszego faktu.

7Jesli utozsamiaé definicje funkcji z maszynami Turinga, to s(z) jest numerem maszyny, ktéra dla danego
wejscia y dopisuje z przodu z i uruchamia maszyne obliczajaca .
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Twierdzenie 4.3 (s-m-n-twierdzenie) Dla dowolnych m,n > 1 istnieje funkcja rekuren-
cyjna s™ : N1 N, spetniajgca dla dowolnych i, T, réwnosé

A" (@) = ol ()

Jesli wiec méwimy, ze numer funkcji Ay.y", albo numer zbioru {k | k podzielne przez n} jest
efektywnie obliczalny z n, to w istocie korzystamy z s-m-n-twierdzenia. W pierwszym przy-
padku mamy bowiem funkcje rekurencyjna s spetiajaca rownosé o, (y) = y", a w drugim
mamy funkcje s o wlasnodci vy, (y) = xw(n,y), gdzie W = {(n, k) | k podzielne przez n}.

Uwaga: Nalezy pamieta¢, ze kazda funkcja czesciowo rekurencyjna ma nieskonczenie wiele
numeréw. Nasze s-m-n-twierdzenie méwi, ze istnieje algorytm pozwalajacy zawsze znalezé
jaki$ numer poszukiwanej funkcji.

Twierdzenie o rekursji

Jako rozgrzewke proponujemy czytelnikowi rozwiazanie Cwiczenia 3. W razie klopotéw nalezy
przeczytaé dowdd ponizszego twierdzenia. Bywa ono nazywane ,twierdzeniem o punkcie
stalym”, ale w istocie nie stwierdza istnienia punktu stalego, bo przypisanie @, — @@,
nie jest dobrze okreslonym przeksztalceniem na funkcjach. 7 warunku ¢, = ¢, nie musi
bowiem wynikac @ ¢(,) = ¢ f(m)-

Twierdzenie 4.4 (Twierdzenie o rekursji) Dia kazdej rekurencyjnej funkcji f: N — N
istnieje taka liczba n, Ze n = @f(y)-

Dowéd:  Rozpatrzmy funkcje ¥(z,y) = @f(,,(2)) (). Na mocy s-m-n-twierdzenia mamy
Y(z,Y) = Py (y), dla pewnej rekurencyjnej funkcji s. (Uwaga: s(z) # f(pz(2))!) Oczywiscie
funkcja s tez ma numer, powiedzmy, ze s = ¢,,. Dla dowolnych x,y zachodzi wiec réwnosé

Poom(2)(Y) = Pr(pu(a))(¥), W szCZegOINOSCE 0y (1) (Y) = P(ppn(m))(¥)- A Wiec mozna przyjaé
n = s(m) = pm(m) i mamy @, = @) O

Powyzszy dowdd opiera sie na takim samym pomysle jak definicja kombinatora punktu stalego
Y = M (Azf(zz))(Ax f(xx)) w rachunku lambda (éwiczenie 2.4). Podobienstwo bedzie
bardziej widaé, jesli zamiast ¢, (m) napiszemy n(m) i uzyjemy nieformalnej lambda-notacji.

Rozpatrzmy funkcje Az f(z(z)) i przypusémy, ze ma ona numer m, tj. m = Az f(z(x)). Pod-
stawiajac m w miejsce z dostajemy réwnosé m(m) = f(m(m)). Stad n = f(n) dlan = m(m).
Wyrazenie m(m) uderzajaco przypomina lambda-term Y f =g (Az.f(zz))(Az. f(z2)).

Oczywiscie nie kazda funkcja ma punkt staty, a blad polega na tym, ze wartos¢ m(m) moze
by¢ nieokreslona. Zamiast réwnosci m(z) = f(z(x)) mozemy jednak wziaé stabszy warunek
m(z) = f(z(x)). Dzieki s-m-n-twierdzeniu mamy catkowitq funkcje m, ktéra spehia ten
warunek. Wtedy dla n = m(m) otrzymamy n = f(n).

Whiosek 4.5 Jesli ¢ : N> — N jest czesciowo rekurencyjna, to o, = Av.o(n,z), dla pew-
nego n. W szczegolnosci:

o Istnieje takie n, Ze pn(x) = 2™ dla dowolnego x.
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o Istnieje takie k, ze Wy, = {k}.

o Istnieje takie m, ze @p,(x) = m dla dowolnego x.

Dowéd:  Niech s bedzie taka funkcja obliczalna, ze g,y = Az.¢(n, ). Nalezy zastosowac
Twierdzenie 4.4 do funkcji s. O

Ostatnia czes¢é Wniosku 4.5 to rozwiazanie Cwiczenia 3 w jezyku programowania, gdzie pro-
gramami sa numery algorytméw. Niezaleznie od danych wejsciowych, program ¢, generuje
w wyniku wlasny numer. Rozwiazanie w Pascalu to juz tylko sprawa implementacji.

Inne zastosowania twierdzenia o rekursji moga polega¢ na dowodzeniu poprawnosci (cal-
kowitosci) niektérych definicji rekurencyjnych. Na przyklad czesciowa obliczalno$é funkcji
Ackermanna® mozna wykazaé stosujac twierdzenie o rekursji w nastepujacy sposéb. Niech
®(m,n,z) bedzie tréjargumentowa funkcja uniwersalng (dla funkcji dwuargumentowych).
Okreslimy tréjargumentowa operacje B(m,n,z) za pomoca zwyklej definicji warunkowej:

B(m,0,z) = z+1;
B(m,n+1,0) = &(m,n,l);
Bm,n+1,z4+1) = &(m,n,®(m,n+ 1,x)).
Niech f bedzie taka (calkowita) funkcja, ze ®(f(m),z,y) = B(m,z,y). Dwuargumentowa
wersja twierdzenia o rekursji zastosowana do funkcji f méwi, ze istnieje taka liczba n, ze dla

dowolnych n,z zachodzi ®(m,n,z) = ®(f(m),n,x) = B(m,n,z). Oznacza to, ze A(n,x)
mozna zdefiniowaé jako B(m,n,z).

Cwiczenia

1. Udowodnié, ze funkcja s

n

o ktérej mowa w s-m-n-twierdzeniu, jest elementarnie rekurencyjna.
2. Wywnioskowaé z s-m-n-twierdzenia, ze
(a) numer zbioru W, U W,,;
(b) numer funkeji Az (@, () - m(x)),
sg efektywnie obliczalne z m i n.

3. Napisa¢ program, ktéry drukuje wlasny tekst. Nie wolno odwolywaé sie do szczegdtow imple-
mentacji (nazwy pliku, miejsca w pamieci itp.) Zadanie latwe w Lispie, trudne w Pascalu.

4. Dlaczego w dowodzie twierdzenia o rekursji funkcje s i ¢, () sa na pewno rézne?
5. Niech ¢, (z) = ¥(n, z), gdzie U jest taka funkcja czesciowo rekurencyjna, ze
e istnieje funkcja rekurencyjna f spemiajaca warunek ¢, = () dla wszystkich n.

Pokazad, ze kazda funkcja czesciowo rekurencyjna v ma nieskoriczenie wiele wystapien w ciagu v, .
Wskazdwka: W przeciwnym razie zbiér {k | ¢r = ¥} bylby rekurencyjny.

8To, ze funkcja Ackermanna jest czesciowo rekurencyjna jest dla nas oczywiste, ale tylko dlatego, ze znamy
maszyny Turinga.
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5 Nierozstrzygalnos¢

Zbiér NN jest mocy continuum, a zbiér wszystkich funkeji rekurencyjnych jest zaledwie prze-
liczalny. 7Z pewno$cia wiec istnieja funkcje catkowite, ktére nie sa rekurencyjne. Mozemy
jednak podaé¢ konkretny przyktad:

)= {
Gdyby f byla rekurencyjna, to funkcja
v = {

bylaby czeéciowo rekurencyjna, zatem ) = @i dla pewnego k. Podstawiajac k£ w miejsce x
otrzymujemy sprzecznosé: ¢ (k) jest okreslone wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieokreslone.

0, jesli () jest okreslone;
1, w przeciwnym przypadku.

0, jesli g, (z) jest nieokreslone;
nieokreslone, w przeciwnym przypadku.

Zastosowana powyzej technika przekatniowa pozwala takze wywnioskowacé, ze nie kazda funkcje
czesciowo rekurencyjng mozna rozszerzy¢ do funkcji rekurencyjnej. Inaczej méwiac: to, ze
pewne algorytmy sa czesciowe, jest nieuniknione.

Twierdzenie 5.1 Istnieje taka funkcja czesciowo rekurencyjna ¢ : N —o» N, Ze zZadna
funkcja catkowita f: N — N zawierajgca ¢ nie jest rekurencyjna.

Dowéd:  Wystarczy przyjaé¢ ¢(z) = p(z) + 1. Jesli ¢ C f, gdzie f jest rekurencyjna, to
dla pewnego k mamy f = . Poniewaz f jest calkowita, wiec ¢ (k) jest okreslone. Stad
wynika, ze ¢(k) jest tez okreslone i mamy ¢y (k) = f(k) = p(k) = o (k) + 1. 0

Metoda przekatniows latwo tez udowodnimy istnienie zbioréw nierekurencyjnych.

Twierdzenie 5.2 Zbiory K = {n | p,(n) okreslone} i S = {(m,n) | om(n) okreslone} nie

sq rekurencyjne.’

Twierdzenie 5.2 zwykle formutujemy tak: Pytanie czy dana funcja czesciowo rekurencyjna jest
okreslona dla danego argumentu stanowi problem nierozstrzygalny. Jest to problem stopu dla
maszyn Turinga wyrazony w jezyku funkcji cze$ciowo rekurencyjnych. Poniewaz zbiory K
i .5 sa oczywiscie rekurencyjnie przeliczalne, wiec ich dopelnienia nie moga by¢ rekurencyjnie
przeliczalne. A wiec problem nieokreslonosci funkcji nie jest nawet cze$ciowo rozstrzygalny.

Dowody nierozstrzygalnosci konkretnych probleméw zwykle polegaja na redukcji jednego pro-
blemu do innego. Méwimy, ze zbiér A redukuje sie (lub jest sprowadzalny) do zbioru B,
i piszemy A < B, gdy istnieje funkcja obliczalna f o takiej wlasnosci:'?

x €A wtedy i tylko wtedy, gdy  f(x) € B.

W praktyce oznacza to tyle, ze istnieje algorytm przeksztalcajacy kazda mozliwa instancje x
problemu A w instancje f(z) problemu B, w ten sposéb, ze pytanie ,Czy x € A?” mozna
sprowadzi¢ do pytania ,,Czy f(z) € B?".

9Mozemy takze napisaé K = {n |n € W,} i8S = {(m,n) | m € W, }.
ORelacje < oznacza si¢ tez przez <., (od many-one reducibility). Jesli za$ funkcja f jest réznowartodciowa,
to mozna napisa¢ A <; B.



6 kwietnia 2011, godzina 21: 10 strona 22

Fakt 5.3 Niech A < B. Jesli B jest rozstrzygalny (rekurencyjnie przeliczalny) to A tez jest
rozstrzygalny (rekurencyjnie przeliczalny). Ponadto, jesli —B jest rekurencyjnie przeliczalny,
to —A tez jest rekurencyjnie przeliczalny.

Dowéd: Latwy. O

Whniosek 5.4 Zbior A = {n | ¢, jest funkcja catkowita} nie jest rekurencyjny. Dokladniej,
zbior — A nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

Dowé6d:  Pokazemy, ze K < A, skad na mocy Faktu 5.3 otrzymamy teze. Dla z € N
rozpatrzmy funkcje 9,(y) = Z1(pz(x)). W zaleznosci od tego, czy x € K jest to funkcja stata
lub nigdzie nie okreslona. Funkcja 1, jest czesciowo rekurencyjna, a jej numer jest obliczalny
z x, tj. Uz = @y, dla pewnej rekurencyjnej funkcji s. Ponadto, funkcja 9, jest catkowita
wtedy i tylko wtedy, gdy okreslone jest ¢, (z). A wiec K < A, bo

x € K wtedy i tylko wtedy, gdy s(z) € A. O

Twierdzenie Rice’a

Nastepne twierdzenie dostarcza prostego warunku wystarczajacego na nierekurencyjnosé.
Powiemy, ze zbiér A C N jest nietrywialny, gdy A # 01 A # N. Zbiér A jest za$ adekwatny,
gdy z warunkéw n € A1 W,, = W,,, wynika m € A. Inaczej méwiac, zbiér adekwatny okresla
pewng wlasnosé zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych niezalezna od wyboru indeksu. Ponizsze
twierdzenie mozemy wiec odczytaé tak: Kazda nietrywialna wtasnosé zbioréw rekurencyjnie
przeliczalnych jest nierozstrzygalna.

Twierdzenie 5.5 (Rice’a) Jesli zbior rekurencyjnie przeliczalny jest nietrywialny i adek-
watny, to nie jest rekurencyjny.

Dowéd:  Niech X C N bedzie nietrywialny i adekwatny. Bez straty ogdlnosci mozemy
przyjaé, ze zbiér pusty nie ma wlasnosci X, tj. ze m ¢ X, gdy W,,, = 0 (w przeciwnym razie
zamiast X rozwazamy zbiér —X). Zalézmy jeszcze, ze k € X.

Pokazemy, ze K < X. W tym celu, dla dowolnego n rozpatrzmy maszyne Turinga M"™, ktéra
dla dowolnego wejscia x:
e najpierw oblicza ¢, (n);

e a potem (jesli p,(n) bylo okreslone) sprawdza, czy x € Wi.

Maszyna M™ akceptuje pewien zbidr Wy(,) 1 wlasnie stwierdzilismy, ze

W — Wi, jeslin € K;
A w przeciwnym przypadku.

Inaczej méwiac f(n) € X wtedy i tylko wtedy, gdy n € K, co dowodzi, ze K < X. O
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Whniosek 5.6 Nastepujgce zbiory nie sq rekurencyjne:

1. {n | W, jest skoriczony};

2. {n | Wy, jest ko-skonczony};
3. {n | W, =0};

4. {n | W, jest rekurencyjny};
5. {n|0eW,}.

Przyklady takie, jak we Wniosku 5.6 mozna tatwo mnozy¢. Twierdzenie Rice’a nie jest jednak
az tak negatywne, jak moze sie wydawaé¢. Wlasnosci algorytméw (maszyn Turinga) nie zawsze
sa adekwatne, tj. nie sa wlasno$ciami rozpoznawanych przez nie zbioréw. Twierdzenie Rice’a
nie stosuje si¢ wiec np. do problemu: Czy dana niedeterministyczna maszyna Turinga ma dla
kazdego wejscia chociaz jedno obliczenie nieskoriczone?.

,

Cwiczenia
1. Skad wiadomo, ze funkcja f w dowodzie twierdzenia Rice’a jest rekurencyjna?
Wskazowka: 7 s-m-n-twierdzenia.
2. Sformulowaé i udowodni¢ twierdzenie Rice’a dla relacji wieloargumentowych i dla funkcji.
3. Udowodnié¢, ze nastepujace zbiory sa nierekurencyjne:
e {n | ¢,(0) jest okreslone};
e {n | ¢, jest monotoniczna};
e {n | Dom(pn) = 0};

e {n | ¢, jest réznowartosciowa}.

4. Udowodnié, ze S <,,, K. Wskazowka: Dla danych n, k niech A, ; = N, gdy n € W}, oraz niech
Anr = 0, w przeciwnym przypadku. Jedli teraz A, = Wy, k) to (n,k) € S zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy s(n, k) € K.

6 Stopnie nierozstrzygalnosci

Typowa metoda dowodu nierozstrzygalnoéci danego zbioru A jest redukcja postaci S <,,, 4
lub K <,,, A. Zatem znane problemy nierozstrzygalne sa w istocie co najmniej tak trudne
jak problem stopu. Pokazemy teraz, ze istnieja jednak zbiory nierekurencyjne, ktére nie maja
tej wlasnosci, tj. nie sa zupelne w klasie zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych ze wzgledu
na m-sprowadzalno$é.

Méwimy, ze zbiér A C N jest produktywny, gdy istnieje taka czesciowo rekurencyjna funkcja 1,
ze (i) € A — W; (w szczegdlnosci (i) jest okreslone) dla dowolnego W; C A.

Przyktadem zbioru produktywnego jest —K = {n | n & W, } (przy funkcji identycznosciowej).
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Lemat 6.1

1. Kazdy zbior produktywny zawiera nieskoriczony podzbior rekurencyjnie przeliczalny.

2. Jesli —K <,, A to A jest produktywny.

Dowéd: (1) Niech A bedzie produktywny i niech ¢ bedzie odpowiednia funkcja. Poniewaz
zbiér pusty jest oczywiscie zawarty w A, wiec ¥ (i) € A, gdy 4 jest numerem zbioru pustego.
Zbiér {1(i)} tez ma jaki§ numer j, wiec 1 (j) € A, przy czym (i) # (). I tak dalej.!!

(2) Niech f bedzie taka funkcja, ze n € —K wtedy i tylko wtedy, gdy f(n) € A, iniech W; C A.
Zbiér f~1(W;) C —K jest rekurencyjnie przeliczalny, co wiecej (na mocy s-m-n-twierdzenia)
jego numer g(i) jest obliczalny i mamy g(i) € —K — Wy;). Zatem f(g(i)) € A —W;. O

Twierdzenie 6.2 Istnieje rekurencyjnie przeliczalny ale nie rekurencyjny zbior, do ktérego
problem stopu nie jest m-sprowadzalny.

Dowéd:  Problem stopu S = {(m,n) | m € W, }, jako zbiér rekurencyjnie przeliczalny, jest
obrazem pewnej funkcji rekurencyjnej f. Rozpatrzmy funkcje czesciows

J(k) = pa [r(f(z)) = kA L(f(2) > 2k]

i rekurencyjnie przeliczalny zbiér X = Rg(fo f o j). Zauwazmy, ze n € X zachodzi wte-
dy i tylko wtedy, gdy dla pewnego k para (n,k) jest, w kolejnosci wyznaczonej przez f,
pierwszym elementem zbioru S spelniajacym warunek n > 2k. Poniewaz wérdd liczb od 0
do 2k wystepuje co najwyzej k elementéow zbioru X, wiec —X jest zbiorem nieskonczonym.

Zauwazmy dalej, ze w kazdym zbiorze nieskoniczonym W, sa liczby wieksze od 2k, zatem j(k)
jest okredlone i mamy XNW}, # (). A wiec —X nie ma nieskoniczonego podzbioru rekurencyjnie
przeliczalnego. Wyciagamy stad dwa wnioski. Po pierwsze, sam zbiér — X, jako nieskoniczony,
nie jest rekurencyjnie przeliczalny, a wiec X nie jest rekurencyjny. Po drugie, z Lematu 6.1
wynika, ze —K £, — X, czyli K £, X. a

Jesli A <,,, B oraz B <, A, to méwimy, ze zbiory A i B maja ten sam m-stopien i piszemy
A =, B. 7 twierdzenia 6.2 wynika, ze struktura m-stopni jest nietrywialna: istnieja co
najmniej trzy rézne m-stopnie rekurencyjnie przeliczalne. Istotnie, kazdy zbidér rekurencyjnie
przeliczalny jest m-sprowadzalny do problemu stopu,'? mamy bowiem

xe W, wtedy i tylko wtedy, gdy on(x) jest okreslone.

7 drugiej strony, kazdy zbiér rekurencyjny jest m-sprowadzalny do dowolnego zbioru. Mamy
wiec najmniejszy m-stopien zbioréw rekurencyjnych, najwiekszy m-stopien problemu stopu,
wiemy tez, ze istnieja stopnie posrednie.

Opréez m-sprowadzalnosci rozwaza sie tez inne pojecia redukcji, w szczegdlnosci redukcje
w sensie Turinga: piszemy A <p B gdy istnieje maszyna Turinga rozpoznajaca zbiér A

18cidle rzecz biorac, nalezy zdefiniowaé przez indukcje dwie funkcje rekurencyjne f i g, w ten sposéb, ze

Wy = {f(0),..., f(i — 1)} dla dowolnego i, oraz ¥ (g(z)) = f(1).
12 A wiec takze do K, patrz éwiczenie 4 do rozdziatu 5.
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z pomocy ,wyroczni” odpowiadajacej na pytania postaci ,,czy dane stowo nalezy do B7?”.
Méwimy wtedy tez, ze A jest T-sprowadzalny do B. Réznica miedzy <r i <,, polega m.in. na
tym, ze liczba mozliwych ,zapytan o B” jest dowolna i nie jest a priori ograniczona. Zatem
A <,, B implikuje A <p B, ale niekoniecznie na odwrét. Zauwazmy, np. ze —K <p K.

Analogicznie do m-stopni definiujemy T-stopnie, zwane czasem po prostu stopniami nierozstrzy-
galnosci, jako klasy abstrakcji relacji
A=r B wtedy 1 tylko wtedy, gdy A <7 Boraz B <p A.

Kazdy T-stopien jest suma pewnych m-stopni, a wiec problemy, ktére nie sa m-réwnowazne
moga jednak by¢ T-réwnowazne. Z Twierdzenia 6.2 nie wynika wiec, ze istnieja nietrywialne
rekurencyjnie przeliczalne T-stopnie. To pytanie nazywano kiedy$ problemem Posta.

6.1 Rozwiazanie problemu Posta

Skonstruujemy teraz takie dwa zbiory rekurencyjnie przeliczalne A i B, ze A €1 B oraz
B L1 A. Aby tak bylo, musimy pokazaé, ze zadna maszyna z wyrocznia A nie rozstrzyga
zbioru B i na odwrdt.

Oznaczmy przez M, eX deterministyczna maszyne Turinga o numerze e, ktora uzywa wyroczni X .
Naszym celem jest konstrukcja zbioréw A i B jako sum ciagéw przyblizen A, i B,. Jed-
noczeénie definiujemy ciag ,,$wiadkéw” F(j), spelniajacych nastepujace réwnowaznosci:'3

F(2e) € B wtedy i tylko wtedy, gdy M2 odrzuca F(2e);
F(2e+1)€ A wtedy i tylko wtedy, gdy MZEP odrzuca F(2e+ 1).

Oczywistym problemem jest to, ze dodanie nowego elementu do zbioru A lub B moze popsué
dotychczasowe wlasnosci ,$wiadkéw”. Zatem ciag F' bedzie ,,granica” ciagéw F;, uzyskiwanych
w poszczegdlnych fazach konstrukeji (w razie potrzeby znajdujemy nowych swiadkéw).

Konstrukcja A,, By, i F,, przebiega przez indukcje ze wzgledu na n i zaczyna sie od
Ao = 0 = By, Fo(x) = 2°.
Krok indukcyjny dla n > 0 zalezy od pierwszej wspoirzednej liczby n interpretowanej jako
para n = (I,r).
Przypadek parzysty. Zalézmy, ze n = (2e, co$) oraz
1. F,(2e) & By;

2. maszyna MA» odrzuca wejscie F,(2e).

Obliczenie maszyny Mé“" odrzucajace F),(2e) jest skoniczone, zatem zadaje wyroczni A,, tylko
skoniczenie wiele pytan. Niech k bedzie takie, ze wszystkie odwotania do A, dotycza liczb
mniejszych od k. Definiujemy teraz A,+1 = Ay, Bny1 = By U{F,(2¢)}, oraz

Fpor(x) = 3% . Fy(x), jedli z > 2e i x jest nieparzyste;
T B (w), w przeciwnym przypadku.

Zauwazmy, ze liczba 3F - F,(z) jest wicksza od k. Ewentualne pézniejsze dodanie jej do
zbioru A, nie zmieni wiec odpowiedzi wyroczni na pytania o liczby mniejsze niz k.

13Przez ,odrzucanie” rozumiemy w tym dowodzie zatrzymanie maszyny w stanie odrzucajacym.
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Przypadek nieparzysty. Niech teraz n = (2e + 1, co$). Jezeli zachodza warunki

1. Fo(2e+1) ¢ Ay;

2. maszyna Mfe odrzuca wejscie F,(2e + 1),

to Bpy1 = Bp, Apt1 = Ap U{F,(2e + 1)}, oraz

P (2) = 3k . F,(z), jesli > 2e+ 11z jest parzyste;
T Ey(a), w przeciwnym przypadku,

gdzie k jest takie, ze obliczenie MP" na wejsciu F,(2e + 1) odwoluje si¢ do wyroczni B, tylko
dla argumentow mniejszych od k.

Przypadek trywialny. Jesli nie zachodzi zaden z powyzszych przypadkéw (warunki 1-2
nie sa spelione) to wszystko zostaje bez zmian: A, 11 = A,, Byy1 = Bp i Fp1 = F.

Przypadek parzysty i nieparzysty sa do siebie catkowicie dualne. W dalszym ciagu zwykle
rozwazamy tylko jeden z nich. Poniewaz ciagi zbioréw A, i B, sa wstepujace, wiec mozemy
od razu zdefiniowaé

Procedura opisana powyzej jest efektywna, wiec zbiory A i B sa rekurencyjnie przeliczalne.
Lemat 6.3 Dia dowolnego x istnieje takie ny, Ze F,(x) = F,_ (x) dla wszystkich n > ng.

Dowéd: Indukcja ze wzgledu na x. Przypus$émy, ze x jest parzyste, oraz F,11(x) # Fp(x).
Wtedy ¢(n) jest nieparzyste i mniejsze od z, oraz Fy,(¢(n)) € Api1 — A,. Jesli ponadto
Fri1(x) # Fp(x) dla pewnego m # n to mamy tez Fy,(£(m)) € Apmt1 — Am. Oznacza to, ze
F,(¢(n)) # Fy(€(m)). W ten sposéb kazdemu n, takiemu ze F,,y1(z) # F,,(z), przypisujemy
inny element zbioru {F,,(y) | m € NAy < z}. Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze ten zbiér
jest skoriczony, a wiec x wartosé F,,(z) moze sie zmieniaé¢ tylko skoriczenie wiele razy. |

Z powyzszego lematu wynika, ze dla dowolnego x warto$é F,,(x) ,ustala sie” od pewnego
miejsca, mozemy wiec zdefiniowac:
F(z) = F,(z) dla dostatecznie duzych n.

Lemat 6.4 Jezeli F),(v) = Fin(y) to x =y. W szczegolnosci F jest réznowartosciowa.

Dowéd: Mamy F,(x) = 27 - 3°% a to jednoznacznie okredla x. O

Lemat 6.5 Jesli M2 odrzuca wejscie F(2e), to F(2e) € B.

Dowéd:  Obliczenie maszyny M2 dla wejécia F(2¢e) uzywa wyroczni A tylko dla argumen-
téw mniejszych od pewnego k. Wezmy takie n > k, ze F'(2e) = F,,(2¢) oraz

AN{0,1,....k} =A,n{0,1,...,k}.
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Wtedy z punktu widzenia naszego obliczenia wyrocznia A, jest réwnie dobra jak wyrocznia A,
a wiec maszyna M2 tez odrzuca wejécie F(2¢). Jesli F/(2e) = F,,(2¢) € By, to juz jest dobrze,
bo B, C B. W przeciwnym razie stosuje sie przypadek parzysty i mamy F'(2¢) € Bp41. O

Lemat 6.6 I na odwrdt: jesli F(2¢) € B to maszyna M2 odrzuca F(2e).

Dowéd:  Zalézmy, ze F(2¢) € B i niech n bedzie takie, ze F'(2¢) € By+1 — B,. Dlan
zachodzi wtedy przypadek parzysty, a z Lematu 6.4 wynika, ze £(n) = 2e. Maszyna MA»
odrzuca wiec F'(2e) uzywajac wyroczni A, dla argumentéw mniejszych od pewnego k. Aby
stwierdzié, ze maszyna M2 tez odrzuca F(2e), wystarczy sprawdzié, ze

ANn{0,1,....k} =A,n{0,1,...,k}.

Przypusémy, ze z € A—A,,, czyli istnieje takie m > n, ze z € Ayp1— Ay Wtedy £(m) = 2d+1
dla pewnego d i dla m zachodzi przypadek nieparzysty. Poniewaz warto$é¢ F'(2e) = F,(2e)
» juz sie ustalita”, wiec Fy,,(2e) = F,,(2e). To znaczy, ze 2e < 2d + 1, bo inaczej mielibysmy
Fri1(2e) > Fp(2e).

A zatem z = F,,(2d + 1) > F,11(2d + 1) = 3% - F,,(2d + 1) > k, zbiory A i A,, moga sie wiec
réznié¢ tylko powyzej k. O

Twierdzenie 6.7 (A.A. Muchnik, R.M. Friedberg) Istnicjq nieporéwnywalne rekuren-
cyjnie przeliczalne T-stopnie.

Dowéd: Jedli B <7 A, to pewna maszyna M rozstrzyga zbiér B. Z lematéw 6.5 i 6.6
otrzymujemy sprzeczno$é: maszyna M2 odrzuca F(2e) wtedy i tylko wtedy, gdy akcep-
tuje F'(2e). Analogicznie dowodzimy, ze A £ B. 0

Z twierdzenia 6.7 wynika, ze istnieja nierozstrzygalne problemy decyzyjne, ktérych nierozstrzy-
galnosci nie mozna jednak udowodni¢ metoda redukcji z problemu stopu. Autorowi niniejszego
nie jest jednak znany zaden nierozstrzygalny problem ,,matematyczny” (np. kombinatoryczny),
ktory nie jest zupelny w sensie Turinga.

Cwiczenia
1. Uogdlni¢ Lemat 6.1(2): Jedli B jest produktywny i B <,,, A to A jest produktywny.
2. Funkcje i zbiory rekurencyjne wzgledem (calkowitej) funkcji g definiujemy tak, jak funkcje

rekurencyjne, ale dodajac g do funkcji bazowych. Pokazaé, ze A <p B wtedy i tylko wtedy, gdy
zbior A jest rekurencyjny wzgledem funkcji charakterystycznej cg zbioru B.

3. Zbidr A jest tablicowo sprowadzalny do zbioru B, co zapisujemy A <; B, gdy istnieje rekuren-
cyjna funkcja f, ktéra kazdemu x € N przypisuje ,warunek”, czyli skoriczony zbiér A, i kombi-
nacje boolowska pytan postaci ,a € B?”, gdzie a € A, oraz dla dowolnego z,

zeA wtedy i tylko wtedy, gdy warunek f(x) jest spemiony.
Niech teraz K* = {n € N | n € K oraz warunek f(z) nie jest speliony dla K}.
Udowodnié, ze K* <7 K ale K* £ K. (A zatem tt-stopnie sg ,drobniejsze” niz T-stopnie.)
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7 Hierarchia arytmetyczna

Problem stopu jest wprawdzie nierozstrzygalny, ale jest rekurencyjnie przeliczalny, tj. rozstrzy-
galny czesciowo. Moze jednak by¢ gorzej.

Fakt 7.1 Zbior A = {n | p, jest funkcja catkowita} i jego dopetnienie nie sq rekurencyjnie
przeliczalne.

Dowadd: Mamy juz Wniosek 5.4, wiec wystarczy pokazaé, ze A nie jest rekurencyjnie
przeliczalny. W przeciwnym razie, A bylby obrazem pewnej rekurencyjnej funkcji g. Wtedy
funkcja H(n,r) = ®(g(n),r) = pym)(z) bytaby uniwersalna w klasie funkcji rekurencyjnych,
co jest niemozliwe (Fakt 4.1). O

Zbiory, ktére nie sa rekurencyjne, mozna klasyfikowaé ze wzgledu na stopien skomplikowa-
nia formut wyrazajacych ich definicje w jezyku formalnej arytmetyki. Przez arytmetyke
rozumiemy tu teorie w jezyku pierwszego rzedu zawierajacym dwuargumentowe symbole
funkcyjne + i -, jednoargumentowy symbol s dla nastepnika i stata 0. Jedynym symbolem rela-
cyjnym jest znak réwnosci. Dla dowolnej liczby n € N, skrét n oznacza term s(s(---s(0)---)),
gdzie symbol s wystepuje n razy. Strukture N = (N, +, -, s,0), w ktérej symbole arytmetyki
sg interpretowane ,, jak zwykle”, nazywamy standardowym modelem arytmetyksi.

Moéwimy, ze k-argumentowa relacja nad N jest arytmetyczna, gdy istnieje formuta ¢(Z), ktéra
ma (co najwyzej) k zmiennych wolnych #, i spelia dla dowolnego 77 € N¥ warunek

i er wtedy itylko wtedy, gdy N | ¢(7F).

Funkcja jest arytmetyczna, gdy jest arytmetyczna jako relacja. Inaczej mozna powiedzie¢, ze
funkcje (relacje) arytmetyczne, to te funkcje (relacje), ktére mozna zdefiniowaé za pomoca
formutl arytmetyki pierwszego rzedu.

Nastepujace twierdzenie jest staba wersja tzw. twierdzenia Godla o reprezentacji.
Twierdzenie 7.2 Kazda funkcja rekurencyjna jest arytmetyczna.

Dowdéd:  Nietrudno sprawdzié, ze funkcje bazowe (stala zero, rzuty, nastepnik) sa aryt-
metyczne, oraz ze funkcja otrzymana przez ztozenie funkcyj arytmetycznych musi by¢ aryt-
metyczna. Dla funkcji f zdefiniowanej przez minimum efektywne

f(@) = py (9(Z,y) = 0),
gdzie g jest definiowalna formuta ¥ (¥, y, z), mozemy napisa¢ formute
o(Z,y) = (Z,y,0) AVz(z <y — (T, y,0)),

w ktérej z < y jest skrétem wyrazenia Ju(z + u = y A u # 0). Pozostaje przypadek funkcji
okreslonej przez rekursje prosta:
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Tutaj musimy sie odwota¢ pewnego tricku z teorii liczb, a mianowicie do funkcji beta Godla:
B(x,y,i) =2 mod(y(i + 1) + 1).

Najwazniejsza wiasnos$¢ funkcji beta jest znana jako ,,chinskie twierdzenie o resztach”.

Dla dowolnego skoticzonego ciagu ko, k1, ..., ky istniejq takie liczby a,b, ze $(a,b,i) = k;
dlat=0,...,n.

Funkcja beta, jak latwo widzieé, jest arytmetyczna. Niech B(z,y,1,2) bedzie odpowiednia
formuly i niech f bedzie funkcja okreslona przez rekursje prosta, jak powyzej. Zalézmy, ze
o(Z,y)1(Z,y, z,u) sa formutami definiujacymi odpowiednio g i h. Wtedy formuta definiujaca
funkcje f jest taka:
S0, b [Buw(B(a,b, 0,w) A o(#,w)) A Bla,b,y, 2)
AVi(i <y — Ju,v(B(a,b,i,u) A B(a,b,s(i),v) AN(Z,i,u,v)))].

Powyzsza formula wyraza nastepujaca réwnowaznosé: f(Z,y) = z wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja takie liczby ko, k1,...,ky, ze ko = g(Z) i ky = 2, a dla dowolnego i = 0,...,y — 1
zachodzi ki1 = h(f, 1, kz) |

Z powyzszego wynika, ze kazdy zbiér rekurencyjny jest arytmetyczny. Na mocy Faktu 1.10(3),
wystarczy jeden kwantyfikator egzystencjalny, aby przej$¢ od zbioréw rekurencyjnych do
rekurencyjnie przeliczalnych. A zatem mamy:

Whniosek 7.3 Wszystkie funkcje czeSciowo rekurencyjne tez sq arytmetyczne.

Zdefiniowanie innych zbioréw arytmetycznych moze wymagaé wiekszej liczby kwantyfika-
torow. Na przyktad przynaleznosé liczby n do zbioru A z Faktu 7.1 mozna wyrazi¢ tak:

Dla dowolnego wejscia x istnieje takie y, ze obliczenie @n(x) koriczy sie po y krokach.

Jak wiadomo, kazda formule pierwszego rzedu mozna réwnowaznie przedstawié¢ w preneksowej
postaci normalnej Q1x1Q2xs ... Qnr, ¥, gdzie kazde Q; to V albo 3, a formuta 1) jest otwarta
(nie zawiera kwantyfikatoréw). Nam wystarcza, aby definiowala relacje obliczalna. Wtedy
mozliwe jest dalsze uproszczenie, mamy bowiem takie réwnowaznosci:

N E VoiVag gz, x2) < Vop(l(z), r(z));
N E i3z (w1, 22) < Jrp((l(z),r(2)),
a zatem istotne sa tylko te prefiksy kwantyfikatorowe, w ktérych kwantyfikatory ogdlne wyste-

puja na przemian ze szczegdtowymi. Prowadzi to do nastepujacej klasyfikacji zbioréw, ktéra,
nazywamy hierarchiq arytmetyczna lub hierarchiq Kleene’go-Mostowskiego.

Definicja 7.4 Niech A C N. Zbiér A nalezy do klasy ¥, (ozn. tez X0), wtedy i tylko wtedy,
gdy dla pewnego rekurencyjnego zbioru B C N**! i wszystkich y € N zachodzi

y €A wtedy i tylko wtedy, gdy Jz1Vaodzs...Quy. (x1,22,...,20,y) € B,

gdzie Q) powyzej to V lub 3, zaleznie od parzystosci n. Dualnie, A jest zbiorem klasy II,, (ozn.
tez I1), gdy dla pewnego rekurencyjnego B C N"*! (i odpowiedniego Q) mamy
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y € A wtedy i tylko wtedy, gdy Vzi3zoVes...Qxmy. (x1,22,...,2Tn,y) € B.
Dodatkowo definiujemy A, = ¥, NTI,, (piszemy tez AY).

Nietrudno teraz zauwazy¢, ze

o Kazdy zbiér arytmetyczny nalezy do jednej z klas ¥, i II,,.

Zbiory rekurencyjne tworza klase Ag = ¥o = 1.

Klasa ¥ to klasa zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych.

Do klasy II; naleza dopelnienia zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych.

A zatem Ay = Ag, na mocy Faktu 1.4.

Zbior A z Faktu 7.1 jest elementem klasy Ils, a jego dopelnienie nalezy do 3.

Zbiory arytmetyczne mozna numerowaé¢ w podobny sposob jak numeruje sie zbiory rekuren-
cyjnie przeliczalne. W numeracji okreslonej ponizej, symbol V,, ,,, oznacza zbiér z klasy >,
o numerze m, a symbol A,, ,,, oznacza zbiér z klasy II,, o numerze m.

Vl,m = W
An,m = _Vn,m;
Varim = {z€N|3Jy(z,y) € Apm}

Odpowiednikiem problemu stopu w klasie ¥,, jest zbior S, = {(z,y) | x € V,, 4}

Fakt 7.5 Dla dowolnego n zbidr S, jest zupelny w klasie ¥, tj. S, € Xy, oraz A < S, dla
dowolnego A € X,.

Dowéd:  Zauwazmy, ze (x,y) € Sp+1 wtedy i tylko wtedy, gdy ((z,z2),y) &€ S, dla pew-
nego z. Przez indukcje mozna wiec latwo pokazaé, ze S, € X, dla wszystkich n. Dalej, jesli
A =V, m, to x € A jest réwnowazne (z,m) € Sy,. O

Hierarchia arytmetyczna jest ostra, w nastepujacym sensie:
Fakt 7.6 Dla kazdego n > 1 zachodza inkluzje ¥,,11, G ¥, UIl, G Apyg.

Dowdéd:  Rozpatrzmy zbiér K, = {m € N | (m,m) € S,}. Wéwczas oczywiscie K,, € 3,,.
Mamy jednak K, ¢ II,,, w przeciwnym razie mielibysmy bowiem —K,, € ¥,, skad —K,, = V,,.m
dla pewnego m. Wtedy m € K,, byloby réwnowazne temu, ze m ¢ K,.

A zatem ¥, < II,,, co implikuje II,, & ¥, UII,,. Podobnie jest dla 3,,. Inkluzja ¥, UIl,, C A, 41
wynika natychmiast z tego, ze dostawienie dodatkowego kwantyfikatora (nie wiazacego zadnej
zmiennej) nie zmienia znaczenia formuly. Pozostaje pokazaé, ze i ta inkluzja jest ostra.

Zacznijmy od tego, ze klasy X, i II,, sa zamkniete ze wzgledu na sume zbioréw. Mamy bowiem
takie tautologie pierwszego rzedu:

Jrp(x) vV Izy(z) — Fz(e(z) V(@)

Vap(x) VVrip(z) — Vavy(e(z) Vo(y)).
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Zatem np. alternatywe dwdéch formul postaci 3x1Vzs ... p(z1,z2,...) i Jx1Vee . . (21, 22, . . .)
mozna zapisa¢ jako jedna formute Jz1VzoVys ... (¢(x1,22,...) V(x1,91,...)). Podobnie jest
z iloczynem zbioréw, a wiec klasy A, sa cialami zbioréw (algebrami Boole’a). Tymczasem
suma Y, U II, cialem zbioréw nie jest i z tego wynika nasza teza.

Aby to udowodnié, rozpatrzmy dwa zbiory X = {2k | k € K,,} oraz Y ={2k+1 | k & K,,}.
Wtedy X < K,, oraz Y < —K,,, skad X € £, 1 Y € II,, (zob. Cwiczenie 3). Z drugiej strony
zaréwno K, < X UY jaki —K, < X UY, gdyby wiec X UY nalezalo do ¥,, to mieliby$Smy
—K, € X,, czyli sprzecznos¢. Podobnie, gdyby X UY € II, to K,, € II,, i tez byloby Zle.
Zatem X UY ¢ X, UIl,, a wiec klasa X,, UIl, nie jest zamknieta ze wzgledu na sume. O

Przyklady

Fakt 7.7 Zbior A = {n |y jest funkcja catkowita} = {n | W), = N} jest zupelny w klasie I15.

Dowéd:  Ze nasz zbidr jest w klasie Ilo, to juz wiemy. Zaltézmy wiec, ze X € IlIy. Wtedy
istnieje takie B € ¥, ze x € X wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie pary postaci (z,y) sa
w zbiorze B. Jedli teraz ¢,y = A\y. xp(z,y) to x € X wtedy i tylko wtedy, gdy ¢y, jest
funkcja catkowita. Mamy wiec redukcje X do A. O

Fakt 7.8 Zbior B = {n | W,, jest nieskoniczony} jest zupelny w klasie I15.

Dowdd:  Zbiér B jest w Iy, bo wlasno$é n € B mozna wypowiedzie¢ tak: Dla dowolnego x
istnieje takie y > x, Ze y € W,.” Zupelnosé wynika z nastepujacej redukcji A < B. Dla
danego n niech Z, = {z | {0,...,2 — 1} C W,,}. Mamy n € A wtedy i tylko wtedy, gdy Z,
jest nieskonczony, co oznacza redukcje A < B, bo numer zbioru Z,, jest obliczalny. O

Whiosek 7.9 Zbior —B = {n | W, jest skoniczony} jest zupetny w klasie ¥a.
Nastepny bedzie przyklad zupelny w klasie Y3, ale to wymaga pewnych przygotowan.
Lemat 7.10 Klasy I1,, i ¥, sq zamkniete ze wzgledu na kwantyfikatory ograniczone.

Dowéd: Klasa zbioréw rekurencyjnych jest zamknieta ze wzgledu na kwantyfikatory ogra-
niczone, wiec dla n = 0 teza zachodzi. Dalej uzyjemy indukcji. Przypusémy, ze klasa X3, jest
zamknieta ze wzgledu na kwantyfikatory ograniczone i rozpatrzmy wiasnosé P(z,y) postaci
Fv<yVz p(x,y, z,v), gdzie formuta Vz ¢(z, y, z,v) ma n+1 kwantyfikatoréw (tj. definiuje zbiér
klasy II,,+1). Wlasnoséé taka mozemy réwnowaznie wyrazi¢ formula Vudv<yVz<u ¢(z,y, z,v),
a na mocy zalozenia indukcyjnego wyrazenie Jv<yVz<u ¢(z,y, z,v) definiuje zbiér klasy %,,.

Jeszcze tatwiej jest w przypadku wlasnosci postaci Vo<yVz ¢(z, vy, z,v). Zatem pokazalismy
teze dla ¥y, 11, a dla Il,,41 argumentacja jest dualna. O

Symbol V*°z czytamy ,dla prawie wszystkich 2”. Zastepuje on wyrazenie IyVe(x >y — ---).
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Lemat 7.11 Nastepujgce formuty sq prawdziwe w N :

VEaVy e(z,y) < V2(p(l(2),7(2)) V Fw<r(z) ¢ (l(z), w));
Ve (Vye(z,y) vV Iyd(z,y)) — VFz(e(l(z),7(2) V Fw<r(z) ~(l(2), w) V Fwy (€(z2), w)).

Dowéd: Cwiczenie. O

Fakt 7.12 Zbior C = {n | W, jest ko-skoriczony} jest zupelny w klasie ¥3.

Dowdéd:  Ko-skoniczonosé zbioru W, wyraza zdanie: Istnieje takie x, Ze kazde y > x nalezy
do W,,. Mamy wiec C' € ¥3. Dla X € >3 okreslimy teraz redukcje X < C. Niech Y € Il
bedzie takim zbiorem, ze x € X wtedy i tylko wtedy, gdy Jy (x,y) € Y.

Wiasnosé Jy (x,y) € Y jest réwnowazna stwierdzeniu V*wdy<w.(x,y) € Y, a poniewaz
klasa Il jest zamknieta ze wzgledu na kwantyfikatory ograniczone, wiec mozemy napisaé, ze

x € X wtedy i tylko wtedy, gdy  VwWYv. (w,v,x) € Z,

dla pewnego rekurencyjnie przeliczalnego Z. Uzyjemy teraz Lematu 7.11 do przeformutowania
warunku V®wVov. (w,v,z) € Z. Najpierw zastosujemy pierwsza réwnowaznosé, zauwazajac
przy tym, ze wyrazenie postaci Ju < £(z) ({(z),u,z) ¢ Z definiuje zbiér klasy II; (Lemat 7.10).
Mozemy wiec zastosowaé¢ druga rownowaznosé i otrzymamy

x € X wtedy i tylko wtedy, gdy  V®z((z,z) € Q1 V (z,2) € Q2 V Jw(z,z,w) € Q3),
gdzie 1, Q2, Q3 sa rekurencyjne. A zatem:

x € X wtedy i tylko wtedy, gdy V*z({z,z) € T,

gdzie T jest pewnym zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym. Jesli T, = {z | (z,x) € T}, to

r € X wtedy i tylko wtedy, gdy T, jest ko-skonczony,

A wigc X < C, bo numer zbioru T, zalezy w spos6b obliczalny od x. O

Whniosek 7.13 Zbior D = {n | W, jest rekurencyjny} jest zupelny w klasie ¥3.

Dowdéd: Sprawdzenie, ze D € Y3 pozostawiamy Czytelnikowi (Cwiczenie 6). Dowdd
zupetnosci polega na redukcji C' < D. Dla dowolnego « € N rozpatrzmy zbior

Z(x) ={{(u,v) | (ue WyAv=0)V(u<vAueK)V(veW,Av>0)}

Zbiér Z(x) jest rekurencyjnie przeliczalny, a jego numer zalezy w sposéb obliczalny od x.
Ponadto zbiér W, jest ko-skoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér Z(x) jest rekurencyjny.
Istotnie, przypusémy najpierw, ze W, jest ko-skonczony. Wtedy nierozstrzygalny drugi czion
alternatywy w definicji Z(x) dotyczy w istocie tylko skonczenie wielu par (u,v), a kazdy
zbiér skoriczony jest rekurencyjny. Zatem Z(x) jest rekurencyjny. Zalézmy wiec, ze —W,, jest
zbiorem nieskoniczonym. Wtedy mamy takie réwnowaznosci

ve K & Yo(u<wv— (u,v) € Z(x));
ug K < Fo(u<vA(u,v) ¢ Z(x)).
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Jesli Z(x) jest zbiorem rekurencyjnym, to z warunku powyzej wynika rekurencyjna przeliczal-
no$¢ zbioru —K. O

Cwiczenia

1. Udowodni¢ chinskie twierdzenie o resztach. A jak sie nie uda, to znalez¢ w ksiazkach.

N

Udowodnié¢, ze zbiér zdan prawdziwych w standardowym modelu arytmetyki jest nierozstrzy-
galny. Wskazowka: Uzyé Wniosku 7.3.

Udowodnié, ze jesli A< B € X, to A € X, oraz, ze A < B € II,, implikuje A € I1,,.
Udowodnié, ze zbiér {(z,y) | W, = Wy} jest zupelny w klasie II,.
Udowodni¢ Lemat 7.11.

S et W

Udowodnié, ze zbiér D = {n | W, jest rekurencyjny} nalezy do X3. Wskazdwka: Zauwazyé, ze
x € D wtedy i tylko wtedy, gdy InvVm(m ¢ W, < m € W,,). Nastepnie sprowadzi¢ te formule
do postaci normalnej z prefiksem typu 3Iv3.

8 Zbiory analityczne

Formuly arytmetyki pierwszego rzedu, w ktorych pod kwantyfikatorami wystepuja zmienne
indywiduowe (o wartosciach liczbowych), definiuja zbiory arytmetyczne. O jezyku drugiego
rzedu mowimy wtedy, gdy kwantyfikatory wiaza zmienne przebiegajace wartosci, ktére sa
funkcjami lub relacjami. Dla naszych celéw wystarczy zalozy¢, ze w formutach moga wyste-
powaé zmienne funkcyjne (ktérych znaczeniem moze by¢ dowolna catkowita funkcja z N do N)
i kwantyfikatory Vf i 3f, wiazace takie zmienne.

Funkcja f : N — N moze na przyklad reprezentowac nieskoniczone obliczenie maszyny Turinga,
w ten sposéb, ze f(n) jest kodem n-tej konfiguracji wystepujacej w takim obliczeniu). Nie-
trudno napisaé¢ formule stwierdzajaca, ze tak jest: trzeba napisaé, ze f(0) to kod konfiguracji
poczatkowej, i ze dla dowolnego n, konfiguracja f(n + 1) powstaje w jednym kroku z f(n).
Dzieki temu mozemy np. zdefiniowaé taki zbidr

H = {k | maszyna M} ma nieskoniczone obliczenie,

w ktérym stan gy wystepuje nieskoriczenie wiele razy}.

Definicja 8.1 Zbiér A C N jest analityczny, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka for-
muta p(z), o co najwyzej jednej zmiennej wolnej z, ze dla dowolnego n € N zachodzi

ne€ A wtedy i tylko wtedy, gdy N | ¢(n).

Jesli formuta p(z) ma posta¢ 3f1Vfa...Qnfr¥(fi1,. .., fn,x), gdzie wszystkie kwantyfikatory
funkcyjne (ogélne i szczegélowe na przemian) wystepuja na poczatku,'* a w ¢ juz takich
kwantyfikatoréw nie ma, to méwimy, ze zbiér A jest klasy L. Analogicznie, zbiér klasy T,
to zbidr, ktéry mozna zdefiniowaé formula postaci Vf13fo... Qnfr(f1,.. ., fn, ).

1Rodzaj kwantyfikatora @, zalezy od parzystosci n.
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A zatem zbiér H powyzej jest klasy X1, bo do jego zdefiniowania wystarczy jeden kwanty-
fikator funkcyjny .

Nazwa ,,zbior analityczny” bierze sie stad, ze rownowazna, definicje tego pojecia mozna podac,
odwolujac sie do dziedziny R liczb rzeczywistych, dokladniej do modelu (R, +,-,0,1,int),
w ktérym dodatkowy jednoargumentowy predykat int wyrdznia liczby naturalne (tj. r € int
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy r jest liczba naturalna). Zbiory analityczne to dokladnie te
zbiory, ktére mozna w tym modelu zdefiniowaé formula pierwszego rzedu postaci int(x) Ap(z).
Dowéd tego faktu, ktéry mozna znalezé np. w ksiazce Rogersa, polega na reprezentowaniu
liczb rzeczywistych przez ciagi liczb naturalnych, np. przy pomocy tzw. utamkéw ciaglych
(fancuchowych).

Fakt 8.2 Kazdy 2bidr analityczny jest klasy XL lub I1L dla pewnego n. Co wiecej mozna go
zdefiniowaé formulq (o jednej zmiennej wolnej x) postaci

Q1f1Q2f2 . "annQ/yP(f17f27 .. '7f’nay7x)7

gdzie kwantyfikator Q' jest indywiduvowy, a warunek P(f1, fa,..., fn,y,x) jest rekurencyjny
wzgledem™ funkcji f1, fa, ..., fn.

Dowdéd:  Oczywiscie najpierw sprowadzamy formule do preneksowej postaci normalnej.
Dwa kwantyfikatory tego samego rodzaju mozemy ,skleja¢” stosujac funkcje pary, podob-
nie jak w przypadku arytmetyki pierwszego rzedu. Przy tym kwantyfikatory indywiduowe
mozemy permutowaé z funkcyjnymi stosujac Cwiczenie 1. Wreszcie ,koncowke” postaci
V f3zVy mozna skrocié¢ zamieniajac ja kolejno na , koncéwke” postaci VfVg3dx a potem postaci
VF3dz. Szczegdly pozostawiamy Czytelnikowi. |

Klasa E(l] = Hé to klasa zbioréw arytmetycznych. Zbiory klasy Al = ©1 NI} nazywamy
hiperarytmetycznymi. 7 ponizszego twierdzenia wynika, ze klasa zbioréw hiperarytmetycz-
nych jest istotnie szersza niz klasa zbiorow arytmetycznych. Mozna pokazaé np. ze zbior
(numeréw) zdan prawdziwych w standardowym modelu arytmetyki (N, +, -, s,0) jest hiper-
arytmetyczny. A z twierdzenia Tarskiego (o niewyrazalnosci pojecia prawdy) wiemy, ze nie
da sie go zdefiniowa¢ w jezyku arytmetyki.

Twierdzenie 8.3 (o hierarchii analitycznej)

Dla wszystkich n > 0 zachodzq ostre inkluzje L UTLL ¢ S1 . NI .
Dowdéd twierdzenia o hierarchii opuszczamy. Pokazemy za to konkretny przyklad.
Fakt 8.4 Zbior H okreslony na poczatku tego rozdziatu jest X} -zupelny.

Dowdd:  Aby naszkicowaé dowdd postuzymy sie Faktem 8.2 i Cwiczeniem 2 z Rozdziatu 6.
Wynika z nich, ze kazdy zbiér A € ¥} mozna zdefiniowaé formuta postaci 3fVyP(f,z,v),
gdzie warunek P(f,z,y) mozna rozpoznawaé¢ maszyna Turinga z wyrocznia dla funkcji f.

15Ppor. Cwiczenie 2 do Rozdziatu 6.
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Pokazemy, ze dla kazdego takiego zbioru A zachodzi A <,, H. Dla danego m € N, aby
sprawdzié¢, czy m € A, skonstruujemy maszyne M (m) spemiajaca réwnowaznosé:

meA wtedy i tylko wtedy, gdy numer maszyny M (m) nalezy do H.

Maszyna M (m) dla kolejnych liczb y = 0,1,2,... usiluje sprawdzaé¢ warunek P(f,m,y),
szgadujac” niedeterministycznie potrzebna informacje o funkeji f (i zapisujac to co juz zgadla
dla ew. ponownego uzycia). Po kazdej fazie pracy (pozytywnym zweryfikowaniu warunku
P(f,m,y), dla kolejnej wartosci y) maszyna wchodzi w stan gy i dopiero potem rozpoczyna
nastepna faze. Szczegdly konstrukeji pomijamy. O

Cwiczenia

1. Uzupehié¢ dowéd Faktu 8.2. Wskazéwka: formule postaci Va3f P(f,x) mozna zastapié¢ réw-
nowazng formula postaci IFVx P(\y.F(z,y),z), z formula o prefiksie 32V f mozna postapié
podobnie, uzywajac prawa De Morgana.

2. Niech ¢,,(z) oznacza m-ta (w pewnej numeracji) formule o jednej zmiennej wolnej z. Jezeli
S : N x N — N jest takg funkcja, ze S(m,n) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy N E ¢ (n), to
powiemy, ze S jest definicjq prawdy. Udowodnié, Ze nie istnieje arytmetyczna definicja prawdy.

3. Udowodnié¢, ze zbiér zdan prawdziwych w N jest hiperarytmetyczny. Wskazowka: Istnieje taka
formuta (X)), ze N = ¢(5) wtedy i tylko wtedy, gdy S jest definicja prawdy.

4. Udowodnié, ze zbiér tautologii klasycznej logiki drugiego rzedu nie jest analityczny. Wskazowka:
Zdefiniowa¢ prawde drugiego rzedu.

9 Problemy decyzyjne

Oczywiscie sens pojecia obliczalnosci jest taki: zbiér stéw Z jest obliczalny wtedy, gdy istnieje
algorytm, ktéry dla danego stowa w zawsze poprawnie odpowiada ,,tak” lub ,,nie” na pytanie,
czy wE Z.

Takie pytania nazywamy czesto ,,problemami decyzyjnymi”. Formalnie, problem decyzyjny to
po prostu zbidr stéw nad ustalonym alfabetem.

W praktyce ,problemami decyzyjnymi” nazywamy na przyktad takie pytania:
— ,,Czy dany graf skoriczony ma Sciezke Hamiltona?”
— ,,Czy dana formula rachunku predykatéw jest tautologia?”

gdzie dana wejsciowa, czyli instancjg problemu, nie jest stowo, ale jakis obiekt kombinato-
ryczny. Oczywiscie skoriczony graf mozna latwo przedstawi¢ za pomoca stowa (trzeba po
prostu wypisaé jego wierzchotki i krawedzie). Podobnie mozna tez postapi¢ z innymi skori-
czonymi obiektami. Ale trzeba tu zrobi¢ dwie uwagi:

Po pierwsze, nasze pojecie ,,(nie)rozstrzygalnego problemu decyzyjnego” ma zastosowanie
tylko do tych obiektow matematycznych, ktére daja sie przedstawi¢ w skoriczony sposéb.
Nie jest wiec problemem decyzyjnym zadanie:

—,,Czy dany graf nieskoriczony jest spdjny?”
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O ile powyzsza obserwacja jest dos¢ oczywista, nastepna uwaga dotyczy putapki, w ktéra
wpadaja nawet do$wiadczeni badacze. Ot6z np. w zadaniu dotyczacym formut rachunku
predykatéw'® instancja problemu nie jest dowolne slowo, ale poprawnie zbudowana formuta.
Zatem nie jest to, $cisle biorac, problem decyzyjny. Ale oczywiscie mozemy latwo wybrnaé
z sytuacji zadajac nieco zmodyfikowane pytanie:

—,,Czy dane stowo jest tautologia rachunku predykatow?”.

Latwo, bo istnieje prosty algorytm sprawdzajacy czy dane slowo jest formula, i w istocie nie
ma znaczenia, ktére pytanie postawimy.

W praktyce nikt nie formutuje probleméw decyzyjnych w taki sposéb. Wazne tylko, zeby
pytanie:

— ,,Czy dane stowo jest poprawna instancja problemu?”

(tj. formula, reprezentacja grafu itp.) samo bylo rozstrzygalne.!” Zwykle tak jest i to w oczy-
wisty sposob. Ale moze tak nie by¢. Na przyktad to pytanie nie stanowi poprawnego problemu
decyzyjnego:

— ,,Czy dana tautologia (klasycznego) rachunku predykatéw jest takze tautologia intuicjonis-
tyczng?”

Albo to:
— ,Dana jest maszyna M, zatrzymujaca sie dla stowa pustego. Czy M akceptuje stowo puste?”

O tym, ze mamy tu tylko pozorna ,rozstrzygalno$¢” swiadczy to, ze dla powyzszego problemu
nie mozna sensownie okresli¢ ztozonoéci obliczeniowe].

Fakt 9.1 Niech f bedzie dowolng funkcja rekurencyjng. Kazdy algorytm odpowiadajgcy po-
prawnie na pytanie ,Czy maszyna M akceptuje stowo puste?” zawsze gdy M zatrzymugje sie
dla stowa pustego, wymaga wiecej niz f(n) krokéw dla pewnego wejscia rozmiaru n.

Dowéd:  Niech L bedzie jezykiem obliczalnym, ktéry nie nalezy do klasy DTivmE(2/(27)
i niech M}, bedzie maszyna rozpoznajaca L. Dla danego stowa w, niech M,, bedzie maszyna,
ktora zawsze si¢ zatrzymuje i akceptuje dowolne wejscie z wtedy i tylko wtedy, gdy w € L
(jej dzialanie nie zalezy od danej wejsciowej x). Majac dane w, mozna skonstruowaé taka
maszyne w czasie rownym dlugosci stowa w plus pewna stala — wystarczy uzy¢é maszyny M.

Przypu$émy teraz, ze mamy algorytm, ktéry w czasie f(n) rozwiazuje nasz problem. Aby
stwierdzi¢, czy w € L wystarczy teraz uruchomié ten algorytm dla maszyny M,,. Lacznie
z konstrukeja samej maszyny wymaga to czasu rzedu 2n + f(2n), gdzie n to dlugosé stowa w,
a wiec mniej niz 2/, |

7 dotychczasowych naszych rozwazan wynika nierozstrzygalnosé szeregu waznych problemoéw
decyzyjnych. Pierwsza grupe stanowia wlasnosci jezykow i funkcji obliczanych przez maszyny
Turinga (lub tez inne réwnowazne modele obliczen), zwlaszcza rézne warianty problemu stopu.
Ich nierozstrzygalno$é wynika z twierdzenia Rice’a.

1Nazwa, ,problem decyzyjny” (Entscheidungsproblem) zostala po raz pierwszy uzyta wlasnie w odniesieniu
do tego zadania.

17Jedli interesuje nas nie tylko rozstrzygalnoéé ale takze zlozono$é problemu, to sprawdzenie poprawnosci
instancji powinno by¢ zadaniem o pomijalnej zlozonosci.
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e Czy dana maszyna Turinga zatrzymuje sie dla danego wejscia?
e Czy dana maszyna Turinga zatrzymuje sie dla stowa pustego?

e Czy dana maszyna Turinga akceptuje jezyk pusty (nieskoriczony, ko-skoniczony, rekuren-
cyjny, itd.)?

e Czy dana maszyna Turinga oblicza funkcje rosnaca?

Uwaga: problem stopu jest nierozstrzygalny takze dla pewnych ustalonych maszyn. Tj. mozna
skonstruowaé¢ konkretna maszyne M dla ktérej pytanie

e Czy dane stowo jest akceptowane przez maszyne M7

jest nierozstrzygalne. Dalej mamy rézne problemy dotyczace maszyn Turinga, ktérych nie-
rozstrzygalno$é¢ nie wynika wprost z twierdzenia Rice’a, ale z odpowiedniej redukeji:

e Czy dana maszyna Turinga ma obliczenie, w ktorym wystepuje dany stan?

e Czy dana niedeterministyczna maszyna Turinga ma obliczenie nieskoniczone?

e Czy dana niedeterministyczna maszyna Turinga ma obliczenie nieskonczone, w ktorym

dany stan powtarza sie nieskoriczenie wiele razy?

Ten ostatni problem jest wysoce nierozstrzygalny: nie miesci sie w hierarchii arytmetyczne;j.
Kazdy model pojecia obliczalnosci ma oczywiscie swoja wersje problemu stopu, na przyktad
nierozstrzygalne sa problemy:

e Czy dana gramatyka typu zero akceptuje dane stowo?

o Czy w danej gramatyce typu zero mozna z danego stowa w otrzymaé¢ w drodze redukcji
dane stowo v? (Problem osiagalnosci dla gramatyk typu zero.)

e Czy dany while-program zatrzymuje sie dla danej wartosci wejsciowej?
Rachunek lambda tez ma swoje przyjemnosci, miedzy innymi takie:

e Dane termy M i N. Czy M —»g N7
e Dane termy M i N. Czy M =3 N?
e Dany term M. Czy M ma posta¢ normalng?
e Dany term M. Czy M ma wlasnos¢ silnej normalizacji?
Uwaga: nierozstrzygalnos¢ trzech pierwszych probleméw wynika wprost z Twierdzenia 2.11,

ale nierozstrzygalno$é¢ czwartego problemu wymaga delikatniejszej analizy konstrukcji uzytej
w dowodzie tego twierdzenia.

Dwa problemy nierozstrzygalne, o ktérych bedzie teraz mowa, sg szczegdlnie czesto uzywane
w dowodach nierozstrzygalnosci innych probleméw.
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Automaty dwulicznikowe

Przez automat dwulicznikowy rozumiemy krotke A = (Q, qo, qf, I), w ktorej Q jest skonczo-
nym zbiorem stanéw, go jest stanem poczatkowym, gy stanem koncowym, a I jest zbiorem
instrukcji, z ktoérych kazda jest jednej z postaci

1. (¢:¢i:=c¢;+1; goto p);
2. (q:¢i:=¢ —1; goto p);
3. (¢ :1if ¢; =0 then goto p else goto r);
gdzie i = 1,2 oraz q,p,r € Q. Konfiguracja takiego automatu A to tréjka (g, m,n) ztozona ze

stanu ¢ € @ i liczb m,n € N, stanowiacych biezaca zawartosé licznikow ¢ i co. Konfiguracja
poczgtkowa ma postaé Cy = (qo, 0,0), a konfiguracje (q¢, m,n) sa koricowe.

Znaczenie instrukcji jest oczywiste. Piszemy C; — 4 Co, gdy Co mozna otrzymaé z Ci po
pewnej liczbie krokéw.

Fakt 9.2 Problem stopu dla automatéw dwulicznikowych (czy Co — 4 C, dla pewnej konfigu-
racji koricowej?) jest nierozstrzygalny.

Dowdd:  Jest to dosy¢ tatwa konsekwencja nierozstrzygalnosci problemu stopu dla while-
programow. Najpierw latwo pokazujemy ze automat z wieloma licznikami potrafi nagladowac
obliczenie while-programu. Potem zawartos¢ k licznikéw reprezentujemy za pomocs jednego,
uzywajac tricku z Rozdziatu 1:

kod(ag ...ax) = 2%03% ... pi*,

Polecenie zwigkszenia lub zmniejszenia wartosci a; o jeden sprowadza sie teraz do pomnozenia
lub podzielenia wartoéci licznika przez p;. Mozna to latwo zrobié¢, uzywajac drugiego licznika
jako pomocniczego. O

Problem odpowiedniosci Posta

Problem odpowiedniosci Posta (PCP) jest klasycznym przykladem problemu nierozstrzygal-
nego. Formulujemy go tak:

Dany jest skoticzony zbiér par stow {(x;,y;) | i = 1,...,n} (system par Posta'®).
Czy istnieje taki niepusty ciqg i1,12,...,14m, 2€ zachodzi réwnodé
Tj1 Lijg oo~ Ty = YirYig -+ - Yip ?

Poszukiwany ciag 1,19, ..., nazywamy rozwigzaniem systemu par Posta. Takze stowo

L Ljg «« » Loy,

¥Nazwa ,system Posta” uzywana tez jest w innym znaczeniu.
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bywa wtedy nazywane rozwiazaniem.

System par Posta {(z;,y;) | i = 1,...,n} przedstawia sie czesto w taki sposéb:

Na przyklad taki system:

a2‘b2‘ab2
ab [ ba | b

ma rozwiazanie 1213 (bo a? - b% - a? - ab? = a?b?a®b? = a?b - ba - a®b - b), a systemy

a’b | a ba? | ba?
a? | ba® b | a%b

nie maja rozwiazan.
Twierdzenie 9.3 Problem odpowiedniosci Posta jest nierozstrzygalny.

Dowdéd:  Redukcja z problemu osiagalnosci dla gramatyk typu zero (strona 37). Niech
G = (A, N, P, &) bedzie gramatyka typu zero i niech ¥ = AUN. Ustalmy slowa w,v € X*.
Skonstruujemy (efektywnie'?) system par Posta P, ktéry bedzie mial rozwigzanie wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy G - w — v.

Alfabet naszego systemu par bedzie taki:
A=XU{a|aeX}uU{x*}U{L,1}.
Jedli u =ay ...a, to symbol w oznacza oczywiscie stowo @ ... a,.

Reguly przedstawimy tabelka, w ktérej a oznacza dowolny symbol alfabetu X, a o = (3 jest
dowolna produkcja gramatyki. Nalezy to rozumieé¢ tak, ze do systemu P naleza wszystkie
pary zgodne z szablonem w ktérejs kolumnie tabeli.

[w*‘a‘
[ la]

a
a

Na przyklad jesli w = baca, v = owad, a regulami naszej gramatyki sg,
ba = ow ca = ad,

to mamy taki system par Posta:

ad‘@‘ ] ‘ ]

‘ ‘ ba ‘ ba ‘7‘ca‘¥owad‘*owad

[baca*‘a‘&‘--- ‘ OU}‘O’U)
a

L Jal

197, opiszemy w istocie algorytm realizujacy te konstrukcje.
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Zalézmy teraz, ze w = wy —g w1 —g w2 —qg -+ —¢ wp = v, 1 dla ustalenia uwagi
przyjmijmy, ze k jest parzyste. Wtedy nasz system par Posta mozna rozwiazac¢ tak:

[wo* - Wi* - wa% -+ % Wp_1%* - wi - ] =0+ wo* -W1* - wa* -+ % W1 - Fwg]

Rzeczywiscie, jesli mamy np. wg = xay —¢ By = w1, przez zastosowanie produkcji o = 3,
to stowa wq* i w1* mozna przedstawi¢ jako konkatenacje odpowiadajacych sobie stéw z dolnej
i gérnej czesci tabelki. Podobnie dla stéw wi* i wox 1 tak dalej.

Na dodatek, jesli mamy jakiekolwiek rozwiazanie systemu P, to takie rozwigzanie musi wy-
znaczaé¢ pewne wyprowadzenie w —¢ v. Rozwiazanie musi sie zaczynaé¢ od pary ([wx, [),
jest to bowiem jedyna para, ktéra zaczyna sie tak samo (po to sa kreski). Jedynym sposobem
zgodnego przedtuzenia stéw z tej pary jest dopisanie do [ stowa wx. To jednak oznacza, ze
do stowa [w* musimy dopisa¢ stowo postaci ui* gdzie w —»g u1. Zatem mamy teraz stowa

[w * ur* [w*

i musimy do drugiego z nich dopisaé w*. Ale wtedy do pierwszego dopiszemy wus*, gdzie
u1 —»q ug i tak dalej. To sie moze skonczy¢ tylko uzyciem jednej z par zawierajacych 1, co
oznacza, ze w —» 0.

Uwaga: Warunek u; —¢ ug powyzej nie musi oznacza¢ u; — ug. Na przyklad przeksztalcenie
bacy w owada moze wyglada¢ nie tylko tak:

[baca * owcaxowad),
ale tez na przyktad tak:

[baca * bacaxowad * owad). O

Przyktadem zastosowania PCP jest taki fakt:
Twierdzenie 9.4 Problem pustosci dla jezykow kontekstowych jest nierozstrzygalny.

Dowéd: Dla danego systemu par Posta P, mozna latwo skonstruowaé¢ maszyne Turinga,
rozpoznajaca doktadnie te stowa, ktore sa rozwiazaniami tego systemu. Maszyna ta nie
uzywa wiecej tasmy, niz zajmowalo stowo wejsciowe. Modyfikujac nieco konstrukcje z dowodu
Twierdzenia 2.5, mozemy z tej maszyny uzyskaé¢ gramatyke monotoniczna generujaca zbior
rozwiazan systemu P. W ten sposéb zredukujemy problem odpowiedniosci Posta do problemu
pustosci dla jezykéw kontekstowych. O

Systemy Thuego

Gramatyke typu zero, w ktérej nie rozréznia sie symboli terminalnych i nieterminalnych, oraz
nie wyréznia sie symbolu poczatkowego, nazywamy systemem pdi-thue’owskim.?0 A wiec
system pét-thue’owski to po prostu skonczony zbiér T regul postaci ,w = v”, gdzie w,v
sa stowami nad ustalonym alfabetem. Relacja w —p v zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
w = vwu', v = uwor/, oraz wy = ws jest w T. Jej domkniecie przechodnio-zwrotne oz-
naczamy jak zwykle przez —»7, a najmniejsza relacja rownowaznosci zawierajaca — bedzie

2ang.: semi-Thue system.
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oznaczana przez «7. System Thuego®' to taki system pél-thue’owski T', w ktérym wszystkie
reguly sa odwracalne, tj. jesli ,w = v” € T to takze ,v = w” € T.

Przez problem stow dla systemu Thuego T' rozumiemy nastepujacy problem decyzyjny: dane
stowa w i v, czy w «»p v?

Twierdzenie 9.5 (Post) Istnieja systemy Thuego o nierozstrzygalnym problemie stow.

Dowéd:  Pokazemy najpierw pewien system pdétthue’owski, dla ktérego nierozstrzygalny
jest problem osiagalnosci (czasem nazywany problemem stéw): dane stowa w i v, czy w —p v?

Niech M bedzie deterministyczna maszyna Turinga, dla ktorej nierozstrzygalny jest problem
stopu (tj. jezyk L(M)) Dla uproszczenia zalézmy, ze M ma tylko jeden stan konicowy g,
(akceptujacy).

Rozpatrzmy alfabet skladajacy sie ze stanéw i symboli maszyny M, oraz dodatkowo z nawia-
séw kwadratowych (na oznaczenie poczatku i konca konfiguracji). System poétthue’owski P
sktada sie z reguk:

e qa=bp, gdy 6(q,a)=(bp,+1);

e gqa = pb, gdy 6(q,a)= (b,p,0);

e ql = bpl, gdy d(q,B)=(b,p,+1);

e ¢l = pbl, gdy d(¢q,B)=(b,p,0);

e cqa=pcb 1 [ga= [pb, gdy d(q,a)=(b,p,—1);
e cql = pcbl, gdy 6(¢,B)=(b,p,—1);

® a4g, = qa 1 qua = qq (dla wszystkich a, takze dla a = [,]).

Wéwezas zachodzi réwnowaznosé:
[qow] —p qo  wtedy i tylko wtedy gdy w € L(M),

bo kazdy ciag postaci [qow] —p 1 —p T3 —p -+ —p @, musi reprezentowac obliczenie
maszyny dla stowa w, zakoniczone ,,wycieraniem” wszystkich symboli oprécz g, (patrz dowédd
Twierdzenia 2.5). W istocie mamy jednak lepsza wiasnosé:

[qow] «»p g, wtedy i tylko wtedy gdy w € L(M).
Przypusémy bowiem, ze [gow] «p q,. Mamy ciag:
lgow] = xg ~ 21 ~ T2 ~ -+ ~ Ty = (g,
gdzie kazde ~ to albo —p albo p«. Niech to bedzie najkrotszy taki ciag. Latwo widzie¢, ze

kazde x; zawiera dokladnie jedno wystapienie pewnego stanu q. Zauwazmy, ze jesli

Ti—1 P X5 7P Tit1,

2lang.: Thue system.
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to w stowie x; wystepuje q,. Inaczej x; odpowiada niekonicowej konfiguracji maszyny i z po-
wodu determinizmu mamy x;_1 = x;+1. Ale wtedy nasz ciag mozna skrécié. A wiec nasza
redukcja jest postaci:

[gow] = xo = p Ty ~ Ty1 ~ * - ~ Ty = Qa,

przy czym x,, jest konfiguracjg koncowa. Najkrétszy sposdb na otrzymanie q, z konfiguracji
koricowej to po prostu eliminacja pozostatych symboli (wytarcie kazdego symbolu wymaga co
najmniej jednego kroku). Skoro wiec nasz ciag jest najkrétszy, to faktycznie mamy redukcje
lgow] = xg = p Ty = p Tn = qq- A zatem [qow] «—p q, faktycznie oznacza [qow] —p qq.

Niech teraz T bedzie systemem Thuego otrzymanym przez dodanie odwréconych wersji wszyst-
kich regul. Nastepujace trzy warunki sa rownowazne:

Lgow] «>1 gq Lgow] «>p qq w € L(M).
A zatem problem stéw dla T jest nierozstrzygalny. O
Problem stéow dla systeméw Thuego jest tez nazywany problemem stow w pétgrupach. O sys-
temie Thuego T mozna bowiem mysle¢ jak o zbiorze aksjomatéw réwnosciowych nad syg-
natura zlozona ze slowa pustego i liter alfabetu (stalych) oraz dwuargumentowej operacji
konkatenacji. Poniewaz jednak konkatenacja stéw jest taczna, a € jest jej elementem neu-

tralnym, wiec faktycznie méwimy tu o zbiorze zdann T+ otrzymanym przez dodanie do T
aksjomatow polgrupy z jednoscig:

Vaeyz(x - (y-2) =~ (x-y) - 2);

Ve(e-x =x), Va(r -e=uzx).
Whniosek 9.6 Zbior tautologii klasycznej logiki pierwszego rzedu jest nierozstrzygalny.

Dowdéd: 7 twierdzenia 9.5 wynika nierozstrzygalnosé nastepujacego problemu:
Dany zbiér zdan T wyznaczony przez system Thuego T, czy TT Ew =v?
Ale zbiér T jest skoniczony; jedli wiec ¢ jest koniunkcja wszystkich zdani z T, to nasze

zadanie mozemy sformutowaé jako pytanie o prawdziwosé zdania ¢ — w = v. O

Analogicznie jak dla pélgrup, rozwaza sie tez problem stéw w grupach. Tym razem sygnatura
zawiera dodatkowo operacje unarna ()~! i mamy dodatkowe aksjomaty:

x_l'xze, r-xl=¢.

Problem stéw dla grup tez jest w ogdlnosci nierozstrzygalny, pokazat to Nowikow w 1952 roku.
Ale ten dowdd jest duzo trudniejszy (problem byt znany juz 40 lat wczesniej).

Cwiczenia
1. Udowodnié nierozstrzygalno$é¢ problemu stopu dla zmodyfikowanych automatéw dwuliczniko-

wych, ktérych dozwolone instrukcje sa nastepujace:

(a) (g:¢ =c¢;+1; goto p);
(b) (¢:¢i:=0; goto p);
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(c) (g:1if ¢; =c; then goto p else goto 1);

Wskazéwka: Pare liczb (ag, a1) mozna reprezentowaé nie tylko przez 2031 ale takze przez kazda
z liczb postaci 2903%15%. Aby obnizy¢ ag o jeden, nie trzeba takiej liczby zmniejszaé, wystarczy
ja pomnozy¢ przez 5/2.

2. Automat kolejkowy dysponuje kolejka (stowem nad ustalonym alfabetem) na ktdérej moze wykony-
waé takie operacje:
e dodaj litere a na koncu kolejki;
e usun pierwszg litere z kolejki;
e zmien stan w zaleznosci od tego jaka litera znajduje sie na poczatku kolejki.

Udowodnié¢ nierozstrzygalno$¢ problemu stopu dla automatéw kolejkowych: czy dany automat
uruchomiony z pustq kolejkq poczqtkowq osiggnie stan koricowy?

3. Udowodni¢ nierozstrzygalno$¢ problemu stopu dla automatéw z dwoma stosami, na ktérych
mozna przechowywaé litery ze skonczonego alfabetu. Automat moze wykonywaé operacje push
i pop 1 zmienia¢ stan w zaleznosci od tego, co znajduje sie na wierzchotku pierwszego stosu.

4. Udowodnié rozstrzygalno$¢ problemu stopu dla automatéw z jednym stosem.

5. Udowodni¢, ze dla dowolnego systemu Thuego T relacja w «—7 v zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy réwnosé w = v mozna wyprowadzi¢ ze aksjomatow poélgrupy rozszerzonych o aksjomaty
rownosciowe wyznaczone przez reguly systemu 7.

10 Totalno$¢, mortalnosé i terminalnosé

Przez problem totalnosci dla maszyn Turinga rozumiemy pytanie:
Dana deterministyczna maszyna M. Czy M zatrzymuje sie dla dowolnego stowa?

7 Faktu 7.1 natychmiast wynika, ze problem totalnosci nie jest rekurencyjnie przeliczalny ani
nie jest dopelnieniem problemu rekurencyjnie przeliczalnego.

Moéwimy, ze deterministyczna maszyna Turinga M jest terminalna jezeli dla dowolnej kon-
figuracji C (niekoniecznie poczatkowej), obliczenie maszyny M rozpoczynajace sie od C jest
skoniczone.

Twierdzenie 10.1 Problem terminalnosci dla maszyn Turinga (czy dana maszyna jest ter-
minalna?) nie jest rekurencyjnie przeliczalny ani nie jest dopelnieniem problemu rekurencyjnie
przeliczalnego.

Dowdéd: Dowdd opiera sie na redukcji problemu totalnosci do problemu terminalnosci. Dla
danej maszyny M konstruujemy taka maszyne N, zeby zachodzil warunek:

M jest totalna wtedy i tylko wtedy, gdy N jest terminalna.

Oczywiscie maszyna N musi nasladowaé obliczenia maszyny M. Trudnosé przy tej redukeji
polega na tym, ze konfiguracja, w ktdérej uruchamiaé bedziemy maszyne N, moze by¢ zupehie
dowolna, w szczegdlnosci moze nie odpowiadaé zadnej konfiguracji M osiggalnej z jakiejkol-
wiek konfiguracji poczatkowej. Konstrukcja maszyny N jest nastepujaca:
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Tasma maszyny N jest podzielona na trzy czesci. Pierwsza przechowuje stowo wejsciowe,
druga przeznaczona jest na binarny licznik, a trzecia stanowi obszar roboczy. Maszyna N
w obszarze roboczym symuluje zachowanie maszyny M, zwiekszajac licznik o 1 po kazdym
kroku. W razie wykrycia jakiejkolwiek niezgodnosci pomiedzy swoimi oczekiwaniami i rzeczy-
wistymi danymi zapisanymi na tasmie, maszyna N natychmiast si¢ zatrzymuje. Kiedy wy-
czerpie sie miejsce na licznik, maszyna zeruje go, kopiuje stowo wejsciowe do obszaru roboczego
i zaczyna symulacje od poczatku. W ten sposéb maszyna N po skoriczonej liczbie krokéw
musi albo sie zatrzymaé¢ albo rozpoczaé¢ prawidtows symulacje maszyny M, zaczynajaca sie
od konfiguracji poczatkowej. Szczegoty konstrukeji pozostawiamy jako ¢wiczenie. O

Jedli uwaznie przyjrzymy sie temu dowodowi, to zobaczymy, ze istotnie wykorzystuje on za-
lozenie o skonczonosci konfiguracji maszyny. Obszar roboczy jest skonczony i mozna za-
wsze odszukaé jego lewy koniec (albo pierwszy blank — mozna zakladaé, ze konfiguracje
maszyny M nigdy nie zawieraja blankéw ,wewnetrznych”). Jesli zalozyé, ze konfiguracje
maszyny Turinga moga by¢ nieskonczone, to méwimy, ze maszyna jest mortalna, gdy kazde
obliczenie maszyny M rozpoczynajace sie od dowolnej (takze nieskoriczonej) konfiguracji musi
zawsze by¢ skoniczone.

Podobna wiasnoscia jest ograniczonosé maszyny Turinga. Ma ona miejsce wtedy, gdy istnieje
taka stala k, ze liczba réznych konfiguracji przyjmowanych przez maszyne w dowolnym ciggu
kolejnych krokow jest zawsze mniejsza lub rowna k. Zauwazmy, ze maszyna ograniczona nie
musi by¢ mortalna.

Fakt 10.2 Jesli maszyna M jest mortalna, to istnieje taka stata k, Ze maszyna M, uru-
chomiona w dowolnej (byé moze nieskoriczonej) konfiguracji, zatrzymuge sie po co najwyzej k
krokach.

Dowéd:  Cwiczenie. Wskazéwka: uzy¢ lematu Koniga. O

Whniosek 10.3 Problem mortalnosci (czy dana maszyna jest mortalna?) jest rekurencyjnie
przeliczalny.

Whniosek 10.4 Kazda maszyna mortalna jest ograniczona.

Twierdzenie 10.5 (Philip K. Hooper) Problem mortalnosci jest nierozstrzygalny.
Pozostala czesé tego rozdziatu to dowdd (a whasciwie szkic dowodu) twierdzenia Hoopera.
Dowdd jest w wigkszosci po angielsku, bo taki gotowy tekst istnieje, a lepszy taki, niz zaden.
The goal is to reduce the halting problem for two-counter automata (known to be undecidable)

to the mortality problem. We start with an arbitrary two-counter automaton M.

Lemat 10.6 One can assume that

1. M may execute at most two tests for zero in a row;
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2. For each n there is a k, such that if M makes k moves when started on any ID, then
the value of the second counter must exceed n at least once during these k moves.

Dowdéd:  AnID of the form (g, c1, ¢2) is represented by (g, 0, 2°:3°25P), where p > 0. A single
move of the automaton is simulated in an obvious way, but in addition, after completing each
step, the second counter is multiplied by 5. The construction is left to the reader. O

The next step is to construct a Turing Machine T" which simulates the behaviour of M. This
construction is quite standard, but essential for the considerations to follow, and thus we
describe it in some detail.

The machine T has one tape, infinite in both directions. The set @} of states of T in-
cludes the set Qps of states of M, called main states of T. The tape alphabet is {0, 1},
with 0 used as the blank symbol. An ID of M of the form (g,ci,c2) will be represented
as?? (100+1 g, m,10°2711), and after simulation of a move of M resulting in (p,c},c}), the
machine T arrives at <1OCI1+1, qg,m—c1+c, 1()0/2“1), i.e., the position of the leftmost “1” does
not change. This allows us in a later construction to run a copy of T', using the part of tape
to the left to store additional information.

The way T simulates M is as follows. To execute an operation on a counter, T' performs the
following actions:

e moves the middle “1” by one cell to the left or to the right, if necessary;

e moves the head to the rightmost “1”; and adjusts its position (always by one cell to the
right or to the left);

e returns to the middle “1”.

To execute a test for zero, T moves its head two cells to the left or to the right and returns
to the initial position. We assume that 7" halts if it discovers any kind of inconsistency, e.g.,
when there is no “0” between the middle and the rightmost 1’s.

The machine T is obviously unbounded. The reason is that there are states ¢ of T (called
right search states), such that whenever T" encounters “0” in state g, it moves the head right,
and remains in state q. Similarly, there are left search states with the dual property. The sets
of right search states and left search states are denoted Qg and ), respectively. The initial
state is denoted by qo.

Observe that, if T starts in an arbitrary ID, then in at most 10 steps it must enter a (left or
right) search state. This is due to (1) in Lemma 10.6.

The crucial part of Hooper’s proof is to construct another machine 7™ which will simulate T’
without actually doing any unbounded search. For this we first define a machine T, which is
a “mirror copy” of T', with all its left moves replaced by right moves, and conversely. That
is, the set of states of T is Q = {g ‘ q is a state of T'}. Whenever T in a state ¢ and reading

22Pryez (w, ¢, m,v) oznaczamy tu konfiguracje maszyny, ktéra znajduje siec w stanie ¢, ma glowice umiesz-
czona w pozycji m € Z, gdzie znajduje sie pierwsza litera slowa v zapisanego na tasmie po ostatniej literze
stowa w. Zakladamy, ze to, co znajduje sie na lewo od w i na prawo od v jest dla nas nieistotne.
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a symbol a, prints b and moves right, changing state to p, then T in state g, when reading a,
will print b, move left and change state to p.

The machine T¥*

One may think of T as a program consisting of two recursive procedures P and P, simulating
the behaviour of T and T, respectively. Each of these procedures may call itself or the
other one. (This recursion will be used as a main trick in simulating the searching process.)
An activation of P will be represented on the tape as a word of the form 170¢t110%+11,
where > 2 identifies the context in which the activation has been created. A further call
to P will result in locating another word 1¥0101 (representing the initial ID of T') inside one
of the segments of 0’s between the 1’s. Similarly, an activation of P will be represented by
a word of the form 1021101 +11%,

Let us describe the behaviour of T* more precisely. The set S of states of T* includes Q U Q,
and we distinguish the following particular subsets of .S:

Sy = QU Q,y, the main states;
Sr=QrUQU{ep, e%}, the right search states;
Sp=QrLUQrU{ek,e2}, the left search states.

The new states e}%,e% and ei,e% are called, respectively, right and left erase states. We
assume that all the right and left search states are identified by integers greater than 1.

Assume now that 7™ is in a state ¢ € Sg, numbered x, the head is positioned at the m-th cell
containing a “0”. Then T™ performs the following action:

— checks whether the nearest “1” to the right is at most x + 4 cells away;
— if so, it moves the head to the nearest “1” and enters ¢ again;

— if not, it prints “01*0101” at the cells m,m + 1,...,m + x + 4, moves the head to the
(m + x + 2)-th cell, and changes the state to go. (This creates a new activation of P.)

Note that to perform the above, the machine uses O(z) brand new states, for each ¢ € Sg.
If ¢ € Sp, then T™* behaves in a dual way, in particular, in step (3) above, it prints 10101%0
at the cells m —4 — x,...,m, and enters state g, at the (m —x — 2)-th cell.

Now let the current state be ¢ € Sg — {ek, €%}, and let the symbol encountered on (m-th cell
of) the tape be “1”. (This represents a successful search.) Then T* behaves as follows:
— checks whether the next symbol to the right is “0”;

— if so, it executes the appropriate move of T or of T (determined by the transition function
of T or T for g and “17);

— otherwise, it erases the “1” at the m-th cell, and enters the state ei. (If “1” has been
encountered at the (m + 1)-st cell, it must be that the current activation of P has
exhausted all the available space.)

The behaviour of T* in a state ¢ € S;, — {e},e?} is defined again in a dual way.
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If the machine encounters “1”, when in the state ei, it simply erases it, and enters e%. When “1”
(in the m-th cell) is encountered in state e?, it should be the case that a whole activation
of P has been erased except the initial 01*. Using brand new states (no more than the largest
possible z), the machine erases the 1’s and enters the right search state identified by z at the
cell (m —xz + 1). Note that the erased activation of P has been created when the tape head
was positioned at the “0” preceding “1*”. Thus, after completing one activation of P, the tape
head moved one step to the right. Of course, the behaviour of the left erase states is dual.

We assume that 7% halts whenever it enters a final state of T' or T, or if it discovers any
inconsistency.

Lemat 10.7 Suppose that T™* is started at (w,q, m,0"1v), and that ¢ € Sr. Then, after some
number of steps, T* will either halt or will reach (w0™, q,m + n,1v). That is, T* is able to
perform a successful right search. Similarly for left search: if T* starts at (w10"~' q,m,0v),
and q € Sy, then it will either halt or reach (w,q, m —n,10"1v).

Dowéd:  The proof goes by induction on n (we prove the claim in parallel for all search
states). If ¢ is numbered by = and n < 4 + x then the claim is obvious. Otherwise, a new
activation of P or P is created. The space available for this activation consists of n — x
cells, thus no search will be required on a distance longer than that. By the induction
hypothesis, we may assume that each search was successful, and that our procedure activation
is eventually erased. Thus, we arrive at (w0, g, m + 1,0" o) in the right search case, or at
(w10™~2,q,m — 1,00v) otherwise, and we can use the induction hypothesis again. O

Clearly, the machine T™* has been constructed in an effective way from the two-counter au-
tomaton M. Thus, to complete the proof of Hooper’s theorem, it remains to show:

Lemat 10.8 M halts on the input (0,0) iff T* is mortal.

Dowdéd: The “if” part is easy: assume that M does not halt. Then, by Lemma 10.6, the
size of ID’s of T™ obtained from (10, gp, m, 101), must grow infinitely, whence 7™ must be
unbounded.

Proving the “only if” part is more delicate. Assume that M halts, and let K7 be the space
needed for T* to complete a full simulation of the behaviour of M on the input (0, 0).

Oczywiscie udana symulacja automatu M musi doprowadzi¢ do zatrzymania maszyny T*.
A taka symulacja bedzie miala miejsce zawsze, gdy maszyna T* znajdzie sie w stanie s € Sg,
majac na prawo co najmniej K7+ K» zer, gdzie Ko jest ograniczeniem na diugosé ciagu jedynek
kodujacego stan s. Wystarczy wiec pokazaé, ze maszyna, predzej czy pdzniej musi wykonaé
przeszukiwanie w prawo (lub w lewo) na odleglo$é¢ co najmniej K7 + Ko. Maszyna T™ musi
oczywiscie po skoniczonej liczbie krokéw wejsé w stan przeszukujacy (lemat 10.6(1)) i wykonaé
przeszukiwanie na jakis, by¢ moze krotki, dystans.

We shall show that if T performs a successful search at a distance n, then after a constant
number of steps it must either halt or enter a search at a distance greater than n. Suppose we
start in (w, ¢, m,0™1v), where ¢ € Sg. After reaching “1” at the (m + n)-th cell, the machine
must enter an ID of one of the following forms (assuming it does not just halt):
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1. (w0™ p,m+n,010v"); here, the rightmost “1” has been moved one more step to the right,
and p is a left search state;

2. (w02, p,m +n — 1,0100), with p € Sp; if the rightmost “1” has been moved one step
to the left;

3. (w0, e, m + n,0v); here, a “1” was found in the (m + n + 1)-st cell;
4. (w0™0*~1 p,m +n + x,00") with p € Sr; this happens when g is e%;

5. (w0™ €% m +n + 1,v); this happens when g is e};

In all cases except (2), it is clear that the next left search is at a distance at least n + 1.
The same holds also for case (2), if the last two symbols in w are 0’s. Otherwise, after
completing the left search, we enter an ID either of the form (w’, s,m —1,10"~110v) or of the
form (w’,s,m —2,10"10v), where s € Sj;. The machine then simulates the behaviour of M
with the second counter set to n — 1, or n, respectively. Assuming it will not halt, then, by
Lemma 10.6(2), there is a constant K3 such that after K3 steps it must increase ¢z to at least
n+ 1, i.e, a left search at a distance n + 1 will eventually be executed.

A zatem, predzej czy po6zniej maszyna albo sie zatrzyma, albo rozpocznie przeszukiwanie
na odleglosé co najmniej K1 + Ko. Ale to przeszukiwanie doprowadzi do pelnej symulacji
akceptujacego obliczenia automatu M i w konsekwencji do zatrzymania maszyny 1. O

Cwiczenia

1. Uzupetié¢ dowdéd Twierdzenia 10.1. W szczegdlnodcei wyjasnié w jaki sposéb maszyna N moze
rozpoznaé lewy koniec tasmy. (Przy naszej definicji z rozdziatu 1, maszyna moglaby sie zapetlié,
prébujac przesunaé glowice poza koniec tasmy.)

2. Udowodni¢ Fakt 10.2 oraz Wnioski 10.3 i 10.4.
3. Wywnioskowaé nierozstrzygalno$¢ problemu ograniczonosci

(a) z dowodu Twierdzenia 10.5;
(b) z tresci Twierdzenia 10.5.
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