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Zadania z podstaw matematyki dla 1 roku informatyki'

Zadania na rozgrzewke

1. Zaznacz na rysunku zbiory:
(&) {(z,y) eR? | (2®+9? > 1) = [(@® +y* < 2) A (=(z -y =0) — [y| = |2])]};
(b) {{z,y) €eR? [ (2 +y* =4) = (y > ~1Ay # 1)) — (@® +y° =9}
(© {(z,y) €ER? [(z-a+y-y>1) = (y+2>0)}
(d) {{(z,y) eR? |Va(2?+1>9y) — (y+x <0)}.
2. Zaznacz na rysunku zbiory
(a) {zeR | Vedax(xz=1)};
(b) {z e R | JaVa(x =1)};
(c) {z e R | VaIz(z =1)}.
3. Zaznacz na rysunku zbiory:
(a) {(z,9) €eR?| (z-2<0)— (z-2>0)};
(b) {(z,y) €R? | (z>y) — (y+2>0)}.
4. Zaznacz na rysunku zbiory:
(a) {zeR | IyVe(y— 22 < /\acﬁy—i—% ANy>1)}
(b) {{z,y) €R* [2” +y* >1— (2 + (y — 2)* < Pk
(©) {{z.y) €R? [ Vz(y? + (x = 2)* # 1) — Fz((z - 2)* + (y — 2*)* = 1)}

Logika
5. Zbada¢, czy nastepujace formuty sa tautologiami rachunku zdan i czy sa spemialne:

(a) (p—=71)A(g—s)A(=pV=s) — (7pV—g);

(b) (p— ) V(g— 1)
() (P—=q) —=r)A=(((g—71)—71)—T1))
(d) (p—= A (=p—71)—(r— —q);

)
)
)
e) ((p—q) —7)—=(p—q);
)
)
)
)
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!Zadania sa zebrane przypadkowo, nie zawsze sprawdzone i bez gwarancji poprawnosci. Korzystaé¢ mozna
na wtasne ryzyko i odpowiedzialnoé¢. Zadania i rozwiazania pochodza od réznych autoréw, miedzy innymi
Mikotaja Bojanczyka, Jacka Chrzaszcza, Norberta Dojera, Piotra Hoffmana, Tomasza Kazany, Bartka Klina,
Eryka Kopczyriskiego, Agnieszki Kozubek, Stawomira Lasoty, Filipa Murlaka, Linha Anh Nguyena, Damiana
Niwinskiego, Marcina Peczarskiego, Marcina Penconka, Wojciecha Plandowskiego, Aleksego Schuberta, Adama
Slaskiego, Michala Strojnowskiego, Jerzego Tyszkiewicza, Darii Walukiewicz-Chrzaszcz, Piotra Wilkina. Jed-
nak autorstwo wielu zadan jest trudne do ustalenia. Za wykrycie btedéw dziekuje Paniom Weronice Kisieliniskiej
i Agnieszce Kozubek oraz Panom Radostawowi Burnemu, Jackowi Chrzaszczowi, Kamilowi Herbie, Januszowi
Kudelce, Stawomirowi Lasocie, Kamilowi Majdanikowi, Damianowi Rodziewiczowi, Maciejowi Rézanskiemu,
Damianowi Sawickiemu, Adamowi Slaskiemu, Michalowi Wlodarczykowi i Karolowi Wychowancowi.
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() (pva) = ((p—q)—q);
(k) (p—aq) —=7) = ((r—=p) = (@—Dp));
0 (p—a)—p) — (=0
6. Jak rozumiesz nastepujace zdania? Jak je sformutowaé, zeby nie budzity watpliwosci?
(a) Nie wolno pic¢ i graé w karty.
(b
(
(

) Nie wolno plué i tapaé.
d) Zabrania sie zasmiecania i zanieczyszczania drogi.>

Zabrania sie jedzenia lub picia na terenie laboratorium komuperowego.?

o

Zabrania sie zasmiecania lub zanieczyszczania drogi.*

Wpisaé, gdy osoba ubezpieczona nie posiada numerdw identyfikacyjnych NIP lub
PESEL.S

(g) Podaj przyktad liczby, ktdra jest pierwiastkiem pewnego réwnania kwadratowego
0 wspotczynnikach catkowitych i takiej, ktora nie jest.

) Warunek zachodzi dla kazdego x i dla pewnego y.
(i) Funkcja czesciowa z A do B nie jest na ogot funkcja z A do B.
) Kazda liczba ma pewien dzielnik pierwszy.
(k) Kazdy marynarz zna pewna knajpe.
7. Sformulowaé poprawnie zaprzeczenia stwierdzen:
(a) Liczby m in sq pierwsze.
(b) Liczby m i n sq wzglednie pierwsze.
8. Zapisaé nastepujace stwierdzenia w jezyku arytmetyki liczb naturalnych (+4,-,0,1,=)
uzywajac symboli logicznych i kwantyfikatoréw:

(a) Liczba a jest mniejsza lub réwna liczbie b.

(b) Liczba a jest resztq z dzielenia liczby b przez c.
(¢) Liczba a jest pierwsza.
(d) Liczba a jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb b i ¢, chyba, Ze jest parzysta.

Liczby x 1y maja te same dzielniki pierwsze.

)
)
)
)
f) Pewne liczby sq parzyste a inne nie sq.
) Nie kazda liczba jest parzysta.

) Zadna liczba parzysta nie jest mniejsza od kazdej liczby pierwszej.

) Zbior liczb pierwszych jest nieskoriczony.

)

Warunkiem koniecznym na to, aby n byto nieparzyste, jest aby n byto podzielne
przez 6.

(k) Prawie wszystkie liczby naturalne sq parzyste.

9. Pokazaé, ze nastepujace formuty sa tautologiami:

(a) (Fyp(y) — Vzq(2)) — Yy¥z(p(y) — q(2));
(b) (Vayr(x,y) — IaVyr(y,r)) — I2Vy(r(z,y) — r(y,z));

2 Dotyczy réwniez korytarza.

3Kodeks Drogowy przed nowelizacja w roku 1997.

4Kodeks Drogowy (Art. 45 p. 1(9)) po nowelizacji w roku 1997.

SInstrukcja wypelniania formularza ZUS ZCZA (Zgloszenie danych o czlonkach rodziny. . . )
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(c) VaIy((p(z) — q(y)) — r(y)) — ((Vap(z) — Yyq(y)) — Iyr(y));

(d) Va(p(z) — Jyq(y)) — Fy(Fzp(z) — q(y))-

(e) (VzP(zx) = VyQ(y)) — Iz (P(z) — Yy Qy));

(f) (P — Q) = (P — Ty P(y)).

Wskazowka: Przeksztalci¢ formuly do odpowiedniej postaci, stosujac prawa De Morgana
i prawa dystrybutywnosci.

R 10. Czy nastepujace formuly sa tautologiami?

(a) Vz(p(z) — q(z)) vV Va(q(z) — p(z));

(b) Jy(P(z) — Vy P(y));

(¢) VxIyYudv P(x,y,u,v) — YuToVeIy P(z,y, u,v);

(d) (Jz3y P(z,y) — Yy R(y)) — Yz (P(x,z) — R(x))).
11. Czy nastepujace definicje mozna lepiej sformutowac?

(a) Zbior A jest dobry, jesli ma co najmniej 2 elementy.

(b) Zbior A jest dobry, jesli dla kazdego x € A, jesli x jest parzyste, to x jest podzielne
przez 3.

(c) Zbior A jest dobry, jesli dla pewnego x € A, jesli x jest parzyste, to x jest podzielne
przez 3.

12. Wskazaé¢ blad w rozumowaniu:

(a) Aby wykazaé prawdziwosé tezy
,Dla dowolnego n, jesli zachodzi warunek W (n) to zachodzi warunek U(n)"
zatoimy, Ze dla dowolnego n zachodzi W(n). ..

(b) Aby wykazaé prawdziwosé tezy
.Dla pewnego n, jesli zachodzi warunek W (n) to zachodzi warunek U(n)"
zalézmy, Ze dla pewnego n zachodzi W(n). ..

R 13. Wskazaé blad logiczny w nastepujacym rozumowaniu:
Udowodnimy, ze istnieje najwieksza liczba rzeczywista. W tym celu rozpatrzymy dwa
przypadki.  Przypadek pierwszy ma miejsce, gdy dla kaidego v € R i pewnego y € R
zachodzi x < y. Wtedy y jest najwieksza liczba rzeczywista. Jesli przypadek pierwszy
nie zachodzi, to z prawa De Morgana wnioskujemy, ze dla pewnego x € R i kaZdego
y € R nierdwno$é x < y jest falszywa. Wtedy jednak x > vy, dla kaidego y € R, skad
w szczegolnosct x > x, sprzecznosé.
14. Jak poprawnie sformutowaé nastepujace zadanie z egzaminu z rachunkowosci w SGH?

Naliczone odsetki od kredytow bankowych sq:

a) stratami nadzwyczajnymi

b) kosztami dzialalno$ci operacyjnej zasadniczej

¢) kosztami pozostatej dziatalnosci operacyjnej

d) Zadna odpowied? nie jest prawidtowa

15. Metoda naturalnej dedukcji udowodnié¢ nastepujace formuty:
(@) (pAg) —7r)=(p—(g—71));

b) (p—q) = ((=p— 9 — )

) p—aqVr)=p@—qVr

(d) (p= =) A(=p—q) = p;
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R 16. Ktéra z nastepujacych formul jest tautologia?
(a) (VzR(x) — JyS(y)) — Vay(R(z) — S(y));
(b) (Vz R(z) — 3y S(y)) — Fx(R(z) — S(z)).
R 17. Niech S bedzie pewnym nieskoniczonym zbiorem formul zdaniowych zbudowanych ze

zmiennych p1,...,p,. Udowodnié, ze istnieje taki nieskoriczony podzbiér A zbioru S,

ze wszystkie formuly w A sa parami réwnowazne.%

Rachunek zbioréw
18. Ile elementéw maja zbiory {1,2}, {1,2,1}, {{1,2},{2,1},{1,2,1}}, {a,b}?
19. Sprawdzié, czy dla dowolnych zbioréw A, B, C' zachodza réwnosci:
(a) A—-(BUC)=(A-B)U(A-0C);
(b) (AUBUC) - (AUB) =C;,
(c) A=(ANB)U (A - B);
(d) (A—B)—C=A—-(BUC);
(e) AU(ANB)=A.
R 20. Pokazaé, ze:
(a) jesli A— B=B— A, to A= B;
(b) jesi AUB=C,toC—B=A— B;
(c) jesi AUBC AN B, to A= B;
(d) jesiA-B=A-CtoB=C.
21. Ugzupemlié¢ ponizsze zdania, wpisujac w miejsce pierwszego wielokropka znak € lub C,
a w miejsce drugiego wielokropka C' lub |JC.
(a) JeSliAe BeC,to A ... ...
(b) JesiAe BCC,to A ... ...
(c) JesSi ACBeC,toA... ...
(d) JeSi ACBCC,to A ... ...
R 22. Ktére z ponizszych implikacji sa prawdziwe dla dowolnych zbioréw X i Y
(a) JesliP(Y)C X, to Y C |JX?
(b) JesliY CUX, to P(Y) C X7
23. Zbadaé, czy dla dowolnych A, B i C zachodzi
(a) P(LAUB) =P(A)UP(B);
(b) P(ANB) = P(A)NP(B);
(¢ A—(BUC)=(A—-B)-C,
(d A-(B-C)=(A-B)UC.
24. Udowodni¢ rownowaznos¢ ANC C B «— C C —AU B.
25. Pokazaé, ze A C B zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy P(A) C P(B).
26. Czy jesli ACBto|JAC|UB? Czyjesi AC Bto(BC[)A?
27. Czy jesli JACUB to AC B? A cojesli(\B C () A?

5Zadanie $ciagniete z Uniwersytetu Wroclawskiego
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28.
29.

30.

32.

33.

34.
35.

36.

37.

38.

39.

40.

R 41,

R 42

Pokazaé, ze | JP(A) = A, dla dowolnej rodziny A.
Niech A : P(P(R)) bedzie rodzina zbioréw spehiajaca warunek

(VBe A)(VC CR)(CCB—CcA).
Pokazaé, ze [ JA={z e R | {z} € A}.
Udowodnié, ze dla dowolnej rodziny zbioréw {4, | n € N}, zachodzi réwnosé

UneN Ap = UneN Bn,
gdzie B, = A, — U,_,, 4, dlan € N.
Zaznacz w ukladzie wspétrzednych zbior (J,,cn_ {0} A, gdzie
An = {{z,y) e R? | 22 + 9% > # —n(y—22—-1)>1}.

Brzegi obszarow zawarte w zbiorze prosze zaznaczy¢ pogrubiong linia, brzegi nie zawie-
rajace sie w zbiorze — linig przerywana.

Udowodnié¢, ze jesli A, C A,y1 dla wszystkich n € N, to U,eyAn = Upen 4n, dla
dowolnego nieskonczonego H C N.

<n

Znalez¢ Uyeg, At 1 Ver, At, gdzie:

(a) Ai=(1-12+V1),dlateRy;

(b) Ay = [Vt,V/2t], dlat € R,.
Znalezé | J,ep Ar, gdzie Ay = {(z,y) :R?* | [z —t| + |y| <1}, dla ¢ : R.
Niech Ay, = {x € R | 7’;‘1;;1 <z <n+m}, dlam,n e N. Znalez¢ |, ,, An,m Oraz
ﬂn Um An,m‘
Okresli¢ taka rodzine {4, ; | i,j € I}, zeby wszystkie ponizsze zbiory byly rézne:

Ui ﬂj Aij, ﬂz Uj Aij, Uz Uj Aij, m’L ﬂj Aij, Uj ﬂz Aij, ﬂj Uz Agj -
Niech T' = (J,cg T i niech K bedzie rodzing wszystkich podzbioréw T, ktére z kazdym
ze zbiorow Ts maja przynajmniej jeden element wspdlny. Udowodnij, ze

Uses ﬂteTS A =Nyex Usey At
Czy dla dowolnej rodziny indeksowanej {A4; ;}i jen zachodzi réwnosé:
Uien Ujen 4i; = UU{4i; | .5 € N}?

Ktéra z nastepujacych réwnosci zachodzi dla dowolnych zbioréw A, ,, gdziet € T', s € S:
UteT HSES Aps = HseS UteT Aps? nteT HSES Aps = HSES mteT Ags?
W aksjomatycznej teorii mnogosci definiuje sie pare uporzadkowana (a,b) jako zbiér
<a,b> = {{a},{a,b}}. Jakiego typu jest <a,b>, jesli a i b sa typu D7 Udowodnic,

ze tak zdefiniowane pary spelniaja warunek <a,b> = <x,y> wtedy i tylko wtedy, gdy
a=xib=uy.

Ktora z nastepujacych réwnosci

(a) ({P(B) | BS A} ={P(B) | B C A};
(b) U{P(B) | BC A} ={UP(B) | B < A},
zachodzi dla dowolnego zbioru A?

Ktora z nastepujacych réwnosci

(a) NANMAB =N(AUB);
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R 43.

) (AN B);
() UAUUB = (AU B);
(d) NAUNB =N(AUB)
() UANUB=UMANB)
() JAUUB =U(4ANB),

zachodzi dla dowolnych niepustych rodzin zbioréw A i B o niepustym przecieciu?

(b) NANNONB=NANB

)

)

Dla kazdej z nastepujacych réwnosci zbadaé czy ta réwnos$é zachodzi dla dowolnych
niepustych rodzin A i B.

(a) NAxNB=Haxpf|acANp € B};
(b)y UAxUB=U{axp|ac ANS e B},

R 44.* Dla dowolnego zbioru A, przez P (A) oznaczymy rodzine wszystkich dwuelementowych

podzbioréw zbioru A. Niech {X, Y} bedzie podziatem zbioru Po(N). Pokazaé, ze istnieje
taki nieskoniczony zbiér A, ze Po(A) C X lub Py(A) C Y.

Relacje

45.
46.
47.

48.
49.

0.
o1.
52.
93.

54.

R 55.

R 56.

Udowodnié, ze jelir Cr'isCs tor-sCr'-s.

1 1

Dla jakich relacji r € A x A zachodzg réwnosci r-r= =r~ -7 = 147

Zmalez¢ przyklad 5-elementowej relacji symetrycznej w zbiorze N. Czy istnieje 5-ele-
mentowa relacja zwrotna w N7 A 5-elementowa relacja przechodnia?

Czy relacja {(0,3),(1,3),(1,5),(4,5), (4,2)} w zbiorze {0,1,2,3,4,5} jest przechodnia?
Niech r bedzie relacja dwuargumentows w zbiorze A. Czy mozliwe jest, ze:

(a) r=t g r?

(b) r-r=r1ir jest przeciwzwrotna (tj. Vo € A(-xzrx))?

(c) r=t=A%—¢?
Udowodni¢, ze relacja r jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy r-r C 7.
Udowodnié, ze jesli relacja r w zbiorze A jest przechodnia, to r- (rUly) Cr.
Udowodni¢, ze iloczyn dowolnej rodziny relacji przechodnich jest relacja przechodnia.

Niech R bedzie taka niepusta rodzina relacji przechodnich w zbiorze A, ze dla dowolnych
r,s € R zachodzi r C s lub s C r. Udowodnié, ze s = |JR jest relacja przechodnia.

Udowodnié, ze dla dowolnej relacji r C A x A istnieje najmniejsza relacja przechodnia
zawierajaca r.

Udowodnié¢, ze dla dowolnej relacji r w zbiorze A zachodza réwnosci:

(@) rt=r.-r*=r*.p;

(b) r* =7t Uly,
gdzie T i r* to odpowiednio domkniecie przechodnie i przechodnio-zwrotne relacji .
Przestrzeniq zgodno$ci nazywamy rodzine zbioréw A, spelniajaca warunki:

(a) Jedliae Aid Catod € A

(b) Jesli B C A oraz dla dowolnych a,b € B zachodzi aUb € A to |JB € A.
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Niech A bedzie przestrzenia zgodnosci. Udowodnié, ze istnieje taka zwrotna i syme-
tryczna relacja r, ze dla dowolnego a zachodzi réwnowaznosé:
a€ A  wtedy i tylko wtedy, gdy Vazy (z,y € a — xzry).

R 57. Relacja r C A x A jest przeciwzwrotna gdy dla zadnego a nie zachodzi {(a,a) € r.
(a) Cazy zlozenie relacji przeciwzwrotnych jest relacja przeciwzwrotna?
(b) Czy iloczyn dowolnej niepustej rodziny relacji przeciwzwrotnych jest relacja prze-
ciwzwrotna?
(c) Czy suma dowolnej rodziny relacji przeciwzwrotnych jest relacja przeciwzwrotna?
R 58. Relacje 7 C A x A nazwiemy krzaczastq gdy
VYabe (arbAarc— —breA—crb)
(a) Czy zlozenie relacji krzaczastych jest relacja krzaczasta?
(b) Czy iloczyn dowolnej niepustej rodziny relacji krzaczastych jest relacja krzaczasta?
(c) Czy suma dowolnej rodziny relacji krzaczastych jest relacja krzaczasta?
(d) Niech r; krzaczaste dla i € N i niech Vij (i < j — r; Crj). Czy (J;cn7i jest relacja
krzaczasta?
Funkcje
59. Udowodnié, ze:

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.
68.

(a) jesi f: A—B,g:B—Cih:C—D,toho(gof)=(hog)of;
(b) jesli f: A =1 B,to f~lo f=idy oraz fo f~! =idp;
na

(c) jesli f: A— B, to foidg = f=idgo f.
Udowodnié, ze:

(a) jeélif:AgBorazg:BgCtogof:AgC;

() jesli f: A2 Borazg: B =5 Ctogof: A% C.
Znalez¢ obraz prostej o réwnaniu 3x — 2y = 1 i przeciwobraz okregu o réwnaniu
2?2 4+ y? = 1 przy przeksztalceniu f(z,y) = (2z +y,z — y).
Znalezé obraz kwadratu [0, 1) x (0, 1] i przeciwobraz odcinka [1, 2] przy przeksztalceniu
fla,y) = 552
Niech f : R x R —o—» R bedzie taka, ze f(x,y) = % Znalezé przeciwobrazy f~1({1})
i f=1([1,2]) oraz obraz kwadratu (1,2) x (3,4).
Funkcja f : P(A) — P(A) jest addytywna, gdy f(XUY) = f(X)U f(Y), dla dowolnych
zbioréw X, Y C A. Czy kazda funkcja addytywna ma wlasnosé¢ f(X) = ,cx f({z})?
Niech f : A —- Big: B — A. Udowodni¢, ze jeSli f o g = idy oraz go f = idp, to
funkcje f i g sa wzajemnie odwrotne.
Niech f,g: A — A. Czy z tego, ze dla dowolnego = € A zachodzi f(g(z)) = g(f(x))
wynika, ze f i g sa wzajemnie odwrotne?
Udowodnié, ze (m(a),m2(a)) = a, dla dowolnego a : D x £.
Niech f : P(N) x P(N) — P(N) bedzie taka, ze f((C,D)) = C n D, dla dowolnych
C,D C N, iniech B C N. Czy f jest réznowartosciowa i czy jest na P(N)? Znalezé
obraz zbioru P(B) x P(B) i przeciwobraz zbioru {N}, przy przeksztalceniu f.
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R 69.

R 70.

75.

76.

77.

78.
79.

80.

81.

Niech o : N x N ;> N i niech g : P(N) — (N — P(N)) bedzie taka funkcja, ze
g(A)(n) ={i e N| (n i) € A}. Udowodnié, ze funkcja g jest bijekcja.

Przypusémy, ze (N — P(N)) = U{F» | n € N}. Udowodni¢, ze istnieje taka liczba n, ze
{f(n) | f € Fn} =PN).

Podaj przyktad pary funkcji f, g : N — N spelniajacej wszystkie ponizsze warunki:

) Vo g(z) # x;

) g o g jest identycznoscia na N;

(c) fog=f;
d)

)

(e) obrazem zbioru liczb naturalnych parzystych w odwzorowaniu g jest zbiér liczb
naturalnych nieparzystych.

Niech f: R x R — R bedzie funkecja zadana wzorem f(z,y) = /z2 + 32.
(a) Jaki jest obraz zbioru A = [2,4] x [—1, 3] przy przeksztalceniu f?
(b) Ile elementéw ma zbiér (N x N) N f~1((—3,3) U {5})?
Mamy taka funkcje f : P(N x N) — P(N): 7
fr) ={k|3z3y (x,y) € " AVw (w,x) €r AV2 (y,2) € 7)}.
(a) Czy f jest réznowartosciowa?
(b) Czy f jest ,na”?
(c) Cazy istnieje relacja nieprzechodnia r, dla ktérej f(r) = {0}?

(a
(b
(

f jest funkcja na N;

. Niech ¢ : P(A) — A bedzie taka funkcja, ze dla dowolnego niepustego zbioru D C A

zachodzi ¢(D) € D i niech f,g: A =% B. Pokazaé, ze istnieje taka funkcja h: A — A,
ze foh=g.

Niech ¢ : N x N — N bedzie taka, ze ¢((n,k)) = nk, dla dowolnych n,k € N. Zbadad,
czy ¢ jest réznowartoéciowa i czy jest na N. Znalezé o(P x (N — P)), ¢ 1({10}),
e Y (N—P), o1 ({2" : n € N - {0}}), gdzie P oznacza zbiér liczb parzystych.
Niech F : NN — P(N) bedzie taka, ze F(f) = f~'({1}). Czy F jest réznowartosciowa
i czy jest na P(N)? Znalez¢é obraz zbioru funkCJl statych i przeciwobraz zbioru {{10}}.
Niech f : NN — P(N) bedzie taka, ze f(¢) = @(N). Czy f jest réznowartosciowa i czy
jest na P(N)? Znalezé f _1(8), gdzie B oznacza zbiér jednoelementowych podzbioréw N.
Udowodni¢, ze [;c; U]EJ Uf:IHJ Nicr A; £6)-
Pokazaé, ze funkcja ¢ : P(A) — P(A x B) taka, ze dla dowolnego f € P(A)B,

o(f) = {{a,b) € Ax B:ae fB)},
jest réznowartosciowa i na P(A x B).
Pokazaé, ze funkcja ¢ : P(Ax B) — P(A)? taka, ze dla dowolnych A € P(AxB), b € B,

p(A)(b) ={a € A:{a,b) € A},

jest réznowartosciowa i na P(A)5.
Niech f: A — Biniech Z C A, T C B. Pokazaé, ze Z C f~1(T) wtedy i tylko wtedy
gdy f(2) € T.

k+1 _ Kk

"Przez r* oznaczamy k-krotne zlozenie relacji r ze soba: 7° = 1, oraz r =r".r.
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82.

83.
84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

Niech A # @ i niech f : A — A. Udowodni¢, ze dla dowolnego = € A istnieje
najmniejszy zbiér Z C A taki, ze x € Z oraz f~1(Z) C Z.
Ile elementéw maja zbiory: @2, @4, A?, jezeli A # &7
Podaj przyklad funkcji f i takich zbioréw A, B, C, D, ze
FHf(A) # A, F(f~4(B)) # B, f(CnD)# f(C)n f(D).

Ktére z ponizszych zdan sa prawdziwe, a ktore falszywe?

(a) Vf e NNIBCN(fY(B) # @A B#N)

(b) 3B CNVf e NN(f~Y(B) # @ A B #N)

(c) 3f e NNVBCN(f~Y(B)# @ — B=N)

(d) VBCN3f e NN(f~Y(B)# @ — B=N)
Udowodnié, ze rodzina {A; | t € R} C P(R) spelia warunki

nteR A=, UteR A =R, vt € R(A = Us<t As)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka funkcja f: R — R, ze A, = {z € R | f(x) < t}
dla wszystkich ¢t € R.

Ktére z ponizszych stwierdzen sa rownowazne dla kazdej funkcji f:

(a) f jest réznowartosciowa;
(b) dla kazdego x € Dom(f), zbiér f({x}) jest jednoelementowys;
(c) dla kazdego = € Rg(f), zbiér f~1({z}) jest jednoelementowy?

Znalezé takie f,g : N — N, ze dla dowolnego = € N, przeciwobraz f~1({z}) jest
dwuelementowy, a przeciwobraz g~ ({z}) jest nieskoriczony.

Znalezé takie f,g : R — R, ze dla dowolnego x € R, przeciwobraz f~!({z}) jest
dwuelementowy, a przeciwobraz g~ ({z}) jest nieskoticzony.

Niech f: T — T bedzie bijekcja. Czy zawsze zachodza rownosci
Uier 4t = Uier Ay 1 Tlier At = [lier As?

Krakowskim produktem rodziny zbioréw R C P(D) nazywamy zbidr
KR={fR—-UR|VA(AEeR — f(A) € A)}.

Jesli R = {A, B} to zamiast KR piszemy A®B. Przypu$émy, ze zbiér A ma n elemen-
téw. Ile elementéw maja zbiory A®A, A®(A®A), (A®A)0(AGA), AO(A®(A®A))?

Pokazaé, ze jesli f : D 7L ¢ oraz A C & to przeciwobraz A przy przeksztalceniu f jest
tym samym, co obraz A przy przeksztalceniu f~1.

Skonstruowad:
e bijekcje f: D x (EDH) 5 (D x E) @ (D x H);

1
na
e wlozenie g : D ® (€ x H) = (Do &) x (Do H).

Niech f: D — E£ig: & — D beda takie, ze go f = idp. Pokazaé, ze f jest réznowartos-
ciowa, a ¢ jest na D. Co mozna powiedzie¢ o funkcjach f i g jesli g o f = idp oraz
fog=idg?
Niech o : C — Ai 3 : C — B. Pokazaé, ze istnieje doktadnie jedna taka funkcja
v:C — AXB,zemoy=aimoy= 0. Sformulowaé analogiczng wlasnos¢ produktu
uogolnionego.
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96.
97.

98.
99.

100.

101.

102.
103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

Jakiego typu jest produkt [[,., Ay, jesli A, : P(D) dlat: 77
Niech o : A — C i 8 : B — C. Pokazaé, ze istnieje doktadnie jedna taka funkcja
y:A®B —-C,zevyoinp=a«aiyoinyg =f.
Niech f:T — T. Udowodni¢, ze f o f = f wtedy i tylko wtedy gdy f|rg(s) = idRrg(s)-
Niech f : T — T iniech g = f|gy(s). Udowodni¢, ze f2 = f wtedy i tylko wtedy, gdy
g* = idRy(y)-
Niech n > 1. Udowodnié¢, ze funkcja f : A — A jest réznowartosciowa wtedy i tylko
wtedy, gdy f" jest réznowartosciowa.
Niech A bedzie zbiorem skonczonym i niech f: A — A. Pokazaé, ze f" o f" = f" dla
pewnego n.
Niech f: A — Ainiech f* = f dla pewnego n > 1. Udowodnié, ze f(Rg(f)) = Reg(f).
Niech f : T — T iniech f* = f dla pewnego k > 2. Pokazaé, ze Rg(f™) = Ry(f) dla
wszystkich m > 2.
Niech f: A — B. Udowodnié, ze f jest réznowartosciowa wtedy i tylko wtedy gdy dla
dowolnego C' i dowolnych g, h : C' — A zachodzi implikacja fog= foh — g=h.
Niech f: A — B. Udowodnié, ze f jest na B wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego C
i dowolnych g,h : B — C zachodzi implikacja go f =ho f — g =h.
Niech @ : C([0,1]) — Coo([0,1]) bedzie taka, ze ®(f) = f'. Czy ® jest réznowartos-
ciowa i na C ([0, 1])? Znalezé przeciwobraz zbioru wielomianéw.
Niech r bedzie jadrem funkcji f. Pokazaé, ze r jest antysymetryczna wtedy i tylko
wtedy, gdy f jest réznowartosciowa, i ze r jest spdjna wtedy i tylko wtedy gdy f jest
funkcja stata,.
Udowodnié, ze kazda (czesciowa) relacja réwnowaznosci jest jadrem pewnego (czes-
ciowego) przeksztalcenia.
Niech P'(N) = P(N) — {@} i niech f : P/(N) x P/(N) — P(N x N) bedzie taka, ze
f{C,D)) = C x D, dla dowolnych C, D C N. Czy f jest réznowartosciowa i czy jest na
P(N x N)? Znalezé f~1(P(P x P)), gdzie P oznacza zbiér wszystkich liczb parzystych.
Niech f : P(R) — P(P(R)) bedzie taka, ze f(A) = P(A), dla A C R. Czy f jest
réznowartosciowa i czy jest ,na”? Znalezé f~H(P(P(Q))) oraz f(P(Q)).
Niech I, = (a,4 4+ a), dla a € R i niech f : R — R, bedzie okre$lona przez réwnanie
f(z) = 2z. Jakimi przedzialami sa zbiory:
Uae(0,2) f(Ia) oraz ﬂae(o,l) f_l(ff(a))?

Niech f : A — B i niech F' : P(B) — P(A) bedzie okreslone tak: F(X) = f~}(X).
Pokazaé, ze funkcja f jest réznowartosciowa (na) wtedy i tylko wtedy gdy F jest na
(réznowartosciowa).
Niech ¢ : B — C'iniech ®: A® — AB bedzie taka, ze ®(f) = f o ¢ dla wszystkich f.
Zakladajac, ze A ma co najmniej dwa elementy, pokazaé, ze

(a) @ jest réznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest ,na”;

(b) ® jest ,na” wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest réznowartosciowa.
Dla a € N okreslamy a* : (N — N) — N wzorem a* = Af. f(a). Czy funkcja Aa:N.a*
jest réznowartosciowa i czy jest na (N — N) — N?
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R115.

R116.

R117.

118.

R119.

R120.

R121.

R122.

Funkcja F': (N — P(N)) — P(N) jest okreslona warunkiem F'(z) = (J{z(i) | i € N}.

(a) Czy F jest funkcja réznowartosciowa?

(b) Czy F jest na P(N)?

(c) Czy istnieje taki zbiér A C N, ze F~1({A}) jest zbiorem jednoelementowym?

(d) Czy istnieje taki zbiér A C N, ze F~1({A}) jest zbiorem czteroelementowym?
Zbiér T C P(N) x N jest dobry, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych a, b, x:

z tego, ze (a,z) € T 1 (b,x) € T oraz a C b wynika a = b.
Funkcja @ : {T' C P(N) x N | T jest dobry} — (P(N) — P(N)) jest okreslona tak:
O(T)(a)={xeN|Tb(bBCaA(bx)eT)}.
(a) Czy @ jest na P(N) — P(N)?
(b) Czy istnieje takie T', ze
i O(T) = idp(y)?
ii. ®(T) jest funkcja stata?

(c) Czy @ jest funkcja réznowartosciowa?
Podaé przyklad takiej funkcji f : N — N i zbioru X C N, aby funkcja g : N — P(N),
okreslona wzorem

g(i) = F(X),
gdzie f~(X) oznacza przeciwobraz X przy przeksztalceniu f?, byla réznowartosciowa.
Niech ¢ : (N — N) — P(N )P(N) bedzie okreslona w nastepujacy sposéb:
e(N)(A) = f1(A).

(a) Czy funkcja ¢ jest réznowartosciowa?
(b) Czy funkcja ¢ jest na?

(¢) Znalezé ¢ ({idp) })-

(d) Czy istnieje funkcja f € Rge, ktéra jest réznowartosciowa? Czy kazda funkcja

f € Rgyp jest réznowartosciowa?
Niech ¢ : (R — R) — P(R) bedzie okreslona nastepujaco: ¢(f) = f~1(IQ), gdzie
IQ =R — Q. Zbadaé, czy funkcja ¢ jest réznowartosciowa i czy jest na P(R).
Niech ¢ : N — P(N x N) bedzie zdefiniowana nastepujaco:
e(n) ={(z,n) |z <njU{(n,y) | n <y}

(a) Znalezé przeciwobraz ¢~ !(7), gdzie T to rodzina wszystkich relacji przechodnich.
(b) Czy U ¢(N) jest relacja przechodnia w N7
Niech ¢ : N — P(N x N) bedzie zdefiniowana nastepujaco:

e(n) ={(n,z) | n <z <2n}U{(y,2n) [n <y < 2n}.

(a) Znalezé ¢~ (T), gdzie T to rodzina wszystkich relacji przechodnich.

(b) Czy |J¢(N) jest relacja przechodnia w N?
Niech ¢ : (N — N) — P(N) bedzie funkcja okreslona wzorem ¢(f) = f(P), gdzie P to
zbior wszystkich liczb pierwszych.

(a) Czy ¢ jest na P(N)?

(b) Czy ¢ jest réznowartosciowa?

(¢) Dla dowolnych A, B C N — N okreslamy zbiér Ae B={fog | f € AANg € B}.

Niech C' = ¢~ }(P(P)). Udowodni¢, ze C o C = C.
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Relacje réwnowaznosci

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

Czy istnieje taka relacja réwnowaznodci r w zbiorze N, ktora ma 22 klasy abstrakcji,
a kazda klasa abstrakcji ma 37 elementéw?

Czy istnieje taka relacja rownowaznosci r w zbiorze N, ktéra ma 2 klasy abstrakcji po 17
elementéw, 5 klas po 33 elementy i jedna klase nieskonczona?
Czy istnieje taka relacja réwnowaznosci » w zbiorze N, ktéra ma nieskonczenie wiele
nieskonczonych klas abstrakcji?
Ktére z ponizszych rodzin podzbioréw plaszczyzny sa zbiorami klas abstrakcji pewnych
relacji réwnowaznosci w R x R?

(a) rodzina wszystkich parabol o réwnaniach y = 22 + ¢, dla ¢ € R?

(b) rodzina wszystkich prostych o réwnaniach y = cz, dla ¢ € R?

(c) rodzina wszystkich hiperbol o réwnaniach y = cz~!, dla ¢ # 0?

Niech A bedzie niepustym zbiorem i niech f: A — A.

(a) Udowodnié, ze jesli f jest réznowartosciowa to relacja r C A x A, dana warunkiem
ary & IneN(fM(z)=yV ['(y) =2)
jest relacja réwnowaznosci.
(b) Czy prawdziwe jest twierdzenie odwrotne, tj. czy jesli r jest relacja réwnowaznosci
to f musi by¢ réznowartosciowa?
(c) Podaé przyktad takich A i f, ze r ma nieskoriczenie wiele skoriczonych klas ab-
strakcji, kazda o innej liczbie elementéw. (Mozna zrobié¢ rysunek.)

Rozpatrzmy nastepujaca relacje w N x N:

(m,n) ~(m',n’) wtedy i tylko wtedy, gdy m +n'=m'+n.
Nie korzystajac z pojecia liczby catkowitej, udowodnié, ze jest to relacja réwnowaznosci.
Nastepnie udowodnié, ze jesli (m,n) ~ (m’,n’) i (my,n1) ~ (m},n}), to:

(8) (m+mun+m) ~ (m +mh,n +n));

(b) (mmy 4+ nni,mny +nmy) ~ (m'mj + n'nl,m'n} +n'm!);

(C) <77,, m> ~ <n/’ml>'
Niech Z[z] oznacza zbiér wszystkich wielomianéw zmiennej x o wspélezynnikach catko-
witych i niech r bedzie taka relacja w zbiorze Z[x|, ze (f, g) € r zachodzi wtedy i tylko
wtedy gdy réznica f — g ma wszystkie wspotczynniki parzyste. Pokazaé, ze r jest relacja
réwnowaznoéci. Wskazaé trzy rozne klasy abstrakcji.

Niech s bedzie taka relacja w zbiorze QY, ze (f, g) € s zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy
réznica f — g jest zbiezna do zera. Pokazaé, ze s jest relacja rownowaznosci. Wskazaé
trzy rozne klasy abstrakcji.

Niech s bedzie taka relacja w zbiorze ZN, ze (f, g) € s zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy
InvVm(m > n — f(m) = g(m)). Pokazaé, ze s jest relacja réwnowaznosci. Wskazaé
trzy rozne klasy abstrakcji.

Niech 7 C N x N bedzie relacja réwnowaznosci w zbiorze N, i niech f: N x N — P(N)
bedzie taka, ze f((z,y)) = [z], U [y],, dla dowolnych z,y € N. Czy funkcja f jest
réznowartosciowa? Czy jest na P(N)? Znalezé f~1({[3],}) oraz f(r).
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133.

134.

135.

136.

137.

138.
139.

140.

141.

142.

143.

144.

Niech » € N x N bedzie relacja réwnowaznosci w zbiorze N, i niech f : N x N — P(N)
bedzie taka, ze f((z,y)) = [z], N [y], , dla dowolnych z,y € N. Czy funkcja f jest
réznowartosciowa? Czy jest na P(N)? Znalezé f~1({[3],}) oraz f(N x N — 7).

Niech R bedzie niepusta rodzing relacji rownowaznosci w zbiorze A taka, ze dla dowol-
nych r, s € R zachodzi r C s lub s C r. Udowodnié¢, ze s = [J R jest relacja réwnowaz-
noéci, oraz ze [als = J,cra]r, dla dowolnego a € A.

Niech r1,79 beda takimi relacjami réwnowaznosci w zbiorze A, ze r1 Nro = idy oraz
r1 -9 = A X A. Znalezé bijekcje z A/r1 x A/re do A.
Niech 71,79 beda relacjami réwnowaznosci w zbiorze A. Czy z tego, ze A/r1 = A/re
wynika, ze 1 = ro? Pokazaé, ze zbiér {u C A : Ja € A(u = [a],, N [al]y,)} jest zbiorem
klas abstrakcji pewnej relacji rownowaznosci w zbiorze A. Co to za relacja?
Niech R i S beda relacjami réwnowaznosci w zbiorze N wszystkich liczb naturalnych
i niech funkcja f : N — P(N) bedzie taka, ze f(z) = [z]g N [z]s, dla dowolnego x € N.
Udowodnié¢, ze f jest réznowartosciowa wtedy i tylko wtedy gdy R N S jest relacja
identycznosciowa,.
Czy iloczyn dwéch relacji réwnowaznosci musi (moze) byé pusty?
Niech rodzina F C P(N) spelnia warunki (taka rodzine nazywamy filtrem):

(a) F # @ oraz F # P(N);

(b) dla kazdych X,Y € F zachodzi X NY € F;

(c) dla kazdego X € F ikazdego Y O X zachodzi Y € F.
Udowodnié, ze relacja r C P(N) x P(N) taka, ze

arb = 3JfeFlanf=bnyf)
jest relacja réwnowaznosci. Znalezé klase abstrakeji [N],.
Niech f: A — B, gdzie A, B sa niepustymi zbiorami i niech r bedzie relacja réwnowaz-
nosci w zbiorze B. Okredlamy relacje réwnowaznosci s w zbiorze A warunkiem:
asb wtedy i tylko wtedy gdy fla) r f(b)

Czy zawsze zachodza inkluzje:

(a) f([als) € [f(a)lr;

(b) [f(a)lr € f([a]s)?
Niech f : A — B i niech r bedzie relacja réwnowaznosci w zbiorze A. Okredlamy
relacje s w zbiorze B warunkiem:

asb wtedy 1 tylko wtedy gdy dr,y e A(f(z) =aAN fly) =bA {(x,y) €T).
Jaka musi byé¢ funkcja f, aby s byla relacja réwnowaznosci w B?
Niech f: A — A. Czy relacja r = {(a,b) € A x A | Im,n € N(f™(a) = (b))} jest
relacja réwnowaznosci w A?
Niech R bedzie zbiorem wszystkich relacji réwnowaznosci w N i niech f : R — P(N)
bedzie taka, ze f(r) = [1],, dla dowolnego r € R. Znalez¢ | J,cr f(7) i ,er f(r)-
Niech R bedzie jak w zadaniu 143 i niech f: R — P(P(N)) bedzie taka, ze f(r) = N/,,
dla dowolnego r € R. Znalez¢ J, o f(r) i[,er f(r). Czy f jest réznowartosciowa, czy
jest ,na”? Znalezé f(R) oraz f1({Z CP(N): Z=1})i f1({{Z € P(N) : Z = 1}}).
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145.

R146.

147.

148.

149.

150.

R151.

R152.

R153.

= [0]»

Niech R bedzie jak w zadaniu 143 i niech f : R — P(N) bedzie taka, ze f(r) 1],
u P(N) — {o}.

Zbadaé, czy f jest réznowartosciowa, znalezé f(R) i przeciwobraz zbior

Niech Z C N. Okreslamy relacje Rz C P(N) x P(N) nastepujaco:
(X,Y) € Rz wtedy i tylko wtedy, gdy XUZ =Y U Z.

Niech R bedzie zbiorem wszystkich relacji réwnowaznosci w P(N). Funkcja f : P(N) —= R
jest okreslona warunkiem f(Z) = Ryz.

(a) Czy funkcja f jest réznowartosciowa?

(b) Czy funkcja f jest na R?

(¢) Znajdz 1~ ({idpg}) 1 L ({PN)).
Niech r C P(N) x P(N) bedzie taka relacja réwnowaznosci, ze X rY wtedy i tylko wtedy
gdy istnieje skoniczony zbiér Z o wlasno$ci X U Z =Y U Z. Sprawdzié, ze r jest relacja

réwnowaznosci. Znalezé [@];.

Niech r i s beda takimi relacjami réwnowaznoéci w zbiorze A, ze ich suma r U s tez jest
relacja réwnowazno$ci. Pokazaé, ze dla dowolnego x € A:

[z]rus = U{[yls - y € [}
Udowodnié, ze jesli r1, ro sa relacjami réwnowaznosci w A to
(7“1'7“2):A><A < (Tz-Tl):AXA.
Niech r bedzie relacja w zbiorze Q liczb wymiernych, okreslona tak: xry wtedy i tylko
wtedy gdy = =y - t2, dla pewnej wymiernej liczby ¢ # 0. Udowodnié, ze to jest relacja
réwnowazno$ci, i ze ma nieskoriczenie wiele klas abstrakcji.
Ustalmy k € N — {0}. Okreslamy relacje rx,r C Z X Z w nastepujacy sposob:
(x,y) €t wtedy i tylko wtedy, gdy z i y sa parzyste i x — y jest podzielne przez k;
(x,y) er wtedy i tylko wtedy, gdy = i y sa nieparzyste oraz x -y > 0.
(a) Udowodnié, ze relacja px, = 1 Ur jest relacja réwnowaznosci.
(b) Cazy istnieje takie x € Z, ze [z],, ma dokladnie k elementéw?
(c) Ile elementéw ma zbiér ilorazowy Z/,, , gdy:
i. k=47
ii. k=237
Niech ¢ : (R — R) — P(R) bedzie okreslona tak: ¢(f) = f~(IQ) (por. zadanie 119).

(a) Czy r={(f,9) | Q C o(f) Np(g)} jest relacja réwnowaznosci w R — R?
(b) Czy s ={(f,9) | ¢(f) x &(g) jest relacja réwnowaznosci w R} jest relacja réwno-
waznosci w R — R?
Niech @ : (N — N) — (P(N) — P(N)) bedzie taka, ze
(f)(A) = fH(f(A)),

dla wszystkich f : N —-Ni A CN.

(a) Czy funkcja ® jest réznowartosciowa?

(b) Czy funkcja ® jest na zbiér P(N) — P(N)?

(¢) Znalezé przeciwobraz ® ' ({idp(y)})-

(d) Udowodnié¢, ze dla dowolnego f : N — N istnieje taka relacja réwnowaznosci

r C N x N, ze dla wszystkich A C N zachodzi
(f)(A) =Utlalr [ a € A}
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154. Zalézmy, ze relacja r C D x D jest zwrotna. Niech
rm={{z,y): DxD|Vz((xrz—yrz)A(zrz < zry))}.
Pokazaé, ze r~ jest relacja rownowaznosci oraz r~ C r. Udowodnié, ze r = r~ wtedy
i tylko wtedy, gdy r jest relacja réwnowaznosci.

R155. Niech R oznacza rodzine wszystkich relacji réwnowaznosci w zbiorze N liczb naturalnych
i niech funkcja F': R — (N x N — N) bedzie dana wzorem
F(R)(m,n) = min{|z — y| | mRx A yRn}.
(a) Zbadaé, czy funkcja F' jest réznowartosciowa i czy jest na N x N — N.
(b) Ktére z nastepujacych zbioréw sa niepuste:
i. Przeciwobraz zbioru wszystkich funkcji statych;
ii. Przeciwobraz zbioru wszystkich funkcji réznowartosciowych;
iii. Przeciwobraz zbioru wszystkich funkcji na N7
R156. Niech r C (N — N) x (N — N) bedzie okreélona w nastepujacy sposéb:
(f,g)€r wtedy i tylko wtedy, gdy f(N) = g(N).
(a) Udowodni¢ jednym (krétkim!) zdaniem, ze r jest relacja rownowaznosci.
(b) Znalez¢ klasy [Az 1], 1 [idn],.
(c) Czy zbiér wszystkich funkeji réznowartosciowych jest klasa abstrakeji tej relacji?
(d) Czy istnieje dwuelementowa klasa abstrakcji?
(e) Cazy iloraz (N — N)/r jest skoriczony?
R157. Niech Parz oznacza zbiér liczb naturalnych parzystych i niech r C (N — N) x (N — N)
bedzie okreslona w nastepujacy sposéb:
(f,g)er wtedy i tylko wtedy, gdy f~Y(Parz) = g~ (Parz).
(a) Udowodni¢ jednym (krétkim!) zdaniem, ze r jest relacja réwnowaznosci.
(b) Znalez¢ klasy [Az 2], 1 [idy],-
(¢) Czy zbiér wszystkich funkcji ,na N” jest klasa abstrakcji tej relacji?
(d) Czy istnieje jednoelementowa klasa abstrakeji?
R158. Niech f,g : A — A beda takimi funkcjami, ze fog = go f. Rozpatrzmy relacje
r={{z,y) € AxA[In,meN. f*(¢g"(x)) = ["(g"(y))}.
(a) Udowodni¢, ze r jest relacja réwnowaznosci.
(b)
(©)

Udowodnié¢, ze r = 14 wtedy i tylko wtedy, gdy f i g sa réznowartosciowe.
Czy w przypadku A = N mozna tak okresli¢ f i g, aby relacja r miata nieskorniczenie
wiele nieskoniczonych klas abstrakcji?

R159. Niech » € A x A bedzie taka relacja, ze ,y,z [r(z,y) A r(x,2) — 7(y,2)] i niech
s =rUr~!. Udowodnié, ze:

(a) Suma 14 U (s-s-s) jest relacja réwnowaznosci.
(b) Jesli r jest przechodnia, to 14 U (s - s) jest relacja réwnowaznosci.
(c) Jesli r jest symetryczna, to 14 U s jest relacja réwnowaznosci.

Typy indukcyjne

R160. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb m, k,l € N:
(a) m+(k+1)=m+k)+1;
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161.

162.
163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

(b) jesli m+k =m to k = 0;
(c) Jeshk—i-l—()tok:—o
(d) m+0=
(e) s(m )+k—m+s(k)
(f) m+k=k+m.
Udowodnié¢, ze w C v zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
e w=c¢, lub
e w=aw',v=av, dla pewnych w', v, oraz w’ C v/, lub
e w=>bw', v=>bv,dla pewnych w',v’, oraz w' C v'.
Pokazaé, ze w C v zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy w(n) = v(n) dla n < |w|.
Niech w C v oznacza, ze v = u - w, dla pewnego u (porzadek sufiksowy). Udowodnié,

ze dla dowolnego alfabetu A, relacja C jest porzadkiem czesciowym w A*. Pokazaé, ze
w C v wtedy i tylko wtedy, gdy albo w = v albo v = av’, gdzie a € A oraz w C v'.

Suma prosta D @& £ moze byé¢ uwazana za typ indukcyjny. Jakie sa tu konstruktory
i jaka zasada indukcji? A schemat definiowania przez indukcje?

Typ jednostkowy Unit ma tylko jeden element o. Czy Unit mozna uwazaé za typ induk-
cyjny? Skonstruowaé z niego typy skonczone o dowolnej liczbie elementéw.

Zdefiniowaé przez indukcje operacje Aw.w’ odwracania slowa (tak aby na przyklad
(baba)® = abab). Udowodnié przez indukcje, ze (w!?)F = w, dla dowolnego stowa w.

Zdefiniowa¢ przez indukcje nastepujace operacje na listach:
(a) Dopisanie liczby n na koricu listy;
(b) Usuniecie ostatniego elementu listy;
(¢) Odwracanie listy, itp.
Typ wartosci logicznych Bool mozna utozsamiaé z sume prosta UnitéUnit a zatem za typ

indukcyjny. Uogdlnié te obserwacje na typy skonczone o dowolnej liczbie argumentéw.
Sformutowaé dla takich typéw zasade indukcji i schemat definiowania przez indukcje.

Skoriczone drzewa binarne to elementy typu indukcyjnego z jednym konstruktorem
dwuargumentowym " i jedna stala o. Sformulowaé dla tego typu zasade indukcji
i schemat definiowania przez indukcje. Zastosowaé ten schemat do definiowania ta-
kich funkcji jak ,lewe poddrzewo drzewa t”, ,liczba wierzchotkéw drzewa t”, ,,wysokos¢
drzewa t” itd.

Zdefiniowa¢ typ indukcyjny skonczonych drzew binarnych etykietowanych liczbami na-
turalnymi, sformutowaé dla tego typu zasade indukcji i schemat definiowania przez in-
dukcje. Zdefiniowaé funkcje ,,suma etykiet drzewa t”.

Moce zbioréw

171.

Okresli¢ bijekcje pomiedzy nastepujacymi zbiorami:

(a) Odcinek otwarty (0,1) i cala prosta R;

(b) Odcinek otwarty (0, 1) i odcinek domkniety [0, 2];

(¢) Zbiory N1i{0,1}%

(d) Plaszczyzna R? i sfera {{x,y,2) € R? | 22 +y? + 22 = 1};
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172.
R173.
174.
175.
176.

177.

178.

179.

180.

181.

182.

183.*

184.

185.

186.

187.

188.

189.

190.

(e) Kolo {(z,y) € R? | 22 +4? < 1} i kwadrat {(z,y) € R? | |z| + |y| < 2}.
CzyjesSi A~ BtoA—B~B—A? Aczyjesi A—B~B—Ato A~ B?
Udowodnié, ze jesli A1 B sa réwnoliczne, to P(A) x P(B) ~ {0,1,2,3}4.

Jakiej mocy jest zbiér punktéw lezacych na powierzchni kuli?

Jakiej mocy jest zbiér punktéw lezacych na powierzchni bocznej stozka?

Jakiej mocgf jest podzbiér plaszczyzny ograniczony krzywymi o réwnaniach y = 22
iy=1—x°7

Niech P bedzie zbiorem wszystkich prostokatow na plaszczyznie i niech r bedzie relacja
podobieristwa prostokatéw (jest to relacja réwnowaznosci w zbiorze P). Znalezé moc
zbioru ilorazowego P/r. Jakiej mocy sa klasy abstrakeji relacji r?

Niech f : R? — R. Udowodnié, ze dla pewnego z € R zbiér f~1({x}) nie zawiera zadnej
kuli.

Udowodnié, ze zbiér A jest nieskonczony wtedy i tylko wtedy gdy

Ve AN 3B € P(A) (B # ) A (B £ A) A (f(B) C B)).
Udowodni¢, ze jesli A jest dowolnym zbiorem parami roztacznych przedzialéw na prostej,
to Z < No.

Udowodnié¢, ze zbiér punktéw nieciagtosci funkcji rosnacej z R do R jest co najwyzej
przeliczalny.

Czy zbiér ekstreméw wiasciwych funkcji ciagtej z R do R moze by¢ nieprzeliczalny?

Czy zbidr zer funkcji ciaglej z R do R moze by¢ nieprzeliczalny, gdy funkcja nie jest
stata na zadnym przedziale?

Zmnalez¢ moce zbioréow ilorazowych i moce klas abstrakcji relacji réwnowaznosci rozwa-
zanych w zadaniach 130-131.

Czy istnieje taka funkcja f : R? — R, ze dla kazdego € R zbiér f~({z}) jest:
(a) odcinkiem?
(b) kwadratem?
Niech relacja réwnowaznosci r C R? bedzie taka, ze:
VeeRIe>0((x —e,z+¢) C [x]).
Co mozna powiedzie¢ o mocy zbioru R/r?

Niech A C R bedzie taki, ze:
Vee AJe >0(AN(z —e,z+¢) = {x}).
Co mozna powiedzie¢ o mocy zbioru A?

Czy istnieje taka relacja réwnowaznosci r w zbiorze R, ktérej kazda klasa abstrakeji jest
mocy Ng, oraz

(a) R/r = @2
(b) R/r = Ro?

Czy istnieje taka relacja rownowaznosci » w zbiorze R, ktoérej kazda klasa abstrakcji jest
mocy continuum, oraz R/ jest zbiorem (a) przeliczalnym?  (b) nieprzeliczalnym?

Ktére z ponizszych zdan sa prawdziwe, a ktére falszywe?
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191.
192.
193.

194.
R195.
196.
197.

198.
199.

200.

201.

202.

203.

204.

205.

206.

R207.

208.

(a) Jesli f: A2 B oraz f(A) # B to A < B.
(b) Jesli A< BiC+#@toAxC<BxC.

Czy produkt przeliczalnej rodziny zbioréw przeliczalnych musi by¢ przeliczalny?

Zmalez¢ moc zbioru wszystkich czteroelementowych podzialéw zbioru R.

Udowodni¢, ze na plaszczyznie istnieje okrag, ktérego kazdy punkt ma przynajmniej
jedna wspétrzedna niewymierna,.

Zmnalez¢ moc zbioru wszystkich ciagéow liczb wymiernych, ktére sa zbiezne do zera.
Zmalez¢ moc zbioru wszystkich funkeji ciagtych z R do R.
Zmalez¢ moc zbioru wszystkich otwartych podzbioréw proste;j.
Obliczy¢ moce zbioréw:

(a) X ={A: ACRi A ma element najmniejszy i najwiekszy};

(b)) Y={A: ACZiAma element najmniejszy i najwiekszy};

(¢) Z={A: ACQi A ma element najmniejszy i najwiekszy}.
Niech R bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze Z. Znalezé moc zbioru R.
Ktére z nastepujacych zbioréw sa réwnoliczne:

QxZ, RxQ, R-Q, 2V, 2R PR x 7), Unmen N7
Ktére z nastepujacych zbioréw sa rownoliczne:
Z, RN, QY, R xR, {0,1}*, {0,1}, P(Q), P(R)?
Relacja réwnowaznosci R w zbiorze NV jest okreslona nastepujaco:
R={(f,9):Vn(f(2n) = g(2n))}.

Podaé¢ moc zbioru wszystkich klas abstrakcji relacji R, oraz moc kazdej klasy.
Znalezé moc zbioru C' = {X € P(R) : X N Q jest skonczone}.
Niech A = 2¢. Udowodnié, ze istnieje f : A —— A, taka ze zbiér {reA:z=f(x)}
jest mocy €. "
Niech 4 = 2¢. Udowodnié, ze istnieje f : A -5 A, taka e zbiér {reA:x+# f(x)}
jest mocy €. "

Niech R bedzie zbiorem wszystkich relacji réwnowaznosci w zbiorze N. Okredlamy
relacje rownowaznosci p w zbiorze R warunkiem: rypre wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory
N/r1 1 N/ry sa réwnoliczne. Znalezé moc R/p, oraz moc [r|,, gdzie mrn zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy 2|mn(n + 1)

Niech r bedzie relacja réwnowaznosci w zbiorze Q okredlong tak: zry wtedy i tylko

wtedy gdy x2 4+ y% # 0 lub 2y = 0. Znalezé moc zbioru Q/r oraz moce klas abstrakcji.

W zbiorze R[z] wszystkich wielomianéw jednej zmiennej o wspélczynnikach rzeczy-
wistych okreslamy relacje réwnowaznosci r:

frg wtedyitylko wtedy, gdy f — g jest funkcja liniowa,.
Zmnalez¢ moc zbioru ilorazowego relacji r i moc kazdej klasy abstrakcji.
Pokazaé ze jesli A=moraz 0 # n < m, to istnieje relacja réwnowaznosci r w zbiorze A

spetniajaca warunek A/r = n.
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209.

210.

211.

212.

213.

214.

R215.
216.

R217.
218.

219.
R220.

R9221.

R92929.

R92923.

R224.
225.
R226.

227.

228.

Niech Ng < n < m = A Udowodnié, ze istnieje taka funkcja f : A =1 A, ze zbidr
na

{r € A|xz# f(x)} jest mocy n.

Jakiej mocy jest zbiér wszystkich skoriczonych (nieskoriczonych, przeliczalnych, mocy €)

podzbioréw R?

Niech ¢ : Z[x] x R — R bedzie taka, ze ¢({p, 7)) = p(r). Jaka jest moc zbioru ¢~} (Q—7Z)

i zbioru Z[x] x R /kerp? Udowodnié, ze jesli X1, X2 C R oraz X1NZ i X2NZ sa niepuste,

to zbiory o~ 1(X1) i ¢ 1(X2) sa réwnoliczne.

Podzbiér W zbioru liczb wymiernych Q nazywamy wypuktym, jesli dla dowolnych trzech

liczb wymiernych a < b < ¢, jedli a,c € W, to takze b € W. Ile jest wszystkich
podzbioréw Q, ktore sa wypukte? Ile jest podzbioréw, ktére nie sa wypukte?

Niech X # & bedzie ustalonym zbiorem i niech a € X bedzie ustalonym elementem.
W zbiorze P(X) okreslamy nastepujaca relacje réwnowaznosci: A ~ B wtedy i tylko
wtedy gdy A = B lub a ¢ AUB. Zbadaé¢ moc P(X)/~, w zaleznosci od mocy zbioru X.

Czy istnieje zbiér mocy mniejszej niz zbior jego wszystkich skonczonych podzbioréw?
Czy istniejq takie zbiory A i B, ze A< ﬁ, ale AP i B4 sa réwnoliczne?

Jakiej mocy jest zbior wszystkich funkcji okresowych z Z do Z? A zbiér wszystkich
funkeji okresowych z Q do Q7 (Przyjmujemy, ze funkcja f : X — X jest okresowa,
jezeli nie jest stala, oraz istnieje takie d € X, ze d > 0 i dla dowolnego = € X zachodzi

flz+d) = f(z).)
Jakiej mocy jest zbiér wszystkich wypuklych podzbioréw R??

Ile jest wszystkich relacji przechodnich R C N x N7 Ile jest relacji symetrycznych?
Zwrotnych? Relacji réwnowaznosci?

Ile jest funkcji z N do N:  (a) nierosnacych?  (b) niemalejacych?

Jakiej mocy jest zbiér F tych wszystkich funkcji f : P(N) — P(N), ze dla kazdego
skoniczonego Z C N wartosé¢ funkeji f(Z) tez jest skoniczona?

Funkcja f: Z — {0,1} jest okresowa, gdy istnieje takie k € N—{0}, ze f(z) = f(z+k)
dla kazdego = € Z. Wykazaé, ze zbidér funkcji okresowych z Z w {0,1} ma moc Ny.

Udowodnié¢, ze jesli w rodzinie podzbioréw zbioru liczb naturalnych kazde dwa rézne
zbiory maja co najwyzej jeden element wspdlny, to rodzina ta jest przeliczalna.

Czy teza zadania 222 pozostaje prawdziwa przy zalozeniu, ze:
(a) kazde dwa rézne zbiory z danej rodziny maja co najwyzej k wspélnych elementéw?
(b) kazde dwa rézne zbiory z danej rodziny maja skoriczony iloczyn?

Jakiej mocy jest zbiér funkcji monotonicznych z R w R ?

Jakiej mocy jest zbiér wszystkich funkcji réznowartosciowych z R do R?

Znalez¢ moc zbioru wszystkich funkeji réznowartosciowych z N do P(N) i moc zbioru
wszystkich surjekcji z N na P(N).

Jakiej mocy jest rodzina wszystkich tych relacji rownowaznosci w N, ktére maja skon-
czenie wiele klas abstrakcji?

Jakiej mocy jest rodzina wszystkich tych relacji rownowaznosci w N, ktére maja tylko
skoniczone klasy abstrakcji?



1 pazdziernika 2011, godzina 0:17 strona 20

229.

230.

231.

R232.

233.
R234.

R235.
236.

237.

R238.
R239.

R240.

Ro41

R242.

R243.
Ro44.

R945.

Dla a € N okreslamy C, = {(z,y) € R? : axz < y < (a + 1)z}. Znalezé moc kazdego
ze zbioréw C,. Czy istnieje takie X i takie r, ze X/r = {C, : @ € N}?7 Jedli tak, to
znalezé X. Co sie zmieni, jedli przyjmiemy C, = {(z,y) € R? : |az| < |y| < |(a + 1)z|}?
Ktére ze zbioréw A, B, f, Rg(f) sa réwnoliczne dla dowolnej funkeji f : A — B? Ktére
sa rownoliczne pod warunkiem, ze funkcja f jest réznowartosciowa? (Gdy jest ,na”?
Gdy jest i taka i taka?)

Czy istnieje taki zbiér X, ze |P(X)| = No? A taki, ze | XX| = Rp? A moze istnieje taki,
ze |NX| = Rg?
Niech A bedzie zbiorem (niekoniecznie wszystkich) ciagéw dodatnich liczb naturalnych

o tej wlasnosci, ze dla kazdego ciagu liczb dodatnich aq, as, ... (niekoniecznie nalezacego
do zbioru A) istnieje w A taki ciag by, bo, ..., ze lim 2—" = o0. Udowodnié, ze |A| > No.

n—oo °n
Tle jest takich funkeji f : N — N, ze kazdy zbiér f~1({n}) jest skoficzony?
Niech j,ﬁ < €. Pokazaé, ze AUB < €.
Niech A < € i B < Ry. Pokaza¢, 7e A x B < €.

W zbiorze R — R okreslamy relacje rownowaznosci r, przyjmujac frg wtedy i tylko
wtedy, gdy f|lo = g|g. Ile klas abstrakcji ma relacja r i jakie sa ich moce?

Dwa prostokaty na plaszczyznie sa w relacji » wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje prze-
suniecie przeksztalcajace jeden na drugi. Ile klas abstrakcji ma relacja r i jakie sg ich
moce?

Jaka jest moc zbioru F = {f € RR | ¢(f) = No}, jedli ¢ jest funkcja z zadania 1197
Relacja réwnowaznosci » w zbiorze N — {0} jest okreslona tak:

(m,n) €r <= min maja te same dzielniki pierwsze.
Ile klas abstrakeji ma relacja r i jakie sa moce tych klas?
Funkcja f : N — N jest uporczywa, gdy spelia warunek

Vn € NVm e N3k e N(k > mA f(k) =n).

Jakiej mocy jest zbiér U wszystkich funkcji uporczywych?
¥ Relacja réwnowaznosci w R ma przeliczalng liczbe klas abstrakcji. Udowodnié, ze co

najmniej jedna z nich jest mocy continuum

Niech R oznacza rodzine wszystkich relacji réwnowaznoséci w N. Wiadomo, ze R jest
mocy continuum. Jakiej mocy sa zbiory:

(a) A={reR|[0, =N—-{7}}?

(b) B={reR|[0],=N—{7,49}}7

(c) C={reR|[[0],={7,49}}7
Jakiej mocy jest zbiér F wszystkich funkcji z N do N majacych skonczony zbiér wartosci?
Funkcje f : N — N nazywamy zygzakiem, gdy spelia warunek

Vo > 0((f(z) > f(z —1) = f(z) > flz+ 1) A (f(z) < f(z—1) = f(z) < flz+ 1))
Jakiej mocy jest zbior wszystkich zygzakéw?

Jaka jest moc zbioru A = {f : N — N | Vz. f(z) < x}? Jakiej mocy sa podzbiory
B={feA| fjestnaN}iC={fe€ A| f jest r6znowartosciowa}?
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246.

Ro47.

R248.

R249.
R250.

R951.

R9252.

Znalezé moc zbioru wszystkich laricuchéw maksymalnych w zbiorze {0,1}* z relacja
porzadku prefiksowego.

Niech ~ bedzie relacja réwnowaznoséci w zbiorze NV okreslong nastepujaco:
f~g wtedy itylko wtedy, gdy |f(n) — g(n)| jest ograniczone.

Jaka jest moc zbioru NV/_ ?

Niech f: P(N) — N bedzie zadana wzorem

10 ={
gdzie [ [, x z to iloczyn wszystkich elementéw X . Jaka jest moc zbioru A = P(N) /ier(p) ?
Jaka jest moc zbioru B={f: N—= N | (Vn: N f(n) <n) A (Ym: N3In: N f(n) >m)}?
Niech R C P(N x N)?2 bedzie nastepujaca relacja réwnowaznosci:

min X, gdy X nieskonczony;
erX x, gdy X skoriczony,

(r,s) e R & 3dm(n:N AN AV, y € N({(z,y) € r — (w(x),7(y)) € 5)).
na

Jakiej mocy jest zbiér P(N x N)/gr?

Zbiory A, B C R? sa w relacji » wtedy i tylko wtedy, gdy réznica symetryczna A~ B
jest zawarta w pewnym kole.®

(a) Udowodni¢, ze r jest relacja réwnowaznosci.

(b) Jakiej mocy sa klasy abstrakeji relacji r?

(c) Jakiej mocy jest rodzina wszystkich klas abstrakeji relacji r?

Jakiej mocy jest zbior F tych wszystkich funkcji f : N — N; ze dla dowolnych m,n € N
zachodzi réwnosé:

(a) f(m+mn) = f(m)+ f(n);
(b) f(m-n) = f(m)- f(n);
(c) f(m™) = f(m)I")?

Porzadki czesciowe

253.

254.

255.

256.

R257.

Podaé¢ przyklad zbioru cze$ciowo uporzadkowanego, z dwoma elementami maksymal-
nymi i jednym minimalnym, bez elementu najmniejszego i z takim czteroelementowym
antytancuchem, ktory jest ograniczony z géry ale nie ma kresu gérnego.

W zbiorze {2,3,4,5,6,8,9,12,24}, uporzadkowanym czesciowo przez relacje podziel-
nosci (m =< n wtedy i tylko wtedy gdy n = m - k, dla pewnego k) wskaza¢ wszystkie
elementy minimalne, maksymalne, najwigksze i najmniejsze. Czy istnieja w tym zbiorze
trzyelementowe lanicuchy lub antytancuchy?

Wskazaé elementy minimalne, maksymalne, najwicksze i najmniejsze w zbiorze
{{1,2,3,4,6},{3},{1,2,3,4,5},{2,3,3,5,2},{3,4,2,4,1},{2,1,2,2,1},{2,1,2,1}},

uporzadkowanym przez inkluzje.

Zbiér czesciowo uporzadkowany nazywamy kratg, gdy kazdy jego dwuelementowy pod-

zbior ma kres gérny i kres dolny. Czy zbior z poprzedniego zadania jest krata?

Dla dowolnego X C R przyjmujemy a <x b wtedy i tylko wtedy, gdy b —a € X.

Zbiory X, dla ktérych relacja <x jest czesciowym porzadkiem w R, nazywamy porzad-

nymi. Ktére z ponizszych zbioréw sa porzadne:

8Réznica symetryczna to zbiér A~ B = (A — B) U (B — A).
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R958.

259.

260.

R261.

262.

263.
264.
265.

266.

267.

(a) N?
(b) [1,00)?
(C) @ N (_007 O]?
(d) {n+¢q|neNAge QN (—o0,0]}?
(e) {n+qgr|neNANge QN (—o0,0]}?

(f) ([0,00) —Q)UA{0}?
Ktére z nastepujacych stwierdzen sa prawdziwe dla dowolnego porzadnego X (patrz
zadanie 257)7

(a) Porzadek (R, =<x) nie ma elementu najwigkszego.

(b) Porzadek (R, <x) nie ma elementu minimalnego.

(c) YVa:RVB:P(R) (a=sup<, B a+1=sups, {b+1]|be B})

(d)
(e) Porzadek (R, =x) jest liniowy wtedy i tylko wtedy, gdy pewien otwarty przedzial
liczb rzeczywistych jest taricuchem w (R, <x).

W porzadku (R, <x) kazdy podzbiér skierowany jest taricuchem.

Niech (X, r) i (Y, s) beda niepustymi zbiorami czesciowo uporzadkowanymi. Pokazaé, ze:
(a) (XY, rds) jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym bez elementu najwiekszego.
(b) Dla dowolnego a € X @Y, element a jest minimalny w (X &Y, r @ s) wtedy i tylko

wtedy gdy jest elementem minimalnym w (X, r) lub w (Y] s).

Jedli < jest czesciowym porzadkiem w zbiorze A to relacje < nazywamy ostrym upo-

rzqdkowaniem wyznaczonym przez <. Pokazal, ze ostre uporzadkowania wyznaczone

przez porzadki czesciowe to dokladnie te relacje, ktore sa przechodnie i przeciwzwrotne.

Niech A i B beda zbiorami czesciowo uporzadkowanymi i niech funkcje f : A — B oraz

g : B — A beda monotoniczne. Udowodnié, Zze nastepujace warunki sa réwnowazne:
(a) YacAVbeB(a < g(b) < f(a) < b);

(b) VacA(a < g(f(a))) oraz Vbe B(f(g(b)) < b).

Niech (D, <) bedzie skoficzonym zbiorem czesciowo uporzadkowanym z elementem naj-
wiekszym i najmniejszym. Dla a,b € D stosujemy oznaczenia:

(a,b) ={d €D :a<d<b} [a,b] ={d € D : a<d<b}.
Zatézmy, ze dla dowolnych a,b € D, jesli (a,b) # @ to (a,b) = [c,d], dla pewnych ¢, d
(tj. ze kazdy przedzial otwarty jest tez przedziatem domknietym). Udowodnié, ze wtedy
(D, <) jest liniowo uporzadkowany.

Czy zbidr tych stéw nad alfabetem {0, 1}, ktére maja tyle samo zer co jedynek, ma kres
gorny (dolny) w porzadku leksykograficznym?

Czy zbiory {01" : n € N} i {0"1 : n € N} maja kresy gérne (dolne) w zbiorze {0,1}*
uporzadkowanym leksykograficznie?

Ile jest relacji réwnowaznosci w N, ktore sa jednocze$nie czesciowymi porzadkami?
Niech X bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym i niech A C X nie ma elementu
najwiekszego. Niech B = {b € X :Va € A(b > a)}. Pokazad, ze jesli istnieje inf(B), to
istnieje sup(A) oraz sup(A) = inf(B) € B.

Podaj przyklady:

e Zupelnego porzadku czesciowego, ktory nie jest krata zupelna;

e Przeksztalcenia monotonicznego w kracie zupelnej, ktore nie jest ciagte;
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268.

269.

270.

RoT1.

272.

273.

274.

275.

276.

277.

278.

279.

280.

Ro81.

Podaj przyklad takiego przeksztalcenia monotonicznego f w kracie (P(N), C), ze kres
gérny zbioru {f"(@) : n € N} nie jest najmniejszym punktem stalym f. Czy mozna
tak wybra¢ f, aby najmniejszy punkt staly nie istnial?
Poda¢ przykiad kraty, ktora ma element najwiekszy i najmniejszy, ale nie jest zupelna.
Udowodnié¢, ze w kracie zupelnej kazdy podzbiér ma kres dolny.
Rozpatrzmy funkcje f: P(N x N) — P(N x N) okreslona tak:
f(s)=s"s,

gdzie kropka oznacza skladanie relacji. Udowodnié, ze funkcja f jest ciagta ze wzgledu
na uporzadkowanie przez inkluzje, tj. ze f(UX) = |J f(&X), dla dowolnej skierowanej
rodziny relacji X C P(N x N).
Funkcja f : P(A) — P(A) jest ciagta. Powiemy, ze zbiér  C A jest dobry, gdy f(z) C z.
Udowodni¢, ze iloczyn dowolnej rodziny zbioréw dobrych jest dobry i ze suma dowolnej
skierowanej rodziny zbioréw dobrych jest dobra.
Niech f bedzie ciagltym przeksztalceniem kraty zupelej (K, <g) w krate zupela (L, <r).
Czy f jest ciaglym przeksztalceniem z (K, >f) do (L,>1)? (Inaczej, czy zachowuje
kresy dolne zbioréw ,skierowanych w d6t’?)
Niech r bedzie relacja cze$ciowego porzadku w zbiorze A. Udowodnié, ze jedli r U r~!
jest relacja réwnowaznoéci, to kazdy skierowany podzbiér zbioru A jest lancuchem.
Niech A bedzie zupelnym czesciowym porzadkiem i niech f: A — A bedzie ciagla.

(a) Jesli a < f(a) to istnieje taki punkt staly b funkcji f, ze a < b.

(b) Czy jesli a > f(a) to istnieje taki punkt staty b funkeji f, ze a > b?
Udowodnié¢, ze zbidr czesciowo uporzadkowany jest krata zupelna wtedy i tylko wtedy
gdy jest jednoczesnie krata i zupelnym porzadkiem cze$ciowym.
Udowodnié¢, ze kazdy skoriczony porzadek czeSciowy jest izomorficzny z pewnym pod-
zbiorem N uporzadkowanym przez relacje podzielnosci.
Udowodnié, ze w zbiorze N*, uporzadkowanym ,,po wspélrzednych”, wszystkie antylan-
cuchy sa skoniczone.

Niech F': P(S x S) — P(S x S) bedzie funkcja monotoniczna o takich wlasnosciach:
e idg C F(idg);
e F(r) - F(r') C F(r-r"), dla wszystkich r,r’;
o F(r)~t C F(r1), dla wszystkich 7.
Udowodnié¢, ze najwiekszy punkt staty funkcji F' jest relacja réwnowaznosci.
Niech (A, <) bedzie zupelnym porzadkiem cze$ciowym, a f : A — A niech bedzie funkcja
ciaglta. Zbadaé¢ prawdziwos¢ nastepujacych stwierdzen:
(a) Jesli a jest najmniejszym punktem stalym
funkcji f to a =inf{z € A | f(x) < z}.
(b) Jesli a jest najwiekszym punktem statym
funkeji f to a =sup{z € A | f(z) > x}.
Niech A bedzie nieskoriczonym zbiorem i niech f : P(A) — P(A) bedzie monotoniczna,
funkcja w kracie (P(A), C). Przypusémy, ze dla dowolnego zbioru B C A i dowolnego
x € f(B) istnieje taki skoriczony podzbiér C' C B, ze x € f(C). Udowodnié, ze f jest
ciagta, tj. dla dowolnego skierowanego S C P(A) zachodzi f(|JS) = U f(5).
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282.

283.

Rog4.

R985.

R286.

R287.

R288.

Przez head(w) oznaczamy pierwsza litere slowa w (jego glowe), a przez tail(w) jego
ogon, czyli to, co zostaje po odcieciu glowy. Rozpatrzmy definicje rekurencyjna:
f(w) =1if |w| < 3 then ¢
else if head(w) = 0 then f(tail®(w)00)
else f(tail®(w)1101).

Co mozna powiedzieé¢ o dziedzinie funkcji f?7 Wyznaczy¢ kilka poczatkowych wartosci
ciagu F*(L), gdzie F jest takim operatorem, ze f = Ifp(F).

Ktére z nastepujacych stwierdzen jest prawdziwe dla dowolnego zbioru czeéciowo upo-
rzadkowanego (X, <) i dowolnych A, B C X7

(a) Jesli w X istnieja sup A i sup B to istnieje sup(4A U B).
(b) Jesli w X istnieje sup(A U B) to istnieja sup A i sup B.

Niech (A, <) bedzie czeSciowym porzadkiem i niech f: A — A. Zalézmy, ze dla kazdego
taicucha L w (A, <) istnieja kresy dolne? zbioréw L i f(L), a jesli L # &, to na dodatek
f@inf L) = inf(f(L)). Udowodnié, ze f ma najwiekszy punkt staly.

Udowodnié, ze funkcja f : P(N) — P(N) jest ciagla (ze wzgledu na inkluzje) wtedy
i tylko wtedy, gdy

f(a) = U{f(e) | e skoniczony oraz e C a},
dla dowolnego a € P(N).

Dany jest nastepujacy porzadek czesciowy w zbiorze P(N) — {@}:
X<Y < (min(X)<min(Y))V ((min(X)=min(Y))AX CY).
(a) Czy ten porzadek jest liniowy?
(b) Czy ten porzadek jest dobrze ufundowany?
(¢c) Wskaz w nim elementy minimalne, maksymalne, najmniejsze, najwieksze.
(d) Czy ten porzadek jest krata zupela?

Podzbiér B cze$ciowo uporzadkowanego zbioru (A, <) nazywamy podstawq zbioru A,
gdy dla dowolnego elementu a € A istnieje takie b € B, ze a > b. Podstawa jest mini-
malna, gdy jest elementem minimalnym rodziny wszystkich podstaw, uporzadkowanej
przez inkluzje.

(a) Udowodnié, ze podstawa jest minimalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest antylaricu-
chem. Czy kazdy antylancuch jest podstawa?

(b) Czy kazdy zbidr czesciowo uporzadkowany ma minimalna podstawe?
Dla dowolnej rodziny S C P(N) — {@} okreslamy relacje <s w S, przyjmujac, ze
A=sB & j<§\/(iz§/\minA§minB).

Ktére z nastepujacych stwierdzen sa prawdziwe?

(a) Jesli rodzina S jest przeliczalna, to <s jest czesciowym porzadkiem.

(b) Jesli =g jest czeSciowym porzadkiem, to rodzina S jest przeliczalna.

(c) Jesli r jest relacja réwnowaznosci i S = N/, to <gs jest czeSciowym porzadkiem.

)

(d) Jesli <s jest czeSciowym porzadkiem, to jest dobrym porzadkiem.

9Uwaga: Zalozenia o kresach dolnych dotycza, tylko taricuchdéw.
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R289.

R290.

291.
292.

293.

294.

295.

296.

297.

298.

299.

300.

301.

302.

W przestrzeni R”, ktérej elementami sa n-tki liczb rzeczywistych okreslamy odleglosé
p(x,y) pomiedzy krotkami x = (x1,...,2,) 1y = (y1,...,Yn) Wzorem

p(r,y) = \/(xl —y1)? + et (T — yn)?
Podzbiér X C R" nazwiemy rzadkim wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych réznych
punktéw z,y € X zachodzi p(z,y) > 1. Podzbiér Y nazwiemy wszedobylskim, gdy
dla dowolnego z ¢ Y istnieje takie z € Y, ze p(z,z) < 1. Udowodnié¢, ze suma
laricucha zbiorow rzadkich jest zbiorem rzadkim. Czy istnieje rzadki zbiér wszedobylski
w przestrzeni R?? Czy istnieje taki zbiér w przestrzeni R2098 ?

Udowodnié, ze w kazdym zbiorze czeSciowo uporzadkowanym istnieje maksymalny (ze
wzgledu na inkluzje) podzbiér skierowany.

Udowodnié¢, ze w kazdym zbiorze czesciowo uporzadkowanym jest maksymalny tanicuch.
Niech B C R;. Udowodnié, ze istnieje taki zbiér C' C R, ze

e Vo,ye Cx#y— |-yl €B)

o Va(r ¢ C —3JyeClz—y|l ¢B).
Niech D C A x A. Udowodnié, ze istnieje zbior Z C A taki, ze (Z x Z)N D = &, oraz
jesli Z ¢ VCAto (VxV)ND #o.
Niech » € N x N. Udowodnié, ze istnieje maksymalny (ze wzgledu na inkluzje) zbiér
CCNtaki,ze CxCnNr=g.

Udowodnié, ze jesli R jest dowolna rodzing zbioréow, to istnieje taka rodzina & C R
zbioréw parami rozlacznych, ze dla kazdego A € R — S istnieje B € S o wlasnosci
ANB+# 9.

Czy istnieje taki tancuch przeliczalnych podzbioréw R, ktérego suma nie jest przeliczalna?
Zalézmy, ze B C A x A. Udowodnié, ze istnieje maksymalny (ze wzgledu na inkluzje)
zbiér C' C A taki, ze C x C C B.
Rodzine zbioréw Z C P(A) nazywamy idealem, jezeli:

(a) T # @ oraz T # P(A);

(b) dla kazdych X,Y € Z zachodzi X UY € Z;

(c) dla kazdego X € 7 i kazdego Y C X zachodzi Y € 7.
Udowodnié¢, ze kazdy ideal mozna rozszerzy¢ do maksymalnego ideatu.

Dowolny podzbiér zbioru Z nazwiemy zeznaniem. Zbiér zeznan R jest sprzeczny jesli
istnieje takie ¢ € Z, ze i, —i € [JR. Udowodnié, ze jesli R jest dowolng rodzing zeznan,
to istnieje maksymalna niesprzeczna podrodzina R’ C R.

Niech f bedzie bijekcja z A do A. Pokazaé, ze istnieje maksymalny podzbiér B C A
taki, ze B C f(A — B).

Niech F C NN, Udowodnié, ze istnieje maksymalna rodzina G C F, taka ze dla dowol-
nych f,g € G zachodzi warunek 3i(f(i) = g(4)).

Niech C C R. Udowodnié, ze istnieje zbidr A C R speliajacy warunki:
o VaVy(z,y € A—z+y ¢ C);
o V(x g A— Jylye AU{z} Ax+yeO)).
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R306.

307.

R308.

R309.

R310.

R311.

R312.

Niech f: A x A — A 1iniech C C A. Udowodnié, ze istnieje maksymalny podzbiér D
zbioru A taki, ze obraz zbioru D x D przy funkcji f jest zawarty w C.

Udowodnié, ze istnieje taki zbiér parami rozlacznych prostych w R?, ze kazda prosta nie
nalezaca do tego zbioru przecina jakas prosta z tego zbioru.

Udowodni¢, ze istnieje taka rodzina A C RE, ze
(a) dla dowolnych f, g € A istnieje takie z € R, ze f(z) = g(z);
(b) dla dowolnej funkcji f ¢ A istnieje takie g € A, ze f(x) # g(x) dla wszystkich
z €R.
Niech f : A — B. Pokazaé, zZe istnieje maksymalny podzbiér A, na ktérym f jest
réznowartosciowa.
Udowodnié, ze kazdy czesciowy porzadek (A, <) ma taki podzbiér B C A, ze:
(a) Zadne dwa rézne elementy B nie sa poréwnywalne;
(b) Jesli a € A — B to istnieje b € B, poréwnywalne z a.
Niech A bedzie ustalonym podzbiorem plaszczyzny, ktéry ma przynajmniej dwa ele-
menty. Udowodnié, ze istnieje podzbiér B C A, o takich wlasnosciach:
e Zadne trzy rézne punkty zbioru B nie sa wspéliniowe;
e Kazdy punkt zbioru A — B lezy na pewnej prostej wyznaczonej przez dwa rozne
punkty ze zbioru B.
Niech D C R. Zbiér V C R jest D-latwy, gdy (x + y)? — 2zy € D dla wszystkich
x,y € V, takich ze x # y. Zbiér V C R jest D-trudny, gdy:
Ve eR(x € VVIyeV((x+y)®—2xy € D)).
Dla jakich D istnieje zbior V', jednoczesnie D-tatwy i D-trudny?

Zbiér A C R nazwiemy wzorcowym, jezeli kazda liczba rzeczywista jest wspélmierna'f

z pewna liczba ze zbioru A, ale zadne dwie rézne liczby ze zbioru A nie sa wspohmierne.
Czy istnieja zbiory wzorcowe?
Niech A, B C R beda niepustymi zbiorami. Dla dowolnej liczby x przez |x — A| oz-
naczamy odleglo$é¢ x od zbioru A, czyli inf{|z — a| | @ € A}. Udowodnié, ze istnieje
podzbiér T zbioru B o takich wlasno$ciach:
o Jesli z,y € Toraz z # y to |z —y| > 3(jz — A| + |y — A|);
o Jesli z € B — T to istnieje takie y € T, ze |z — y| < 3(|z — A| + [y — A).
Powiemy, ze dwa zbiory A, B C N sa styczne wtedy i tylko wtedy, gdy AN B # &.
Udowodnié, ze istnieje taka rodzina R C P(N), ze:
e do R naleza wszystkie zbiory koskoriczone (te, ktére maja skoficzone dopetienia);
e jesli A,B € R,to Ai B sa styczne;
e jesli A € R, to istnieje taki B € R, ze A i B nie sg styczne.

Dobre ufundowanie i porzadki liniowe

10 jczby rzeczywiste @ i y sa wspdtmierne, gdy ma + ny = 0 dla pewnych calkowitych m i n, réznych od 0.



1 pazdziernika 2011, godzina 0:17 strona 27

R313.

R314.

315.
R316.
317.

318.

319.

R320.

321.

322.
323.

324.

Niech X oznacza zbidr funkcji kwadratowych z R do R o wspétczynnikach catkowitych.
Na X okreslmy porzadek:

f<g = (f(1),f(2), f(3)) = (9(1),9(2),9(3)),
gdzie < jest porzadkiem leksykograficznym w R3. Czy ten porzadek:

(a) jest liniowy?

(b) jest dobrze ufundowany?

(c) jest krata zupetna?

(d) ma element najmniejszy i najwiekszy? Jakie sa elementy minimalne i maksymalne?
Gdyby w definicji zbioru X zastapi¢ funkcje kwadratowe dowolnymi wielomianami, to
jak zmienityby sie odpowiedzi?

Rozpatrywany porzadek nie jest gesty. Czy istnieje inny porzadek na X (jesli tak — to
jaki), ktéry jest gesty?
Przy definicjach z zadania 287:

(a) Czy kazdy zbiér dobrze ufundowany ma minimalna podstawe?
(b) Czy kazdy zbiér, ktéry ma minimalna podstawe jest dobrze ufundowany?

Czy zbiér N* uporzadkowany leksykograficznie jest dobrze ufundowany? A zbiér N2?
Dla jakich zbioréw (A, <) porzadek leksykograficzny na A* jest dobrze ufundowany?

Przez multizbior (zbidr z powtérzeniami) nad A, rozumiemy dowolng funkcje M : A — N.
Wtedy M (a) uwaza sie za liczbe powtérzen elementu a w multizbiorze M. Multizbiér
jest skoriczony jesli {a € A : M(a) > 0} jest skoniczony. Jak mozna dobrze ufundowaé
zbiér wszystkich skonczonych multizbioréw nad N?

Niech (A, <) bedzie zbiorem dobrze ufundowanym. W zbiorze P(A) okreslamy porzadek
czedciowy C w nastepujacy sposob: X C Y ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy X =Y
lub Y # @ i dla wszystkich x € X iy € Y zachodzi x < y. Udowodnié, ze zbiér
(P(A),C) jest dobrze ufundowany.

Relacja r czesciowo porzadkujaca zbiér N jest przyjemna, jezeli ma nieskonczony tancuch
i jest dobrym ufundowaniem, ale nie jest dobrym porzadkiem. Jakiej mocy jest rodzina
wszystkich relacji przyjemnych?

Czy dla kazdej funkcji f : N — N istnieje taka relacja liniowego porzadku C w N, ze
dla dowolnych m,n € N:

f(n)?

f(n)?

f(n)?

Dla f,g : N — N, niech f < g zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f = g lub istnieje
takie n, ze f(n) < g(n) oraz f(i) = g(i) dla i < n. Czy porzadek < jest gesty?

(a) jeslim C n to f(m)
(b) jeslim < mn to f(m)
(c) jeslim C n to f(m)

IA 1T

Czy porzadek leksykograficzny w zbiorze {0,1}* jest gesty? A w zbiorze Z*?

Ktére z nastepujacych podzbioréw R (ze zwyktym uporzadkowaniem) sa ze soba izomor-
ficzme: Q, R, R—Q, A=Q—[0,1], B={m-27":m,n € N}, C = J,,en(2m, 2m +1]?

Rozpatrzmy zbiory A = {3 — &+ :n € N—{0}}, B={r— 2 :n e N—-{0}}uU {4},

2n n

C={0tu{lt:neN-{0}}uU{2-1:neN-{0}}. Ktére ze zbioréw A, B, C, N,

n
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325.

326.

327.

328.
329.
330.

331.

332.

333.

334.

335.

336.

337.

Z,Q, Q- {0}, R, R— {0}, sa dobrze uporzadkowane przez zwykla relacje <7 Ktore sa
izomorficzne?
Rozwazamy R x R z porzadkiem

(a) leksykograficznym;

(b) (z,y) < («',y) wtedy i tylko wtedy gdy z <z’ iy <y .
Czy istnieje funkcja z R x R w R, zachowujaca porzadek? Czy istnieje taka funkcja
na R? A czy istnieje taka funkcja réznowartosciowa?
Niech (A, <) bedzie dobrym porzadkiem, i niech {S, : a € A} bedzie dowolng rodzing
zbioréw. Udowodnié¢, ze |J,c 4 Sa = Ugea(Sa — Upeq Sb)-
Podaj trzy przykiady zbioréw dobrze uporzadkowanych mocy XNy, tak aby zadne dwa
nie byty izomorficzne.
Czy istnieje relacja dobrze porzadkujaca zbiér P(R)?
Czy istnieje relacja dobrze porzadkujaca zbiér RN?
Niech Pg,(N) = {A C N | A< No}. Zdefiniowaé¢ taki dobry porzadek < w zbiorze
Psn(N), zeby VA, B € P, (N) (AC B — A< B).
Niech < bedzie relacja dobrego porzadku w zbiorze A, i niech f : A — A spetnia warunek

Ve,ye Az <y — flx) < fy).

Udowodnié, ze z < f(z), dla dowolnego = € A.
Niech < bedzie relacja liniowego porzadku w zbiorze A, taka ze kazdy wlasciwy odcinek

poczatkowy w zbiorze A jest postaci O(z) = {y € A : y < z}, dla pewnego =z € A.
Udowodnié¢, ze < jest dobrym porzadkiem.

Niech ( A, <) bedzie nieskoficzonym zbiorem dobrze uporzadkowanym. Pokazaé, Ze nie
istnieje taka réznowartosciowa funkcja f : A — A, ze dla dowolnych a,b € A, jesli a < b
to f(b) < f(a).
Jesli zbior D jest dobrym porzadkiem, to uzyjemy oznaczenia

D'={d e D |d+# minD jest elementem granicznym (nie jest nastepnikiem) w D}.
Podaé przyklad takiego dobrego porzadku D, ze wszystkie zbiory D', D" D" ... sa
niepuste. Czy istnieje taki zbidr przeliczalny?
Podaé¢ przyktad dobrego porzadku D = (D, <) i (ostro) rosnacej funkcji f: D — D,
ktéra spelia jednocze$nie warunki:

(a) Vae DIbe D(a<bA f(b) =0);

(b) Vae DIb e D (a < bA f(b) > b);
Niech (A, <) liniowy porzadek z elementem najmniejszym 0 i elementem najwigekszym 1.
Funkcja f: A — A jest zmniejszajaca jesli f(x) < x, dla kazdego = # 0. Funkcja f jest
zwiekszajaca, jesli f(x) > x, dla kazdego = # 1. Rozpatrzmy nastepujace warunki:

(a) dla kazdej funkcji zmniejszajacej f zachodzi VaInf"(x) = 0;

(b) dla kazdej funkcji zwiekszajacej f zachodzi VaInf™(0) > x.
Czy warunek (a) implikuje (b)? Czy (b) implikuje (a)?
Niech A C R bedzie dobrze uporzadkowany przez zwykla relacje nieréwnosci dla liczb
rzeczywistych. Udowodnié, ze A jest zbiorem przeliczalnym.
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338. Rozszerzy¢ porzadek prefiksowy na stowach do dobrego porzadku.

R339.* Niech (A, <) bedzie zbiorem dobrze ufundowanym, w ktérym wszystkie antylancuchy
sa skoniczone. Niech {a;};cny bedzie dowolnym ciagiem elementéw A. Udowodnié, ze
istnieja takie liczby ¢, j, ze ¢ < j oraz a; < aj.

R340.* Méwimy, ze relacja czesciowego porzadku < w zbiorze A jest bardzo dobrym ufun-
dowaniem, jezeli w kazdym ciagu nieskoniczonym {ay, },en mozna wskazaé takie i < j,
ze a; < aj. Pokazac¢, ze jedli A jest bardzo dobrze ufundowany przez relacje <, to kazdy
ciag nieskonczony w A ma nieskonczony podciag wstepujacy a;, < a;, < aj; < ...

Zadania rézne

R341. Rozwazmy funkcje ® : (R — N) — P(P(R)), okreslona tak:

2(f) = R/xer(y)
Czy ® jest ,na”? Czy jest réznowartosciowa? Jaka jest moc zbioru wartosci &7
R342. Funkcja ¢ : N — N przyjmuje wartoéé g(x) = = + 1 dla parzystych argumentéw z,
i warto$¢ g(x) = z — 1 dla = nieparzystych.
(a) Jaka jest moc rodziny zbioréw R={B C N |z € B < g(z) € B}?
(b) Relacjar = {(A,B) € P(N) x P(N) | g(A) U A = BU g(B)} jest relacja réwnowaz-
nosci. Ile elementéw ma klasa abstrakeji [{0, 1, 2}],.?
R343. Funkcja @ : (P(N) — {@}) — (N — N) przypisuje kazdemu zbiorowi A € P(N) — {@}
funkcje ®(A) : N — N, ktéra jest zdefiniowana przez indukcje:
e Na poczatek ®(A)(0) = min A.
o Jesli ®(A)(n) jest najwiekszym elementem A, to ®(A)(n + 1) = min A.
o W przeciwnym razie ®(A)(n+ 1) =min({a € A | a > ®(4)(n)}).
Funkcja ¥ : (N — N) — (P(N) — {@}) jest za$ okreslona wzorem ¥(f) = Rg(f).
(a) Czy funkcja ® jest réznowartosciowa?
(b) Czy ® jest na N — N?
(c) Jakiej mocy jest zbior @~ 1({f: N — N | Rg(f) = N})?
(d) Czy ¥ o ® jest funkcja identycznosciowa?
(e) Czy ® oW jest funkcja identycznosciowa?
R344. Niech R oznacza rodzine wszystkich relacji réwnowaznosci w N.  Okreslamy funkcje
f:R —P(N) tak: f(r)={z € N|Vy.ary — z < y}.
(a) Czy funkcja f jest réznowartosciowa? Czy jest na P(N)? Znalezé zbiér Rg(f).
(b) Dla dowolnego n € N podaé przyklad takiego zbioru 4, C N, ze f~1({4,}) ma
doktadnie n elementéow.
(c) Dla A, B C N przyjmijmy, ze A ~ B wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory f~1({A})
i f~Y({B}) sa réwnoliczne. Jakiej mocy jest zbiér ilorazowy P(N)/~?

345. Niech A, B, P beda pewnymi zbioramiiniech &1 : P — Aoraz & : P — B. Przypu$émy,
ze dla dowolnego zbioru C' i dowolnych dwéch funkcji o : C — A1 3 : C — B istnieje
dokladnie jedna taka funkcja v : C — P, ze & 0y = a i & oy = [ (por. zadanie 95).
Udowodnié, ze zbiory P i A x B sa réwnoliczne. Sformulowaé¢ analogiczne twierdzenia
dla produktu uogélnionego i dla sumy prostej (por. zadanie 97).
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346. Znalez¢ moc zbioru wszystkich porzadkéw liniowych w zbiorze R wszystkich liczb rzeczy-
wistych.

347. Znalez¢é moc zbioru wszystkich dobrych porzadkéw w zbiorze N wszystkich liczb natu-
ralnych.
348. Jakiej mocy jest zbiér wszystkich lancuchéw
e w zbiorze N — {0}, uporzadkowanym przez relacje podzielnosci?
e w zbiorze stéw nad alfabetem {a,b}, uporzadkowanym prefiksowo?

349. Ile jest nieskoriczonych drzew binarnych?

—

R350. Niech IQ = R — Qi niech ¢ : RR — P(R) — {@} bedzie taka, ze ¢(f) = f(IQ). Zbadat,

czy funkcja ¢ jest réznowartosciowa i czy jest na P(R) — {@}.

351. Funkcja F : NN x NN — NN jest okreglona tak:
F(f,g)(n) = min(f(n), g(n)),

dla dowolnych f,g € N i dowolnego n € N.
(a) Czy funkcja F' jest ,na”?
(b) Czy jest to funkcja réznowartosciowa?
(c) Jakiej mocy jest zbiér wszystkich klas abstrakeji jadral! funkcji F'?
(d) Jakiej mocy sa klasy abstrakeji tej relacji?

R352. Relacja réwnowaznosci 7 w N — N jest okreslona nastepujaco: (f,g) € r zachodzi, gdy
istnieje taka bijekcja 7 : N 1n;a1> N, ze f = gon. Udowodnié, ze (f,g) € r wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego X C N przeciwobrazy g1 (X) i f~1(X) sa réwnoliczne.

R353. Jakiej mocy jest zbiér klas abstrakcji relacji r okreglonej w zadaniu 3527

R354.* Niech r bedzie relacja z zadania 352. Znalez¢ wszystkie liczby kardynalne m, dla ktérych
istnieje klasa abstrakcji relacji r o mocy m.

355. Niech ¢ : P(N) — P(P(N) x P(N)) bedzie taka funkcja, ze dla dowolnego Z € P(N):
e(Z2)={(X,)Y)| ZCXnNnY}.
(a) Czy ¢ jest funkcja réznowartosciowa?
(b) Czy ¢ jest funkcja na P(P(N) x P(N))?
(c) Niech R bedzie zbiorem wszystkich relacji réwnowaznosci w P(N) a C' zbiorem
wszystkich czesciowych relacji réwnowaznosci w P(N). Znajdz ¢~ 1(R) i ¢~1(C).
(d) Tle elementéw maja klasy abstrakeji jadrall funkeji ¢?
(e) Czy ktoéras z ponizszych réwnosci zachodzi dla dowolnych 7, Z; € P(N)?
* (21N Z2) = p(Z1) Np(Z2);
o p(Z1U2Z2) = p(Z1) U p(Za).

R356. Niech (K, <) bedzie krata zupelna i niech S bedzie zbiorem wszystkich punktéw statych
funkcji ciagtej f : K — K. Zalézmy, ze P C S i niech a bedzie kresem gérnym zbioru P
w kracie K.

(a) Udowodni¢, ze zbidr {b € S | b > a} ma element najmniejszy.
(b) Czy ten element najmniejszy to musi byé a?

1 Jadro przeksztalcenia f : A — B to relacja réwnowaznosci ker(f) = {{z,y) : Ax A | f(z) = f(y)}.
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(¢) Czy zbiér uporzadkowany (S, <) jest krata zupelna?

R357. Czy nastepujace stwierdzenia sa prawdziwe? Jedli nie, co nalezy wpisaé¢ zamiast wielo-

kropka?
(a) Przeciwobraz obrazu zbioru a przy ... przeksztalceniu f pokrywa sie ze zbiorem a.
(b) Jesli d jest relacja réwnowaznosci w a oraz b,c € a ... to [b]gN|[c]lq = @.
(¢) W kazdym drzewie nieskoriczonym ... istnieje galaZz nieskoniczona.
(d) Produkt uogélniony dowolnej ... rodziny zbioréw skoriczonych jest zawsze skori-
czony lub nieprzeliczalny
(e) Kazde ciagle ... przeksztalcenie kraty zupelnej w siebie ma najmniejszy punkt

staly.
(f) Jesli A=¢iB jest ... zbiorem przeliczalnym, to 4B = ¢.
(g) Jesli A jest ... zbiorem przeliczalnym, to AL =g,
(h) Kazdy przedzial ... w zbiorze liczb rzeczywistych mozna dobrze uporzadkowaé.
R358. Jaka jest moc zbioru wszystkich dobrze ufundowanych czesciowych porzadkéw w N?

R359. Rozpatrzmy nastepujace cze$ciowe uporzadkowanie zbioru {0, 1}N:
f<g & Va(f(z) <g(@).
(a) Czy ten porzadek jest liniowy?
(b) Czy ten porzadek jest dobrym ufundowaniem?
¢) Cazy ten porzadek jest krata zupelna?

e) Czy istnieje w tym porzadku antytancuch nieskonczony?

(
(
(g

)
)
(c)
(d) Czy istnieje w tym porzadku taricuch nieskoniczony?
)
f)* Czy istnieje w tym porzadku antylaicuch nieprzeliczalny?
)

* Czy istnieje laricuch nieprzeliczalny w zbiorze NN uporzadkowanym w analogiczny
sposéb, tj. przez relacje:

f<g & Vo(f(z) <g)?
R360.* Ile jest laricuchéw w zbiorze P(N) uporzadkowanym przez inkluzje?
361. Dana jest nastepujaca relacja réwnowaznosci r C P(N)%:
Praq@ wtedy 1 tylko wtedy, gedy P =Q =2 lub
PQ#2 i mnP=minQ.
Jakiej mocy jest zbiér ilorazowy P(N)/,? Jakie sa moce poszczegdlnych klas abstrakeji?
362. Jakiej mocy jest zbiér tych wszystkich funkcji f : N — N, ze kazdy ze zbioréw f~1({n})
jest innej mocy?
R363. Powiemy, ze zbiér funkcji F' C 2% rozrdinia elementy zbioru A C X wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnych réznych z,y € A istnieje taka funkcja f € F, ze f(z) # f(y).
(a) Czy istnieje minimalny (ze wzgledu na inkluzje) zbiér F C 2N rozrézniajacy ele-
menty zbioru N?
(b) Czy istnieje maksymalny (ze wzgledu na inkluzje) zbiér F' C 2N nie rozrézniajacy
elementéw zbioru N?

(c) Jakiej mocy jest rodzina wszystkich tych podzbioréw zbioru 2N, ktére rozrézniaja
elementy zbioru N?
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364.

365.
R366.

R367.

R368.

R369.

R370.

(d) Czy dla kazdego F' C 2% istnieje maksymalny (ze wzgledu na inkluzje) zbiér
A C X, ktorego elementy rozréznia zbior F'?
Niech Qt = {g € Q | ¢ > 0} i niech f: N = Qig:N = Q™. Definiujemy przez
indukcje dwa ciagi liczb ky,, €y € N, przyjmujlgc dla parzyst;?zh m:
o ky =min{k € N | Vi(i <m — f(k) # f(ki)};
o by =minfl € N | Vii <m — (g(ts) < g(0) = F(k) < F(hm))},
a dla nieparzystych m:
o lpy=min{l e N |Vi(i <m — f(l) # f(;))};
o b = mindk € N | Vi(i < m — (f(k) < F(k) = g(6:) < g(6m)}.
Teraz niech h : Q — QT bedzie okreslona warunkiem h(f(k,)) = g(¢,), dla n € N.
Pokaza¢, ze funkcja h jest izomorfizmem porzadkéw (Q, <) i (QT, <).

Uogo6lni¢ zadanie 364 na dowolne dwa przeliczalne geste porzadki liniowe bez koncéw.
Niech (Er,<) bedzie zbiorem liniowo uporzadkowanym i niech Ku C Er bedzie pod-
zbiorem zbioru Er o mocy Ng. Zalézmy, ze

e Kazdy niepusty podzbidr zbioru Er ograniczony z géry ma kres gorny.

o Jedli x,y € Briax <y to istnieje takie ku € Ku, ze x < ku < y.

e W zbiorze Er nie ma elementu pierwszego ani ostatniego.
Udowodnié¢, ze zbiér Er jest mocy continuum.

Nie powotujac sie na twierdzenie Cantora, prosze udowodnié¢ nastepujacy wariant tego
twierdzenia:  Dla zadnego zbioru A nie istnieje surjekcja z A na 24.

Dla wszystkich k € N okreglamy funkcje fi : {0, 1} — {0, 1} jak nizej:

a(n)+a(n+1)—a(n)a(n+1), dlan=k,
fr(a)(n) = ¢ a(n)a(n + 1), dlan=Fk+1,

a(n), W przeciwnym razie.

Kazda z takich funkcji nazywamy wesotq transformacjg. Wyznacz moc zbioru G wszyst-
kich tych ciagéw nalezacych do {0,1}N, ktére za pomoca skoniczonej liczby wesotych
transformacji mozna przeksztalci¢ w jaki$ element zbioru
B ={ac{0,1} | In € N(Vi < n(a(i) = 1) AVi > n(a(i) = 0))}.
Rozpatrzmy nastepujaca relacje ~ w N — N:
fr~g wiw, gdy (VE3C[f(k) < g(0)) A (VEILg(k) < f(£)).
(a) Udowodni¢, ze ~ jest relacja réwnowaznosci w N — N.
(b) Znalez¢ moc ilorazu (N — N)/..
(c) Zmalezé wszystkie liczby kardynalne, ktére sa mocami klas abstrakeji [f]..
)

(d) Zbiér F C N — N jest niezalezny, gdy zadne dwa elementy F' nie sa w relacji ~.
Czy istnieje maksymalny (ze wzgledu na inkluzje) zbiér niezalezny?
Niech ~ bedzie relacja z zadania 369. Rozpatrzmy nastepujaca definicje porzadku czes-
ciowego < w (N —N)/:
[fl~ = [gl~ wtw, gdy VAL f(k) < g(£).
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(a) Uzasadnié, ze ta definicja jest poprawna i ze relacja < jest porzadkiem cze$ciowym.
Wskaza¢ elementy najwigksze, najmniejsze, maksymalne i minimalne przy tym
uporzadkowaniu.

(b) Czy =< jest porzadkiem liniowym?

(c) Czy =< jest dobrym ufundowaniem?

(d) Czy kazdy podzbiér (N — N)/. ma kres dolny (gérny) ze wzgledu na porzadek <?

R371. Rozpatrzmy nastepujaca relacje ~ w N — N:
f~g wtw,gdy VK >kAf(k)<gl)) NV >kAg(k) < f(L)).

(a) Udowodnié¢, ze ~ jest relacja réwnowaznosci w N — N.

(b) Znalez¢é moc ilorazu (N — N)/..

(¢) Znalezé wszystkie liczby kardynalne, ktére sa mocami klas abstrakeji [f]~.

372. Niech ~ bedzie relacja z zadania 371 i niech
[fl~ = [9]~ wtedy i tylko wtedy, gdy VEkIL(L > kA f(k) < g(?)).

(a) Uzasadnié, ze ta definicja jest poprawna i ze relacja < jest porzadkiem cze$ciowym.
Wskazaé elementy najwicksze, najmniejsze, maksymalne i minimalne przy tym
uporzadkowaniu.

(b) Czy =< jest porzadkiem liniowym?

(¢) Czy = jest dobrym ufundowaniem?

(d) Czy (N — N/., =) jest krata zupea?

R373. Dane s trzy zwrotne i symetryczne relacje w N — N:
e (f,g) € r1 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego n zbiory f~!({n})
i g71({n}) sa réwnoliczne.
e (f,g) € ryo zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie ng, ze dla kazdego
n > ng zbiory f~1({n}) i g71({n}) sa réwnoliczne.
e (f,g) € r3 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego n : N zbiory f~!({n})
i g71({n}) sa réwnoliczne.

(a) Ktoére z relacji 1, r2 1 r3 sa relacjami réwnowaznosci?
(b) Jakie funkcje wyznaczaja skoriczone klasy abstrakcji (dotyczy tych relacji sposréd
r1, ro 1 r3, ktére sa relacjami réwnowaznosci)?

R374. Formuly a i 3 sa wspdtspetnialne, gdy o A 3 jest spelnialna. Zbiér formul Z jest parami
spetnialny, gdy kazde dwa jego elementy sa wspdispelnialne. Udowodnié, ze dla dowol-
nego parami spelnialnego zbioru formut A istnieje taki parami spelialny zbior Z, za-
wierajacy A, ze dla dowolnej formuly a € Z istnieje taka 5 € Z, ze koniunkcja o A 3 nie
jest spemialna.

R375. Podzbiér B zbioru czeiciowo uporzadkowanego A nazwiemy parterowym, gdy wszystkie
lancuchy zawarte w B sa co najwyzej dwuelementowe.

(a) Udowodnié¢, ze kazdy czesciowy porzadek ma maksymalny podzbidér parterowy.

(b) Znalez¢é moc rodziny wszystkich parterowych podzbioréw zbioru P(N) uporzad-
kowanego przez inkluzje. Wskazdwka: Czy istnieje parterowy podzbior o mocy €%
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R376.

R377.

R378.

R379.

R380.

Niech P bedzie rodzing wszystkich podzialéw w zbiorze N. Wiadomo, ze jest to rodzina
mocy continuum. Dla P € P niech:

f(P) ={min(X) | X € P},

gdzie min(X) oznacza najmniejszy element niepustego zbioru X.

(a) Zbadaé, czy funkcja f jest réznowartosciowa i czy jest na zbiér P(N).

(b) Znalez¢ moc ilorazu P /yey(y) oraz zbioru Rg(f).

(c) Znalezé wszystkie mozliwe moce klas abstrakcji relacji ker(f).
Niech @ : P({0,1}*) — {0, 1}*, bedzie taka funkcja, ze dla dowolnego A, stowo ®(A) jest
najmniejszym elementem A w porzadku leksykograficznym, a jesli w A nie ma elementu
najmniejszego, to ®(A) = e.

(a) Czy @ jest réznowartosciowa, czy P jest ,na” ?

(b) Jaka jest moc zbioru klas abstrakcji i jakich mocy sa klasy abstrakcji relacji ker(®) ?

(c) Cazy istnieje taki zbiér A, ze inf(A) jest okreslone i ®(A) = e # inf(A)?

(d) Znalezé moc zbioru ®({A € P({0,1}*) | Vwe A. w = 11111011010 }), gdzie <

oznacza porzadek leksykograficzny.
Funkcja F :P(N) — P(NN x NV) dana jest wzorem:
F(A)={({f.9) | VaN((a € A = f(a) < g(a)) A(a & A — g(a) < f(a)))}.

(a) Udowodnié, ze dla kazdego A relacja F'(A) jest czesciowym porzadkiem.

(b) Znalezé F~Y(L), gdzie L to zbiér wszystkich porzadkéw liniowych w NN,

(c) Zmalezé F~1(M), gdzie M to zbiér tych porzadkéw, ktére maja element minimalny.

(d) Znalezé F~1(D), gdzie D to zbiér wszystkich dobrych ufundowaii zbioru NV,
Funkcja G : NN — P(N) jest okreslona tak: G(f) = {n € N| f(n) < f(n+1)}.

(a) Czy funkcja G jest na P(N)?

(b) Czy jest to funkcja réznowartosciowa?

(c) Jakiej mocy jest zbiér wszystkich klas abstrakeji jadra funkcji G?

(d) Jakiej mocy sa klasy abstrakeji tej relacji?
Jakiej mocy jest zbidr tych wszystkich funkeji f : P(N) — P(N), ze:

(a) kazda rodzina zbioréw A C P(N) spemia réwnosé f(|JA) = U{f(Z) | Z € A}?

(b)* dowolne dwa zbiory A i B speiaja réwnosé¢ f(AU B) = f(A)U f(B)?
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Rozwiazania i wskazéwki do niektérych zadan

10a: W przeciwienistwie do schematu zdaniowego (p — ¢)V (¢ — p), nasza formula nie jest tautologia.
Na przyklad w dziedzinie liczb naturalnych symbol p moze oznaczaé¢ wlasnosé¢ podzielnosci przez 3,
a symbol ¢ wlasnosé podzielnosci przez 7.

10b: Tak (przy zalozeniu niepustosci dziedziny). Jesli bowiem wszystkie elementy y danej dziedziny
speliaja P(y), to warunek oczywiscie jest spelniony. A jesli znajdzie sie takie a, ze P(a) nie zachodzi,
to implikacja P(a) — Yy P(y) jest spelniona , walkowerem?”.

10c: Nie. Wskazowka: wybor v zalezy nie tylko od u ale takze od x, a nawet od y.

13: Przyczyna bledu jest dwuznaczna konstrukcja ,dla kazdego = i pewnego y”, ktéra spowodowala
pomieszanie kolejnoséci kwantyfikatoréw. W przypadku pierwszym zakladamy w istocie, ze zachodzi
warunek JyVz.z < y. Zaprzeczeniem tego warunku jest Vy3dz.x > y, a w przypadku drugim zalozono
silniejsza wlasnosé JaxVy. x > y.

16a: Jesli w zbiorze N przyjmiemy, ze R(n) zachodzi dla n > 0, a warunek S okreslimy jako zawsze
falszywy, to przestanka naszej formuly VzR(z) — JyS(y) bedzie spelniona ,walkowerem”. Ale kon-
kluzja Vz3y(R(z) — S(y)) nie bedzie spelniona. Dla & = 5 nie znajdziemy takiego n, aby ze
spelionego warunku 5 > 0 wynikal niemozliwy warunek S(n). A wiec formula (a) nie jest tautologia.
16b: Ta formuta jest tautologia, bo przestanka i konkluzja sa w istocie réwnowazne. Aby sie o tym
przekonaé przeksztatcimy konkluzje Jz(R(x) — S(z)) najpierw do postaci Jz(—R(z) V S(x)), potem
do postaci Iz —R(z) V Jz S(z), a nastepnie do —Va R(z) V 3z S(x). W koricu dostajemy formule
Va R(xz) — 3z S(x), rézniaca sie od Vo R(z) — Jy S(y) tylko nazwa jednej zmiennej zwiazanej.

17: Formula ¢ o zmiennych p1,. .., p, wyznacza funkcje Ao. [¢],, typu ({p1,.-.,pn}—{0,1}) — {0,1}.
Takich funkcji jest dokladnie 22", czyli skonczenie wiele. W nieskoriczonym zbiorze formul nad
D1, ..., Pp Musza wiec by¢ dwie wyznaczajace taka sama funkcje. Takie formuty sa réwnowazne (maja
to samo znaczenie przy kazdym wartosciowaniu).

20a: Zatézmy, ze A — B = B — A i przypusémy, ze © € A. Gdyby z € B to x € A — B, ale skoro
A—B=B—-A,tox ¢ A, sprzecznos¢. Zatem xz € B. UdowodnilisSmy wiec, ze A C B. Dowdd inkluzji
odwrotnej jest podobny.

22a: Tak. Zalézmy, ze P(Y) C X. Pokazemy, ze wtedy Y C |J X. WeZzmy dowolne y € Y. Zauwazmy,
ze wtedy {y} € P(Y). Z zalozenia P(Y) C X wynika, ze {y} € X. Mamy zatem y € {y} i {y} € X.
Na mocy definicji | J X wynika stad, ze y € | X.

22b: Nie. Jedli X = {{1,2}} 1Y ={1}, to Y CUX ={1,2}, ale P(Y) = {92, {1}} Z X.

31: Do zbioru A,, naleza te pary (z,y), ktére spemiaja warunek x? + y? > % —n(y—a%2-1) > 1.
Implikacja jest spelniona wtedy i tylko wtedy, gdy jej poprzednik jest falszywy lub nastepnik jest
prawdziwy. Szukamy zatem tych par, ktére spelniaja warunek z2 +y? < # (negacja poprzednika) lub
n(y—a*—1) > 1 (nastepnik). Pierwszy warunek opisuje kolo o §rodku w punkcie (0,0) i promieniu +.
Drugi warunek jest rownowazny nieréwnosci y > #% + 1 + +, ktéra opisuje obszar powyzej paraboli
o réwnaniu y = 2% 4+ 1 + % Ostatecznie, dla ustalonego n, zbiér A,, wyglada tak jak na rysunku 1
(gbrna czesé).

Policzymy teraz | J, cx_ (0} An- Latwo zauwazy¢, ze kola o srodku (0,0) i promieniu X
w kole o $rodku (0,0) i promieniu 1. Ponadto jesli m > n, to obszar ograniczony od dotu parabolg
o réwnaniu y = 2 + 1 + % zawiera, obszar ograniczony od dolu parabola o réwnaniu y = 2% + 1 + %
(obszary wyznaczone przez parabole tworza ciag wstepujacy). Wszystkie A,, sa wiec zawarte w ob-
szarze widocznym w dolnej czesci rysunku 1 i to samo dotyczy sumy (J,,cn_ {0} A,.

7 drugiej strony, ten obszar takze zawiera sie w naszej sumie. Istotnie, jesli n rosnie do nieskon-
czonosci, to parabola o réwnaniu y = 22 + 1 + % znajduje sie coraz blizej paraboli y = z2 + 1.
Kazdy punkt (z,y) znajdujacy sie powyzej wykresu y = 22 + 1 lezy wiec, dla dostatecznie duzego n,
powyzej paraboli y = 22 + 1 + %, a wigc nalezy do sumy. A kazdy punkt z kola nalezy do A;. Zatem
UneN—{o} A, wyglada jak na rysunku 1 (dolna cze$é¢). (Punkty nalezace do paraboli y = 2 + 1 nie
naleza do zadnego ze zbioréw A,,, nie naleza wiec do sumy.)

zawieraja sie
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Ny

Rysunek 1: Zadanie 31.

4la: Zacznijmy od tego, ze (\P(B) ={zx € B |VZ.Z € P(B) mz € Z} = {x | x € @} = &, dla dowol-
nego zbioru B. Zatem po prawej stronie pierwszej réwnosci mamy singleton {@} i nalezy udowodnié,
ze (\{P(B) | B C A} = {@}. Inkluzja ,O” wynika stad, ze zawsze @ € P(B), przypusémy wiec, ze
Z € ({P(B) | B C A}. Wtedy Z € P(B) dla wszystkich B C A (w tym dla B = @). Jedynym
zbiorem o tej wlasnosci jest Z = @.
41b: 7 zadania 28 wiemy, ze | JP(B) = B, dla dowolnego zbioru B, zatem prawa strona réwnosci
to {B | B C A} = P(4). Mamy wiec pokaza¢, ze | J{P(B) | B € A} = P(A). Niech najpierw
Z € | U{P(B) | B C A}. Wtedy Z € P(B), dla pewnego B C A, skad Z C A, czyli Z € P(A). Na
odwr6t, jesli Z € P(A), to Z nalezy do zbioru po lewej stronie, bo Z € P(Z).
42a: Rownosé jest zawsze prawdziwa. Udowodnimy najpierw inkluzje ,C”. Niech x € (AN B.
Oznacza to, ze « € (A oraz x € (| B. A zatem, dla dowolnego a € A zachodzi = € a, a takze dla
dowolnego b € B zachodzi = € b. Nalezy wykazaé, ze x € ¢ dla dowolnego ¢ € AU B. Jedli jednak
c€ AU B, to albo c € A albo ¢ € B. W kazdym przypadku mamy x € c.

Teraz zajmijmy sie inkluzja ,,07. Zalézmy, ze © € (J(AU B). A wiec z € a dla kazdego a € AU B,
w szczegblnosei dla kazdego a € A. Stad « € () A. Podobnie z € (| B, a zatem z € (AN B.
42b: To nie zawsze prawda, na przyklad jesli A = {{0},{1}}, B = {{0},{2}}, to AN B =2na =
&, ale (\(AN B) = N{{0}} = {0}.
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43a: Tak. Wezmy dowolna pare (x,y); zachodzi wtedy nastepujacy ciag réwnowaznosci:

(z,y) eNAxNB, wtedyitylko wtedy, gdy ze€AAy (B,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy =z € (NAAy € B,
wtedy i tylko wtedy, gdy Va € A(x € a) A VB € B(y € 8),
wtedy i tylko wtedy, gdy Va € AVG e B(z e aAy € B),
wtedy i tylko wtedy, gdy (z,y) e ([{ax B | a€ AAP € B}.

43b: Tak. Dla dowolnej pary (z,y) zachodza réwnowaznosci:

(z,y) e JAx N B, wtedyi tylko wtedy, gdy ze|JAAye B,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy Ja € A(x €a) A I € B(y € B),
wtedy 1 tylko wtedy, gdy Ja€ A€ B(zx € a Ay € f),
wtedy i tylko wtedy, gdy Ja € A3B € B{(z,y) € a x 3,
wtedy i tylko wtedy, gdy (z,y) e J{a x B | a€ AN € B}.

44: Definiujemy przez indukcje ciag nieskoriczonych zbioréow N; C N, zaczynajac od Ny = N, w ten
sposob, ze liczby n; = minN; beda tworzyly ciag ostro rosnacy: ng < ny < ... Zalézmy, ze N;
jest juz okreslone i niech X; = {n € N; | {n;,n} € X} oraz V; = {n € N, | {n;,n} € Y}. Jako N;;;
wybieramy ten ze zbioréw X;,Y;, ktéry jest nieskoriczony (jesli oba sa nieskoriczone, to wybieramy X;).
Oczywiscie N; C N; dla ¢ < j, skad wynika, ze dla kazdego ¢ albo wszystkie pary {n;,n;} dla i < j
sa w X, albo wszystkie sa w Y. Zatem N = Ax U Ay, gdzie Ax = {n; | Vj(i <j — {n;,n;} € X)}
oraz Ay = {n; | Vj(i < j — {n;,n;} € Y)}. Jeden z tych dwéch zbioréw musi wiec by¢ nieskoniczony.
Jest to szukany zbidr A.

55a: Zacznijmy od sprawdzenia, ze relacja r - r* jest przechodnia. Zalézmy, ze (z,y), (y,z) € r - r*.
Oznacza to, ze (z,u) € r, (u,y) € r*, (y,v) € r, (v,z) € r*, dla pewnych u i v. Ale wtedy mamy
(u,z) € r*-r-r* Cr*.r*.r* C r* bo relacja r* jest przechodnia i zawiera r. Skoro (x,y) € r
oraz {u,z) € r*, to (z,z) € r-r*.

Jesli s jest relacja przechodnia zawierajaca r, to r-r* C s-(sU1) bo sU1 jest przechodnia i zwrotna.
Ale s+ (sU1) C s (zadanie 51), wiec r - 7* C s. A wiec r - r* jest najmniejsza relacja przechodnia
zawierajaca 7. Dowdd réwnoécei r™ = r* - r jest analogiczny.
55b: Relacja r™ U 14 jest przechodnia i zwrotna, i stad wynika inkluzja z lewej do prawej. Druga
inkluzja bierze sie z tego, ze r* jest przechodnia i zawiera identycznosc.

56: Nalezy przyja¢ xry wtedy i tylko wtedy, gdy {z,y} € A.

57a: Nie. Niech A = {0,1} i niech 71 = {(0,1)}, ro = {(1,0)}. Relacje 1 i ro sa przeciwzwrotne, ale
ich zlozenie 11 - ro = {(0,0)} nie jest.

57b: Tak. Niech R bedzie niepusta rodzing relacji przeciwzwrotnych. Przypusémy, ze (a,a) € (R dla
pewnego a. Z definicji iloczynu uogdlnionego wynika, ze dla kazdego r € R zachodzi ar a. Poniewaz
rodzina R jest niepusta, wiec a r a dla co najmniej jednej relacji r € R. Ta relacja jest przeciwzwrotna,
wiec mamy sprzecznosc.

57c: Tak. Niech R bedzie rodzing relacji przeciwzwrotnych. Przypusémy, ze (a,a) € ((R. Wtedy
istnieje takie r € R, ze (a,a) € r. Zatem r nie jest relacja przeciwzwrotna. Sprzecznosé.

58a: Nie. Relacje r1 = {(3,2),(3,4),(1,6)} i ro = {(2,1), (4,5),(6,5)}. sa krzaczaste, ale ich zlozenie
r1-re = {(3,1),(3,5), (1,5) } nie jest relacja krzaczasta.

58b: Tak. Niech R bedzie dowolna niepusta rodzina relacji krzaczastych i niech a, b, ¢ € A beda takie,
ze {(a,b), (a,c) € (\R. To oznacza, ze dla kazdej relacji r € R zachodzi arb i arc. Poniewaz r jest
z zalozenia krzaczasta, to = brci—crb. Zatem (b, ¢) i (¢, b) nie naleza do zadnej relacji r € R, z czego
wynika, ze (b, c), (c,b) € [R.

58c: Nie. Na przyklad relacje 1 = {(3,1),(3,2)} i ro = {(2,1)} w zbiorze {1, 2,3} sa krzaczaste, ale
ich suma m Ure = {(3,1),(3,2), (2,1)} nie jest relacja krzaczasta.

58d: Tak. Niech a,b,c € A beda takie, ze (a,b), (a,c) € J;enri 1 przypusémy ze (b,c) € U, en 7i-
Z definicji sumy uogdlnionej istnicja takie ¢,7,k € N, ze ar; b, arjcibryc. Niech m = maz(i, j, k).
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Poniewaz relacje r; dla i € N tworza ciag wstepujacy, to arm,m b, ar,c i bry, c. Zatem 7, nie jest
relacja krzaczasta — sprzeczno$é. Podobnie wyprowadzimy sprzecznod¢ z zalozenia (c,b) € ;e 7i-
69: Niech A, B € P(N) i niech A # B, np. m € A — B. Istnieje dokladnie jedna taka para (n,i), ze
m = a(n,i). Wtedy i € g(A)(n) oraz i &€ g(B)(n). Zatem g(A)(n) # g(B)(n), a stad g(A) # g(B).
Funkcja g jest wiec réznowartosciowa.

Funkcja ¢ jest tez ,na” N — P(N). Jesli bowiem ¢ : N — P(N), to dla A = {«a(n,i) | i € ¢(n)}
mamy g(A)(n) ={i e N|an,i) e A} ={i e N|ie€epn)} =) A wiec g(A) = .
70: Zalézmy przeciwnie, ze dla kazdego n istnieje taki zbiér C,, € P(N), ze C,, # f(n) dla wszystkich n
i wszystkich f € F,. Jedli f = An.C, to f € F,, dla pewnego m. Wtedy C,,, = f(m), sprzecznosé.
71: Sprawdzimy, ze podane warunki sa spelnione przez funkcje:

k dla n postaci 2k 2k +1 dla n postaci 2k
fn) = { k dla n postaci 2k + 1 g(n) = { 2k dla n postaci 2k + 1

(a) Liczby « 1 g(z) maja zawsze inng parzysto$é, zatem g(z) # z. (b) Dla dowolnego k € N mamy
9(g9(2k)) = g(2k+1) =2k, 1 g(9(2k+ 1)) = g(2k) = 2k + 1. A wiec zawsze g(g(z)) =z. (¢c) Dlak € N
zachodza réwnosci f(g(2k)) = f(2k +1) = k = f(2k) oraz f(g(2k + 1)) = f(2k) = k = f(2k + 1).
Zatem fog = f. (d) Dla kazdego n € N mamy f(2n) = n, wiec f jest na N. (e) Obraz zbioru
wszystkich liczb parzystych w odwzorowaniu g to zbiér {g(n) | n parzyste}. Aby wykazaé, ze jest to
zbiér liczb nieparzystych, zauwazmy, ze (i) jesli n = 2k to g(n) = 2k + 1 jest nieparzyste; (ii) jesli
m = 2k + 1 jest nieparzyste, to g(2k) = m.
72a: Obrazem jest odcinek B = [2,5]. Najpierw pokazemy, ze f(A) C B. Jesli (z,y) € A,t02 <z <4
oraz —1 <y < 3, zatem f(z,y) = /22 + 42 > VA+0=21 f(z,y) = /22 + 32 < /16 + 9 = 5. Stad
wartosé funkeji f(x,y) dla (x,y) € A jest zawsze elementem [2, 5].

Teraz pokazemy, ze B C f(A), tj. dla kazdego z € B istnieje takie (x,y) € A, ze f(z,y) = 2.
Dla z < 4 bierzemy z = z, y = 0. Dla z > 4 bierzemy x = 4,y = v/22 — 16. Latwo sprawdzié, ze
w obu przypadkach (z,y) istotnie jest elementem zbioru A.

72b: Szukamy par (z,y) € Nx N, dla ktérych f(z,y) € (—=3,3)U{5}. Kwadrat jest zawsze nieujemny,
wiec f7H((=3,3)U{5}) = {(z,y) e Rx R | (22 +y? <9) V (2? + y* = 25)}, co w przecieciu z N x N
daje zbiér {0,1,2}% U {(3,4), (4,3),(0,5), (5,0)} o 13 elementach. Rozwiazanie ilustruje rysunek 2.
Jak wiadomo ze szkolnej geometrii, f(z,y) to odlegtosé punktu (x,y) od poczatku uktadu. Zatem
interesuja nas punkty (zaznaczone czarnymi kropkami), ktérych odlegtosé od (0, 0) jest mniejsza od 3
albo réwna 5.

Rysunek 2: Zadanie 72b.
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73a: Nie. Na przyktad f(2) = f({(0,0)}) = 0.
73b: Tak. Dla X C N okreslimy taka relacje rx, ze f(rx) = X. Dla kazdego i € X do relacji rx
naleza pary (0,p;), (pi, p?), ..., (pﬁ,p§+1>, gdzie p; to i-ta liczba pierwsza. Wtedy (O,p§+1> € r? oraz dla
zadnego n nie zachodzi ani (n,0) € r ani (p:**,n). Zatem i € X wtedy i tylko wtedy, gdy i € f(rx).
73a: Tak. Relacja r = {(0,1),(0,2), (2, 3),(3,3)} ie jest przechodnia (bo (0,3) & r) oraz f(r) = {0}
74: Niech h(z) = c(f~1({g(2)})), dla x € A. Wtedy h(z) € f~1({g(x)}, czyli f(h(z)) € {g(z)}, dla
kazdego x. A wiec foh=g.
115: Funkcja F' jest na P(N), bo kazdy podzbiér A C N jest postaci F(z), gdzie x jest ciagiem stale
réwnym A. Ale nie jest réznowartosciowa, bo np. F(z) = F(y) dla ciagu stalego x(i) = N i ciagu
. N, jesli ¢ jest parzyste;
y(i) = { &, w przeciwnym przypadku.
Dla A = &, jedyny ciag x spelniajacy warunek F(z) = @ to ciag staly x(i) = @. Zatem F~1({@}) jest
jednoelementowy. Natomiast jesli A # & to F~1({A}) musi by¢ nieskoficzony. Do tego przeciwobrazu
naleza bowiem wszystkie funkcje y; postaci
. A, jeslii=k;
0 :{ @, jeslii#k,
gdzie k jest dowolna liczba naturalna. A wiec nie istnieje taki zbiér A C N, ze F~1({A}) ma dokladnie
cztery elementy.

116a: Przyktadem funkcji f : P(N) — P(N), ktéra dla zadnego T nie jest postaci ®(T), jest
N, jedli A= @
F(4) = { &, w przeciwnym przypadku.
116b: Jesli T' = {({z},z) | * € N}, to ®(T) = idp), bo wtedy
O(T)a)={zeN|{z}Ca}={zeN|zeca}=a.
Aby uzyskaé¢ funkcje stala musimy przyjaé¢ T = {(@,x) | « € A}, dla wybranego A. Wtedy
O(T)(a)={reN|xze A} =A.
116c: Przypusémy, ze ®(T) = ®(S) i przy tym T # S, na przyktad (a,z) € T — S. Skoro x nalezy
do ®(T)(a) = ®(5)(a), to (b,z) € S dla pewnego b C a. Stad x € ®(S)(b) = ®(T) (), wiec jest takie
cCb,ze {c,x) € T. Wtedy ¢ C a, wiec ¢ = a. Zatem (a,x) = (¢, z) € S i mamy sprzecznosé.
117: Niech f(0) = 0 oraz f(n) =n — 1, gdy n > 0. Jesli teraz X = {0}, to mamy g(i) = f~¢({0}) =
{n] fi(n) =0} ={0,...,i}. A zatem g(i) # g(j), dla i # j.
119: Funkcja ¢ nie jest réznowartosciowa. Jedli np. f(z) = 2+ 1 dla z € R, to ¢(idr) = ¢(f) = 1Q.
Ale ¢ : R® 2% P(R), bo dla dowolnego B C R zachodzi B = ¢(f), gdzie
Fz) = { m, jeslix e B,
0, w przeciwnym przypadku.

120a: Jesli n = 0 to relacja ¢(n) = {(0,n) | n € N} jest przechodnia, bo przypadek (x, y), (y, z) € v(n)
zachodzi tylko wtedy, gdy = = y = 0. Jesli jednak n # 0, to mamy (0,n), (n,n + 1) € ¢(n), ale
(0,n+1) & p(n), wiec p(n) nie jest przechodnia. Zatem ¢~1(7) = {n | p(n) jest przechodnia} = {0}.
120b: Tak, bo |Jp(N) to relacja zwyklego porzadku < w N. Istotnie, jesli (z,y) € Jp(N), to dla
pewnego n mamy (z,y) € ¢(n), a wiec albo © <y = n albo = n < y. Na odwrét, jesli x < y, to
(,y) € o(y) € o(N), wiec (z,y) € Up(N).
121a: Dla dowolnego n, przypadek (x,y), (y, z) € ¢(n) zachodzi w jednej z trzech sytuacji:

l.z=n,y=n,n <z < 2n;

2. n<ax<2n,y=2n, z=12n;

. z=nn<y<2niz=2n.
W dwéch pierwszych przypadkach to, ze (x,z) € ¢(n) jest oczywiste, w trzecim réwniez, poniewaz
(n,2n) € p(n). A wiec relacja ¢(n) jest przechodnia. Zatem przeciwobraz 7 to N.

121b: Nie, bo (1,2),(2,3) € [Jp(N) (poniewaz (1,2) € p(1) i (2,3) € ¢(2)), ale (1,3) & Jp(N).
Istotnie, gdyby tak byto, to (1,3) € ¢(n), dla pewnego n. Wtedy albo n =113 < 2, albo 3 = 2n, a
tak jedno jak i drugie jest niemozliwe.
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122a: Nie, bo obraz niepustego zbioru P musi by¢ niepusty, wiec @ & Rg(p).

122b: Nie, bo f(P) = g(P) =P, gdy f = idy oraz g = An.if n € P then n else 0.

122c: Na poczatek zauwazmy, ze f € C wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(f) = f(P) € P(P), czyli gdy dla
wszystkich p € P zachodzi f(p) € P. Niech teraz h € C ¢ C. Wtedy h = f o g dla pewnych f,g € C
i dla kazdego p € P mamy g(p) € P, a wiec tez i h(p) = f(g(p)) € P. Stad h € C. Na odwrdt, jesli
heC,toh=hoidy € C e (C, bo oczywiscie idy € C.

146a: Tak. Jesli Z # Y, na przyklad Z € Y, to istnieje element z € Z, ktory nie nalezy do Y. Wtedy
{z}Rz @, ale ({z},0) € Ry. Zatem Rz # Ry.

146b: Nie. Zauwazmy bowiem, ze klasa abstrakecji [Z]g, to zawsze zbiér P(Z). Mamy bowiem
(X,Z) € Rz wtedy i tylko wtedy, gdy X UZ = Z, czyli gdy X C Z. Rozpatrzmy teraz podzial zbioru
P(N) na dwie sktadowe: jedna z nich to zbiér {@,{0},{1}} a do drugiej naleza wszystkie pozostale
podzbiory N. Relacja réwnowaznosci wyznaczona przez ten podzial nie jest postaci Rz (a wiec nie jest
wartoscia funkcji f), bo zaden ze zbioréw naszego podzialu nie jest postaci P(Z). Pierwszy dlatego,
ze ma 3 elementy, drugi dlatego, ze nie nalezy do niego zbiér pusty.

151a: Symetria: Oczywista. Zwrotnosé: Jedli z jest parzyste to x — x = 0, a zero jest podzielne
przez k. Jesli zas x jest nieparzyste, to x - x > 0, przy czym nieréwnos¢ jest ostra bo x # 0.
Przechodnio$é: Niech (z,y), (y,z) € prp. Wtedy = 1 z musza byé tej samej parzystosci co y. Zatem

wszystkie trzy liczby sa parzyste albo wszystkie trzy sa nieparzyste. W pierwszym przypadku mamy
x—z=(x—y)+ (y — 2). Suma liczb podzielnych przez k jest podzielna przez k, wiec (x, z) € py.
W drugim przypadku z -z = (z-y) - (y- 2) - y% > 0 i tez dobrze.
151b: Wszystkie klasy abstrakcji naszej relacji sa nieskonczone. Jesli a jest liczba nieparzysta, to
lal,, ={b€Z]b>0}albo [a]l,, = {b € Z|b< 0}. Ajedli a jest parzyste, to wtedy mamy
[al,, = {a+nk | n € Zink jest parzyste}. A wiec nie ma klasy k-elementowe;.
151c: Jesli k = 4 to mamy 4 klasy abstrakcji:

e Klase liczb nieparzystych dodatnich;

e Klase liczb nieparzystych ujemnych;

e Klase liczb podzielnych przez 4;

e Klase liczb parzystych niepodzielnych przez 4.
W przypadku k = 3 jest pieé klas:
e Klasa liczb nieparzystych dodatnich;

Klasa liczb nieparzystych ujemnych;

Klasa liczb parzystych podzielnych przez 3;

Klasa liczb parzystych dajacych reszte 1 z dzielenia przez 3;
e Klasa liczb parzystych dajacych reszte 2 z dzielenia przez 3.

152: Zadna z tych relacji nie jest relacja rownowaznosci, bo zadna nie jest zwrotna. Z zadania 119
wynika, ze ¢(f) = @ dla pewnej funkcji f. Wtedy oczywiscie (f, f) € r. Mamy tez ¢(f) X ¢(f) = &,
a skoro zbiér pusty nie jest relacja réwnowaznosci w R, to (f, f) & s.
153a: Nie. Jedli idy : N — N jest funkeja identycznosciows to zawsze ®(idy)(A) = A. Ale dla funkcji
nastepnika s mamy takze ®(s)(A) = A, dla dowolnego A. Istotnie,

O(s)(A) = f 1 ({s(n) [n€ A}) ={m € N | In € A(s(m) = s(n))} =

={meN|IneA(m=n)} = A

A wiec ®(idy) = P(s), chociaz idy # s.
153b: Nie. Nietrudno zauwazy¢, ze jedli A # @, to takze f~1(f(A)) # 9. Zatem na przyklad funkcja
stata F : P(N) — P(N), okreslona warunkiem F'(A) = &, nie jest wartoscia funkcji ®.
153c: Zauwazmy, ze ®~'({idpay)}) = {f € NV | VA C N(f~!(f(A)) = A)}. Natomiast warunek
VA CN(f1(f(A)) = A) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f jest funkcja réznowartoéciowa. Mamy
bowiem f~1(f(A)) = {m € N | 3n € A(f(n) = f(m))}. Dla réznowartosciowej funkcji f, réwnosé
f(n) = f(m) zachodzi tylko dla n = m i mamy
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FFUfA))={meN|IneAn=m)} = A.
W przeciwnym razie f(n) = f(m) dla pewnych n # m, wiec {n} ¢ {n,m} C f~1(f({n})). A zatem
<I>’1({idp(N)}) to zbidr wszystkich funkcji réznowartosciowych z N do N.
153d: Na poczatek zauwazmy, ze n € ®(f)(A) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f(n) € f(A4), czyli
gdy f(n) = f(m) dla pewnego m € A. Przyjmujac wiec r = {{z,y) | f(z) = f(y)}, latwo otrzymujemy
réwnowaznos¢ n € ®(f)(A) < Ime A(n € [m],), z ktérej natychmiast wynika teza.
155a: Aby wykazaé, ze F jest réznowartosciowa, zalézmy, ze F(R) = F(S) dla pewnych relacji R
i S, 1 przypusémy, ze mRn. Wtedy F(R)(m,n) = |m —m| = 0, bo zachodzi mRm A mRn. A zatem
F(S)(m,n) = 0, co oznacza, ze istnieja takie x,y, ze |x — y| = 0 oraz mSz A ySn. Wtedy = = y,
a zatem mSn z przechodniosdci. Pokazaliémy wiec, ze R C S. Podobnie S C R, co oznacza, ze R = S.
Funkcja F' nie jest surjekcja, poniewaz dla dowolnego R € R i dowolnego n € N mamy zawsze
F(R)(n,n) = 0. Zatem np. funkcja stale réwna 7 nie nalezy do Rg(F).
155(b)i: Przeciwobraz zbioru wszystkich funkcji stalych jest niepusty, bo F(N x N) jest funkcja stale
réwna, zero.
155(b)ii: Przeciwobraz zbioru wszystkich funkcji réznowartosciowych jest pusty. Zadna funkeja F(R)
nie jest réznowartosciowa, bo zawsze F'(R)(2,3) = F(R)(3,2).
155(b)iii: Przeciwobraz zbioru wszystkich surjekcji jest niepusty, bo jesli Ay jest relacja identycznos-
ciowa to F(Ay)(m,0) = |m — 0] = m, dla dowolnego m € N, a wiec F(Ay) jest na N.
156a: Relacja r jest jadrem przeksztalcenia Af. f(N).
156b: Funkcja stale réwna 1 to jedyna funkcja, ktérej zbiorem wartosci jest {1}. Zatem [Az 1], = {\z 1}.
Natomiast idn(N) = N, wiec [idy], to zbidr wszystkich funkeji na N.
156¢: Nie, bo np. funkcja An 2n jest réznowarto$ciowa a nie jest w relacji z idy.
156d: Przypusémy, ze [f], = {f,g} dla pewnych f # g. Wtedy f(n) # g(n), dla pewnego n,
przypusémy wiec, ze f(n) = a i g(n) = b, przy tym a # b. Dla pewnego m mamy tez f(m) = b.
WeZmy teraz takie k, ze k # m,n, na przyklad £k = m + n + 1. Okreslimy nowa funkcje h : N — N.
Jezeli f(k) = a, to niech h(m) = a, h(k) = b. Jezeli f(k) = b, to niech h(m) = b, h(k) = a. Jezeli
natomiast f(k) # a, b to przyjmijmy h(m) = f(k)1ih(k) = b. Dla pozostatych x € N niech h(x) = f(z).
Wtedy h(N) = f(N) oraz w kazdym przypadku h(y) # f(y) dla przynajmniej jednego y. Na dodatek
h(n) # g(n), wiec h # f,g i h € [f],. A zatem nasza klasa ma trzeci element.
156e: Oczywiscie nie, bo jest nieskoriczenie wiele podzbioréw N.
157a: Relacja r jest jadrem przeksztalcenia \f. f~1(Parz).
157b: Poniewaz (\z2) " (Parz) = {y : N |2 € Parz} = N, wiec klasa [\z 2], sktada sie ze wszystkich
tych funkcji g, ktére przyjmuja wylacznie wartosci parzyste:
A\z2], ={9 : N->N|g Y (Parz) =N} ={g : N— N | Vn:N. g(n) € Parz}.
Poniewaz idy; ' (Parz) = {n : N | n € Parz} = Parz, wiec klasa [idy], sklada sie ze wszystkich funkcji,
ktore przyjmuja wartodci parzyste dla parzystych argumentéw i nieparzyste dla nieparzystych:
lidn], = {g : N—= N | g7 Y(Parz) = Parz} = {g : N— N | Vn:N (n € Parz <= g(n) € Parz)}.
157c: Nie, bo funkcja f, ktora kazdej liczbie parzystej x przypisuje x + 1, a kazdej nieparzystej y przy-
pisuje y — 1, jest ,na”, ale nie jest w relacji z idy. Istotnie, f~1(Parz) = N— Parz i idg,l(Parz) = Parz.
157d: Niech f : N — N bedzie dowolna funkcja i niech f’ : N — N bedzie takie, ze f'(0) = f(0) + 2
oraz f'(x) = f(z) dla © # 0. Wtedy f # f’ ale przeciwobrazy zbioru Parz przy f i przy f' sa takie
same, czyli fr /. A wiec kazda klasa ma co najmniej dwa elementy.
158a: Zwrotnos¢ i symetria wynikaja wprost z definicji, zatem wystarczy pokazaé, ze r jest przechod-
nia. Zauwazmy, ze dla dowolnych n, m zachodzi réwnosé

frogm=g"of" (1)

Zalézmy, ze (x,y) € r i (y, z) € r. Wtedy istnieja takie ny, m1, no i ma, ze:
[ gm (@) = " (g™ (y) (2)
fr2(g™(y)) = (g™ (2)). 3)

Mamy wiec nastepujace rownosci:
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f’ﬂ1+n2( mi+me (LL')
= frgm (" (g™ (x)
= g™ (" (9™ (y)
= g™ (9™ (y)
= g™ (f" (g (2)
— fn1+n2(gm1+m2(z))

Wynika stad, ze (z,z) € r. Zatem r jest przechodnia.

)
)
)
)

158b: Zalézmy, ze r = 14. Pokazemy, ze f i g sa réznowartosciowe. Dla dowolnych z,y € A,
jesli f(x) = f(y), to (x,y) € r i musi zachodzi¢ x = y, bo r = 1,4. Zatem f jest réznowartosciowa.
Analogicznie g jest réwniez réznowartosciowa.

Dla dowodu w przeciwng strone zalézmy, ze f i g sa réznowartoéciowe. Zauwazmy, ze wtedy
wszystkie zlozenia postaci f™ o g™ tez sa réznowartosciowe. Pokazemy, ze r = 14. Niech (z,y) € 7.
Istnieja wtedy takie n i m, ze f™(¢™(x)) = f*(¢™(y)). Wynika stad, ze z = y. Dowodzi to, ze jesli
(x,y) €r,to x =y. Zatem r = 14.
158c: Niech g = idy i niech f bedzie okreslona nastepujaco:

fn) = { p, jedli n = pF, gdzie p jest liczba pierwsza i k € N — {0};
n, w przeciwnym przypadku.
Oczywiscie fog = go f. Zauwazmy, ze jesli p jest liczba pierwsza i ki, k2 € N — {0}, to (p*, p¥2) € r.
Wynika stad, ze klasa abstrakcji [p], dla liczby pierwszej p jest nieskoriczona.

Jedli p; 1 pa sa réznymi liczbami pierwszymi, to (p1,p2) ¢ r, czyli [p1], # [p2]r. Poniewaz istnieje
nieskonczenie wiele liczb pierwszych, wiec r ma nieskoriczenie wiele nieskoriczonych klas abstrakcji.
159a: Zwrotno$¢ wynika wprost z definicji a symetria wynika z symetrycznosci relacji s. Pozostaje
udowodni¢ przechodniosé. Z zalozenia

VeyzlzryAzrz=yrz|, (1)
wynika, ze relacja r ma takie wlasnosci:
xry=yry (stosujemy (1) dla z = y) (2)
ToT 1T Ty = 2271 (stosujemy (1) do r(x1,x2) i r(xy,z1)) (3)
TorxyiTrarxs = x1rxs (stosujemy (1) do r(xa,x1) i r(xe, x3)). (4)

Aby wykazaé przechodniosé relacji 14 U (s - s - s) udowodnimy, ze s-s-s-sC s-s-s. Zapiszmy 7y
jako © — y, a xr 'y jako © «— y. Niech zgs x15 225 35 4. Wtedy zo jest polaczony z x4
ciagiem czterech strzalek. Z (3) wynika, ze jeSli w tym ciagu sa trzy kolejne strzalki w te sama strone,
to (zg,x4) € s-s+s. W przeciwnym przypadku, jesli we wspomnianym ciagu jest zmiana kierunku
strzalek postaci «———, to z (1) wynika, ze (xg,z4) € s-s-5s. Zostaje jeden przypadek nierozpatrzony
postaci ———«—«—. Ale wtedy druga strzalke mozna odwrécié przy uzyciu (2).
159b: Zalézmy, ze r jest przechodnia. Wtedy »~! jest réwniez przechodnia. Zauwazmy, ze jesli zryr z
lub zr~tyr=tzlubzr~tyrztoz sz Z tego tatwo wynika, ze s-s-s C s-s. Zatem 14 U (s-s) jest
przechodnia. Zwrotnos¢ i symetria jak w zadaniu 159a.
159c: Zalézmy, ze r jest symetryczna. Jesli xsysz, to xryrz i zatem zrz (1). Wynika stad, ze
relacja 14 U s jest przechodnia. Zwrotnosé i symetria jak w zadaniu 159a.
160a: Udowodnimy teze przez indukcje ze wzgledu na m. Inaczej méwiac udowodnimy, ze kazde
m € N ma wilasno$¢ Vk,:N.m + (k+1) = (m + k) + .

Po pierwsze, 0+ (k+1) = (k+1) = (0 + k) + I, po drugie z warunku m + (k +1) = (m + k) + 1
wynika s(m) + (k+1) =s(m+ (k+1)) =s((m+k)+1) =s(m+k)+1=(s(m)+ k) +1.
160b: Indukcja ze wzgledu na m. Po pierwsze 0+ k = k, a wiec warunek 0+ k = 0 oznacza, ze k = 0.
Po drugie réwno$é s(m) + k = s(m) implikuje s(m + k) = s(m) (bo s(m) + k = s(m + k)). Zatem
m + k = m, a wiec k = 0 z zalozenia indukcyjnego.
160c: Gdyby k+1 =01k # 0, to k = s(k'), dla pewnego k'. Zatem 0 = k+1 = s(k')+1 = s(k'+1) # 0,
sprzecznosc.
160d: Indukcja ze wzgledu na m. Po pierwsze 0+ 0 = 0 z definicji, po drugie s(m) +0 = s(m +0) =
s(m), wprost z zalozenia indukcyjnego.
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160e: Indukcja ze wzgledu na m. Po pierwsze s(0) + k& = s(0 + k) = s(k) = 0+ s(k). Po drugie,
z réwnosci s(m) + k = m + s(k) wynika s(s(m)) + k = s(s(m) + k) = s(m + s(k)) = s(m) + s(k).
160f: Indukcja ze wzgledu na m. Dla m = 0 wynika natychmiast z czesci (d). Krok indukeyjny wynika
z czesci (e): s(m) + k=s(m+k) =s(k+m) =s(k) +m=k+ s(m).

173: Skoro A ~ B, to istnieje bijekcja f: A i Zdefiniujemy ¢: P(A) x P(B) =1 {0,1,2,3}4:

0 jesia¢d Xif(a)dy,
1 jesiae Xif(a)dy,
Y@ =99 Sesliag X i fga; i Y,
3 jedliaeXif(a)ey.
Funkcja ¢ jest réznowartosciowa, bo jesli (X,Y) # (X', Y’), to X # X’ lub Y # Y’. Przypu$émy na
przyklad, ze X # X’'. Wtedy istnieje element a, ktéry odréznia X i X', tzn.a € X —X'luba € X' —X.
Przypu$émy, ze zachodzi a € X — X'. Wtedy ¢((X,Y))(a) € {1,3} 1 o((X',Y"))(a) € {0,2}, czyli
e((X,Y)) # p((X',Y")). Pozostale trzy przypadki sa analogiczne.
Aby pokazaé, ze ¢ jest ,na”, nalezy dla h: A — {0,1,2,3} wskazaé takie X,Y, ze o((X,Y)) = h.
Pokazemy, ze X = h=1({1,3}), Y = f(h=1({2,3})) sa dobre.
Weimy a € A. Przypusémy, ze h(a) = 0. Wtedy oczywiscie h(a) # 1,3 oraz h(a) # 2,3, wiec
a g h™t({1,3}) = X oraz f(a) ¢ f(h~1({2,3})) =Y. Zatem z definicji, ¢((X,Y))(a) = 0. Podobnie,
jedli h(a) =1,t0a € h*({1,3}) = X i f(a) & f(h™1({2,3})) =Y, zatem ¢({X,Y))(a) = 1. Pozostale
dwa przypadki sa analogiczne.
195: Niech C oznacza zbiér wszystkich funkcji ciaglych z R do R. Rozpatrzmy przeksztalcenie
F :C — RQ dane przez F(f) = f|g. To przeksztalcenie jest réznowartosciowe, bo kazda liczba rzeczy-
wista r jest granica pewnego ciagu liczb wymiernych (¢, )nen. Jesli wiec funkcje f 1 g sa ciagle i fo = go
to z réwnoscl f(gn) = g(¢n) dlan € N wynika f(r) = limy, o0 f(gn) = limp 00 9(gn) = g(r). Poniewaz
moca zbioru R? jest €Y = ¢, wiec C < €. Nieréwnos$é w przeciwna strone jest oczywista (wystarczy
ograniczy¢ sie do funkcji stalych), wiec C = €.
207: Kazdemu wielomianowi f mozna przypisa¢ funkcje o : N — R, ktoéra liczbie n przypisuje
wspélczynnik wielomianu f przy z”. A wiec zbiér wszystkich wielomianéw jest mocy co najwyzej
takiej jak zbiér RY, czyli €¥0 = €. Poniewaz zbiér wszystkich wielomianéw stalych jest mocy €, wiec
zbiér wszystkich wielomianéw jest tez mocy €. Stad od razu wynika, ze kazda klasa abstrakcji relacji r
i zbiér wszystkich klas sa mocy co najwyzej €.
Niech f = a,z™ + -+ asx? + a1z + ap. Do klasy [f], naleza wszystkie wielomiany majace postaé
f = apa™ + -+ + axx? + ayx + b, gdzie b jest dowolna liczba rzeczywista. Zatem klasa [f],. jest co
najmniej (a wiec doktadnie) mocy €.
Dla a # b wielomiany az® i bxz? nie sa w relacji, bo ich réznica jest stopnia 3. Zatem zbiér klas
abstrakcji tez jest mocy €.

215: Tak, bo 2¢ = 42,
217: Wskazowka: Kolo otwarte plus dowolny podzbidr okregu daja w sumie zbior wypukty.
220: Poniewaz (P(N) — {{0},{1}}) C F, a zbiér P(N) — {{0},{1}} jest mocy 2%, wiec 2% < z.
Nieréwnos$¢ w przeciwna strone wynika z inkluzji F C (P(N) — P(N)), a zatem F =2
221: Niech F bedzie rodzing wszystkich funkeji okresowych z Z w {0,1}. Rozwazmy funkcje:
Fulz) = { 1 jesli z = kn dla pewnego k € Z,
"1 0w przeciwnym przypadku,
Ewidentnie funkcje f,, dla n € N, sa parami rézne, zatem rodzina F jest nieskoriczona. Aby wykazaé,
ze F jest przeliczalna, okre§limy injekcje ¢: F = {0, 1}*, przyjmujac o(f) = f(0)f(1)... f(k—1),
gdzie k jest najmniejsza niezerowsa liczba naturalna taka ze f(z) = f(z + k) dla wszystkich z € Z.
Przypusémy, ze o(f) = ¢(g9) = zox1...x5—1. Wtedy f(i) = 2, = g(i) dlai € {0,1,...,k —1}. Na
mocy okresowosci, dla i € {0,1,...k — 1} i dowolnego j € Z zachodzi
fli+jk) = fli+ (G —1k)=-- = f(i) ==g(i) =g(i + k) = g(i + 2k) = --- = g(i + jk).
Stad, funkcje f i g przyjmuja takie same wartosci na liczbach catkowitych postaci i+ jk dla dowolnych
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i€{0,1,...,k—1}, oraz j € Z. Pozostaje zauwazy¢, ze kazda liczba catkowita jest tej postaci, zatem
funkcje f i g sa w istocie réwne.

222: Wskazéwka: rozpatrzmy sume (J{{A € R: min A = k} : k € N}

223a: (a) Tak. (b) Wskazéwka: galezie nieskoriczonego pelego drzewa binarnego maja skoriczone
czesci wspllne.

224: Wskazéwka: Rozwiazaé¢ najpierw zadania 181 i 195.

226: Z zadania 69 wynika, ze zbidr wszystkich funkcji z N do P(N) jest mocy continuum. Zatem
zbiér R funkcji réznowartosciowych z N do P(N) jest mocy co najwyzej continuum.

Niech F : (N — {0,1}) — R bedzie okredlona tak: F(«a)(n) = {a(n),n + 2}, dla o : N — {0,1}.
Funkcja F' jest dobrze okredlona, bo dla m # n mamy m + 2 ¢ F(a)(n) a wiec funkcje F(a) sa
réznowartosciowe. Niech teraz a, 5 : N — {0,1} i niech o # 3, tj. a(n) # B(n) dla pewnego n. Wtedy
a(n) € {a(n),n + 2}, ale a(n) € {B(n),n + 2}, bo a(n) # B(n) oraz a(n) < n + 2. Zatem funkcja F
jest réznowartosciowa, a stad moc zbioru R jest co najmniej continuum. Z tw. Cantora-Bernsteina
wnioskujemy, ze R = €. Natomiast moc zbioru surjekcji z N na P(N) jest zero. Zbiér ten jest pusty,
bo N =Ry < ¢ = P(N).

232: Wskazéwka: zastosowaé metode przekatniowa,.

234: Wskazéwka: Przypusémy, ze jest funkcja f : AUB —5 R x R. Jest takie x, ze dla dowolnego v,
punkt (z,y) nie nalezy do f(A). Podobnie dla drugiej wspélrzednej. Ostatecznie jest (x,y) € f(AUB).
235: Wskazéwka 1: Zauwazy¢, ze A x B = J,cp A X {b} i uogdlni¢ zadanie 234.

Wskazéwka 2: Jesli f: Ax B =5 RE, to R —{f(a,b)(b) | a € A} # @, dla dowolnego b € B. Funkcja
wyboru dla rodziny tych zbioréw nie nalezy do Rg(f).

238: Zbiér F jest mocy 2. Nieréwnos¢ F < 2% wynika stad, ze F C RF, a ten ostatni zbiér ma
moc €¢ = 2%, Aby wykazaé, ze F > 2%, zauwazmy najpierw, ze zbiér Q¥ N jest takze mocy 2%, bo

R — N = ¢. Funkcja & : Q&N =1 F moze za$ by¢ okreslona warunkiem
| o, jesli x € N|
§)(w) = { f(z), w przeciwnym przypadku.
239: Funkcja przypisujaca kazdej liczbie n jej klase abstrakcji [n], jest na N — {0}/r, wiec zbiér
ilorazowy jest mocy co najwyzej Rg. Wystarczy wiec sprawdzié, ze nasz zbidr jest mocy co najmniej N,
czyli ze istnieje nieskonczenie wiele klas abstrakcji. Tak jest, bo kazda liczba pierwsza wyznacza inna,
klase abstrakcji, wiec zbidr klas abstrakcji relacji r jest mocy Np.

240: Oczywiscie U < € bo zbiér wszystkich funkcji z N do N jest mocy €. Zdefiniujemy teraz funkcje
F : NN — U. Ponizej, w3(n) oznacza najwieksze takie 7, ze n dzieli sie przez 3".
| f(k), jeslin =2k
F(f)n) = { ws(n), w przeciwnym przypadku.
Funkcja F' jest dobrze okreslona, tj, F/(f) € U dla f : N — N, bo dla dowolnego r istnieje nieskoriczenie
wiele liczb nieparzystych, ktore w rozktadzie na czynniki pierwsze daja r tréjek. Funkcja F' jest tez
réznowartosciowa, bo dla f(k) # g(k) zachodzi F(f)(2k) # F(g)(2k). A wiec moc U jest co najmniej

taka jak moc zbioru NV, z czego ostatecznie wynika F = €.

241: Poniewaz R ~ (N — P(N)), na mocy zadania 69, wiec wystarczy udowodnié, ze jesli N — P(N)
jest suma postaci |J{F, | n € N} to co najmniej jeden ze zbioréw F,, jest mocy continuum. Wynika
to natychmiast z zadania 70.

242: Zbiér A jest mocy 1, bo jesli jednym ze sktadnikéw podziatu N jest N— {7} to pozostale sktadniki
tworza podziat zbioru {7}. Oczywiscie mozna to zrobié tylko na jeden sposéb (bo skladniki musza
by¢ niepuste). Zbiér {7,49} mozna podzieli¢ na dwa sposoby (jedna lub dwie skladowe), zatem B jest
mocy dwa. Natomiast zbiér C jest pusty (mocy 0), bo zawsze 0 € [0],..

243: Moc zbioru wszystkich funkcji z N do N jest réwna Ng” = €, zatem moc zbioru F jest co naj-
wyzej €. Aby stwierdzi¢, ze jest tez co najmniej €, wystarczy zauwazy¢, ze F zawiera zbior ciagdw
zerojedynkowych, ktéry jest mocy 2% = €. Skoro € < F < €, wiec F = €.
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244: Moc N — N jest réwna Ng" = €, zatem moc zbioru zygzakdéw jest co najwyzej €. Pokazemy,

ze jest ona tez co najmniej €, czyli ze jest réwna €. W tym celu okreslimy injekcje F : 2N = Z,

gdzie Z oznacza zbiér wszystkich zygzakéw. Dla dowolnego ciagu a € 2V, funkcje F(a) deﬁnlujemy
przez indukcje, przyjmujac F(a)(0) =0, F(a)(2n +2) = F(a)(2n + 1) — 1 oraz:
a2n) +1, jesli a(n) =0;

Fla)n+1) = { aEZn% +2, jesli agn; =1
Kazde zero w ciagu « odpowiada w F'(«) zwiekszeniu wartosci o jeden i zmniejszeniu o jeden. Kazda
jedynka odpowiada przyrostowi o 2 i spadkowi o jeden. Wartosé funkcji F'(«) dla nieparzystych
argumentéw jest zawsze dodatnia, a wiec I jest dobrze okreslona. Jedli teraz oo # 31 n jest najmniejsza
liczba taka, ze a(n) # B(n), to funkcje F () i F(B) réznia sie w punkcie 2n + 1.
245: Dla o : N — {0, 1} niech F(«) : N — N bedzie funkcja okreslong tak:

F(a)(2n) =n, oraz F(a)(2n + 1) = a(n), dla dowolnego n € N.

Poniewaz zawsze n < 2n oraz a(n) < 1 < 2n 4+ 1 wiec mamy F(«a)(k) < k, dla kazdego k& € N.
Inaczej méwiac F(a) € A. Co wiecej, w istocie mamy F(«) € B, bo funkcja F(a) przyjmuje wszystkie
wartosci w N. Okreslone w ten sposéb przeksztatcenie F' : (N — {0,1}) — B jest réznowartosciowe.
Jesli bowiem «, 8 € N oraz « # 3, powiedzmy a(n) # 3(n), to wtedy F(a)(2n + 1) # F(8)(2n + 1),
skad F(a) # F(B). Wynika stad, ze zbiér B (a tym bardziej zbiér A) jest mocy co najmniej takiej jak
moc N — {0,1} czyli €. Z drugiej strony B C A C N — N, a poniewaz N — N tez jest mocy €, wiec
mamy B < A < €. Z twierdzenia Cantora-Bernsteina otrzymujemy A = B = €.

Moc zbioru C jest réwna 1. Pokazemy przez indukcje, ze jesli f € C, to f(n) = n. Istotnie,
przypusémy, ze dla ¢ < n mamy f(i) =4 i rozpatrzmy warto$é f(n). Gdyby f(n) < n, to z zalozenia
indukcyjnego f(n) = f(f(n)) i funkcja f nie bylaby réznowartosciowa. Poniewaz f(n) < n, wiec
pozostaje tylko f(n) =n. W zbiorze C jest wiec tylko funkcja identycznosciowa.

247: Poniewaz NN jest mocy continuum, wiec wystarczy udowodnié, ze zbiér klas abstrakeji jest mocy
co najmniej continuum. W tym celu, dla dowolnego b: N — {0,1} okreslimy ciag f : N — N wzorem

=n- Zb 2”_1_k

Ciagi fp to ciagi etykiet wierzchotkéw lezacych na nieskonczonych galeziach drzewa na rysunku 3.
Jedli ciagi b i ¢ sa rézne, to niech n bedzie najmniejsza taka liczba, ze b(n) # ¢(n), na przyklad niech

N
VAVNVAN
NN A

12 15 18 21

Rysunek 3: Zadanie 247.

b(n) < ¢(n). Dla m > n mamy wtedy f.(m) — f,(m) > m. Mamy wiec rodzine funkcji f,, ktéra jest
mocy continuum, i ktorej kazdy element wyznacza inna klase abstrakcji.

248: Funkcja f moze przyjaé co najwyzej Ny réznych wartosci, bo taka jest moc jej przeciwdziedziny N.
Zatem R jest ograniczeniem gérnym mocy A. Ponadto f jest ,na” N, bo f({n}) = n dla kazdego n,
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wiec poszukiwana moc jest takze z dotu ogranniczona przez moc N. A wiec A= No.

249: Liczba € jest ograniczeniem gérnym mocy B, gdyz NN = €. Pokazemy, ze € jest réwniez
ograniczeniem dolnym mocy tego zbioru. W tym celu skonstruujemy injekcje F': 2V L b
0, gdy n = 0;
Flg)(n) = { n—g(n—1), w przeciwnym przypadku.

Whpierw pokazemy, ze definicja jest poprawna, czyli ze F(g) rzeczywiscie nalezy do B, gdy g € 2.
Wtedy F'(g)(0) =0 <0. Gdy zasn > 1, to g(n—1) > 0, a zatem F(g)(n) = n — g(n — 1) < n. Ponadto
dla dowolnego m € N istnieje n € N, ktére czyni zado$é nieréwnosci m < F(g)(n). Wystarczy przyjaé
n=m+ 2, aby otrzymaé m < m+2 — g(m +2) = F(g)(n).

Widzimy, ze definicja F' jest poprawna, sprawdzmy jeszcze, czy funkcja ta jest réznowarto$ciowa.
Niech g,h € 2V g # h. Zatem istnieje takie n € N, ze g(n) # h(n). Wtedy F(g)(n+1) # F(h)(n+1),
a wiec pokazalismy, ze F' jest réznowarto$ciowa. Skoro ograniczyliSmy moc zbioru B zaréwno z dotu
jak i z géry przez €, to B = ¢ na mocy twierdzenia Cantora-Bernsteina.

250: Oczywiscie moc ilorazu P(NxN)/ g jest co najwyzej réwna mocy zbioru P(NxN), czyli continuum.
Pokazemy, ze moc tego zbioru jest tez wieksza lub réwna continuum. Okreslimy pomocnicza funkcje
p : P(N—-{0}) — P(P(N)), ktéra kazdemu podzbiorowi A C N — {0} przyporzadkowuje pewien
podzial N. Zrobimy to tak, zeby dla dowolnego m # 0 zachodzila réwnowaznosé
meA wtedy 1 tylko wtedy, gdy w p(A) jest zbiér m-elementowy.

Na przyklad, dla A = {2, 3,6} mozemy przyja¢ p(4) = {{0,1},{2,3,4},{5,6,7,8,9,10}, {11,12,...}},
a jesli A jest zbiorem wszystkich liczb nieparzystych, to p(4) = {{0},{1,2,3},{4,5,6,7,8},...}.

Konkretna definicja funkcji p moze by¢ taka: Jedli A jest nieskoniczony i A = {ay,as,as, ...}, gdzie
a1 < ag < az < ..., to p(A) jest nastepujacym podzialem N:

p(A) :{{071,...7CL1 71},{a1,a1+1,...,a1+a271}, }
Jesli A = {ay,a9,as,...,a,} jest zbiorem skoficzonym, gdzie a1 < az < az < ... < ayp, to

p(A) :{{0,1,...,(11 71},{a1,a1+1,...,a1+a271},...,
(P ak, ... s (Zgeaar) — 1}, {Ekcaar, (Zkecaar) +1,.. .1}

Oznaczmy przez F(A) relacje réwnowaznosci wyznaczong przez podziat p(A). Z powyzszego wynika,
ze m € A wtedy 1 tylko wtedy, gdy relacja réwnowaznosci F(A) wyznaczona przez podzial p(A) ma
m-elementowa klase abstrakcji. Pokazemy teraz, ze jesli A # B, to (F(A), F(B)) ¢ R. Niech A # B.
Wtedy istnieje takie m, ze m € Aim ¢ B (lub odwrotnie), a wiec relacja F'(A) ma klase abstrakcji
mocy m, a relacja F'(B) takiej klasy nie ma. Jesli 7 : N N jest taka bijekcja, ze

na

(a,b) € F(A) = (m(a), (b)) € F(B),
to obrazem klasy abstrakcji mocy m jest rowniez klasa abstrakcji mocy m. Zatem taka bijekcja nie
istnieje. Wnioskujemy stad, ze (F(B), F(B)) € R, czyli [F(A)|r # [F(B)|r. Mamy wiec réznowartos-
ciowg funkcje G : P(N — {0}) — P(N x N)/r dana wzorem G(A) = [F(A)]r. Zatem moc ilorazu jest
co najwyzej € i z twierdzenia Cantora-Bernsteina otrzymujemy wniosek, ze P(N x N)/p = €.

251a: Relacja jest zwrotna, bo A~ A = (), a zbidr pusty jest zawarty w kazdym kole. Symetria jest
oczywista z definicji. Przechodniosé wynika natychmiast z zawierania (A~ C) C (A~ B)U (B = C)
i z tego, ze dwa dowolne kota zmieszcza sie zawsze w jednym wiekszym.

251b: Wezmy dowolny zbiér A C R? i dowolne koto K. Jedli teraz L C K, to zbiér (A — K)U L
jest w relacji z A, bo A~ ((A— K)U L) C K. Co wiecej, kazdy ze zbioréw (A — K) U L jest inny,
czyli mamy réznowartosciows funkcje z P(K) do [A],. Zatem moc klasy [A], jest co najmniej taka
jak moc P(K), czyli 2¢. Poniewaz [A], C P(R?), a zbiér P(R?) tez jest mocy 2%, wiec moc [A], jest
réwna 2%.

251c: Poniewaz funkcja AX. [X], : P(R?) — P(R?)/, jest ,na”, wiec moc zbioru P(R?)/,. jest mniejsza

lub réwna 2¢. Aby pokazaé réwnosé, okreslimy = : P(R) =5 P(R2)/, wzorem Z(X) = [X x R],.
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Funkcja = jest réznowartosciowa, bo jesli Xy # X, np. d € X7 — Xo, to zbidr (X; x R) = (X3 x R)
zawiera calg prosta o réwnaniu x = d i nie zmiesci sie w zadnym kole. A wiec Z(X1) # Z(X32).

252a: Niech A oznacza zbiér wszystkich funkcji o wlasnodci (a) i niech f € A oraz f(1) = k. Przez
indukcje udowodnimy, ze wtedy f(n) = kn dla wszystkich n. Najpierw zauwazmy, ze réwnosé 1 = 0+1
implikuje k = f(1) = f(0+1) = f(0) + f(1) = f(0) + k, skad f(0) =0 =k-0. W kroku indukcyjnym
fln+ 1) =fn)+ f(1)=nk+k=(n+1)k. A wiecjedli f,g € Aoraz f(1) =g(1), to f =g. Zatem
funkcja Af. f(1) : A — N jest réznowartosciowa, czyli A jest zbiorem przeliczalnym. Poniewaz A jest
oczywiscie nieskoriczony (wszystkie funkcje An. kn naleza do A) wiec jest mocy Ro.

252b: Zbiér B wszystkich funkcji o wlasnosci (b) jest zawarty w N — N, a wiec B < €. Nieréwnogé
przeciwng udowodnimy, definiujac injekcje ¢ : (P — N) = B, gdzie II jest zbiorem wszystkich
liczb pierwszych. Dla dowolnej funkcji f : P — N przyjmujemy, ze ¢(f)(0) = 0 oraz {(f)(1) = 1.
Kazda liczbe n > 1 przedstawiamy jednoznacznie jako iloczyn liczb pierwszych n = plflpg2 ophr
i definiujemy ¢(f)(n) = f(p1)* f(p2)*2 --- f(p,)¥. Nietrudno sprawdzié, ze ((f) € B, czyli funkcja ¢
jest dobrze okreslona. Co wiecej, ((f)(p) = f(p) dla p € P, wiec jesli f # g, to takze ((f) # ((g).
Zatem ( jest réznowartosciowa, a poniewaz zbiér P — N jest mocy €, wiec B > €. Ostatecznie B = €.
252c: Przypusémy, ze f spelia warunek (c¢). Wtedy f(1) = f(1') = f(1)/®. Jedyna liczba d
o wlasnosci d? = d jest 1, wiec f(1) = 1. Przypusémy teraz, ze f(k) = d # 1 dla pewnego k. Wtedy dla
dowolnych a, b mamy ¢/ = f(k¥) = f((k*)?) = (/@) = @/ @F® siad f(a-b) = f(a) - F(b),
czyli f spelnia tez warunek (b). Dalej f(a+b) = f(a) + f(b), bo
df(a+b) — f(k,a+b) = f(ka- kb) — gfa) . gf(b) — df(a)+f(b)7

czyli zachodzi tez (a). Ale jedyna funkcja o wlasnosci (a), taka ze f(1) = 1 jest identyczno$é. Mamy
wiec tylko dwie funkcje o wlasnosci (c): identycznosciows i stale réwna 1.
257: Zauwazmy, ze (R, <x) jest porzadkiem czesciowym wtedy i tylko wtedy, gdy:

e 0 € X;

eVz:R(zeXAN—2eX —-ax=0);

eV, y:R(zeXANyeX —-ax+yeX).

Istotnie, pierwszy warunek jest rownowazny zwrotnosci, drugi antysymetrii, a trzeci przechodnio$ci.
Zatem nie sa porzadne zbiory z punktéw (b), (d) i (f), ze wzgledu na brak odpowiednio zwrotnosci,
antysymetrii i przechodniosci. Pozostale zbiory spelniaja wszystkie warunki, wiec sa porzadne.

258a: Tak. Zalézmy, ze x jest elementem najwiekszym w (R, <x). Wéwezas x — 1 <x z, wiec 1 € X
a w konsekwencji x <x x + 1, co jest sprzeczne z naszym zalozeniem.

258b: Nie. W porzadku (R, <{o}) wszystkie elementy sa minimalne.

258c: Tak. Zauwazmy, ze dla dowolnych z, y € R zachodzi réwnoséé (y+1)—(z+1) = y—z. Oznacza to,
ze x <Xx y wtedy i tylko wtedy, gdy z+1 <x y+1. Zatem c jest ograniczeniem gérnym zbioru B wtedy
i tylko wtedy, gdy ¢+ 1 jest ograniczeniem gérnym zbioru B’ = {b+ 1| b € B}. W szczegdlnosci, jesli
a = sup B, to a + 1 jest ograniczeniem gérnym B’. Jest to najmniejsze ograniczenie, bo jesli B’ <x c,
to B=x c—1,skad a Xx ¢c—11wreszcie a +1 <x c¢. A wiec a+ 1= sup B’. Podobnie dowodzimy
implikacji odwrotne;j.

258d: Nie. W porzadku (R,<x) dla X z punktu 1(e) zbiér {1,—m,1 — 7} jest skierowany (bo
1=2x1—mi—m<x 1—m), ale nie jest lanicuchem (bo 1 i —x sa nieporéwnywalne).

258e: Tak. Implikacja w prawg strone jest oczywista. Zeby pokazaé¢ implikacje w lews strone, zalézmy,
ze w pewnym porzadku (R, <x) przedzial (a,b) jest taiicuchem, i rozpatrzmy dowolne z,y € R. Niech
n bedzie dostatecznie duza liczba naturalna, zeby [£-=| < b — a. Wéwczas dla pewnych o, b" € (a,b)
zachodzi b’ — a’ = ==, co oznacza, ze *=* € X lub =¥ € X. Przypusémy, ze *=* € X. Wiemy juz,
ze suma liczb ze zbioru X musi naleze¢ do X, skad przez latwa indukcje wynika y — 2 =n- 2 € X,
A wiec r <x y. W drugim przypadku analogicznie otrzymujemy y <x x. Poniewaz liczby x i y byly
wybrane dowolnie, porzadek (R, <x) jest liniowy.

261: ((a)=(b)) Oczywiscie f(a) < f(a), wiec z warunku (a) wynika a < g(f(a)). Podobnie z g(b) < g(b)
otrzymamy f(g(b)) < b.




1 pazdziernika 2011, godzina 0:17 strona 48

((b)=-(a)) Przypusémy, ze a < g(b). Z monotonicznosci mamy f(a) < f(g(b)), a z warunku (b) takze
f(g(b)) <b. Stad f(a) < b. Implikacja odwrotna ma analogiczne uzasadnienie.

271: Niech X bedzie skierowanym podzbiorem zbioru P(N x N). Poniewaz w P(N x N) kresem gérnym
dowolnej rodziny zbioréw jest jej suma, wiec nalezy udowodnié¢ réwnosé | J{s-s|se X} =X -UX.
Aby wykazaé inkluzje z lewej do prawej, przypusémy, ze (a,b) € (J{s-s | s € X'}. Wtedy istnieje
takie s € X, i takie ¢ € N, ze (a, ¢}, {¢,b) € s. Poniewaz s C |J X, wiec {(a,b) e UX -JX.

Zalézmy teraz, ze (a,b) € [JX - |JX. Istnieje takie ¢ € N, ze (a,¢), (c,b) € UX. A wiec (a,c) € s
oraz {(c,b) € s’, dla pewnych relacji s,s’ € X. Poniewaz zbidr X jest skierowany, wiec istnieje relacja
s’ € X zawierajaca zaréwno s jak s’. Zatem (a,c),{c,b) € s” czyli {(a,b) € (s” -s"”). Stad mamy
(a,by € | J{(s-8) | s € X}, co koniczy dowdd inkluzji z prawej do lewej.

281: Inkluzja |J f(S) C f(US) wynika wprost z monotonicznosci, bo dla B € S mamy B C |JS.
Niech wigc z € f(|JS). Z zalozenia istnieje skoficzony zbiér B = {b1,...b,} CJS, taki ze z € f(B).
Skoro B C |JS, to kazdy z elementéw by nalezy do pewnego sktadnika Dy € S. Ale poniewaz S
jest skierowany, to w S musi istnie¢ zbior E zawierajacy wszystkie Dy. Wtedy takze B C E, skad
z € f(B) C f(E) CUf(9).

284: Poniewaz zbiér pusty jest taiicuchem, wiec istnieje inf @, czyli najwiekszy element zbioru A.
Oznaczmy go przez T. Dalej zauwazmy, ze funkcja f jest monotoniczna. Jesli bowiem a < b to
zbiér {a, b} tworzy laricuch o kresie dolnym a. Zatem f(a) jest kresem dolnym dla {f(a), f(b)}, czyli
fla) < f(b).

Niech a = f*(T). Z monotonicznoéci funkcji f wynika, Ze ciag ax jest zstepujacy: ag > a; > as ...
Zbiér {ay | k € N} jest wiec laicuchem i ma kres dolny a,. Z zalozenia o f mamy teraz f(a,) =
inf{f**1(T) | k € N} = inf{f*(ax) | kK € N} = a,. A wiec a,, jest punktem statym f. Jesli b jest innym
punktem stalym, to oczywiécie b < T. Przez indukcje latwo udowodnié, ze b = f*(b) < f*(T) = ap
skad b jest ograniczeniem dolnym zbioru {aj | ¥ € N}. A zatem b < q,,, bo a,, jest kresem dolnym
tego zbioru.

285: Kazdy zbidr jest sumag rodziny swoich skonczonych podzbioréw i na dodatek ta rodzina jest
skierowana i niepusta. Zatem natychmiast z ciaglosci wynika warunek

f(a) =U{f(e) | e skoticzony oraz e C a}.
Dla dowodu implikacji odwrotnej zalézmy, ze S jest skierowanym podzbiorem P(N). Kresem gérnym
w P(N) jest oczywiscie suma, wiec réwnosé sup f(S) = f(sup S) sprowadza sie do réwnosci

U{f(s) | s €S} =U{f(e) | e skoriczony oraz e C | J S}.
Oznaczmy lewa i prawa strone tej réwnosci przez LS i PS. Przypusémy, ze z € LS. Wtedy = € f(s)
dla pewnego s € S, ale f(s) = [J{f(e) | e skoriczony oraz e C s}, wiec x € f(e), gdzie e jest skoniczony
ieCs ClJS. Zatem x € PS. Na odwrét, jesli z € PS, to x € f(e), gdzie e = {y1,...,yx}
jest skonczonym podzbiorem (JS. Istnieja takie si,...,sp € S, ze y1 € $1,...,yr € Sk. Zbior S
jest skierowany, wiec istnieje tez takie s € S, ze s1,...,5x € s. Mamy wiec e C s. Poniewaz
f(s) =U{f(e) | e skoficzony oraz e C s}, wiec f(e) C f(s) i ostatecznie x € f(s).
286: Ten porzadek nie jest liniowy, bo np. zbiory {0,1} i {0,2} nie sa poréwnywalne. Nie jest tez
dobrze ufundowany, bo zbiory A, = N — {i : N | 0 < ¢ < n} tworza nieskoficzony ciag malejacy.
Elementem najmniejszym (a wiec jedynym minimalnym) jest {0}, natomiast elementéw maksymalnych
(tym bardziej najwiekszych) nie ma. Jesli bowiem min A = n, to w naszym porzadku A < {n + 1}.
Brak elementu najwiekszego implikuje, ze nasz zbidr nie jest krata zupetna,.
287a: Niech podstawa B bedzie minimalna i niech z,y € B. Jesli z < y to B — {y} jest podstawa
— sprzecznosé. Zatem minimalna podstawa jest antylancuchem. Na odwrédt, jesli podstawa B jest
antylaincuchem, to jest minimalna. Istotnie, jesli C' & B, np. ¢ € B — C, to C nie jest podstawa, bo
nie istnieje takie b € B, ze b < ¢. Oczywiscie nie kazdy antytaricuch jest podstawa, np. zbidor pusty nie
jest podstawa zbioru N.
287b: Nie, na przyklad zbiér liczb calkowitych Z nie ma minimalnej podstawy. Kazdy antylancuch
w Z jest jednoelementowy, a jesli podstawa jest jednoelementowa to ten element jest minimalny.
288a: Nie. Niech na przyklad S = {{0,1},{0,2}}. Wtedy {0,1} =<s {0,2} i {0,2} =<5 {0,1}, wiec
relacja nie jest antysymetryczna.
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288b: Tak. Przypusémy, ze <s jest czeSciowym porzadkiem i niech f: S — (NU{X¢}) x N bedzie
taka, ze f(A) = (A, min A). Zauwazmy, ze f(A) = f(B) implikuje A <s Bi B <5 A, a wiecc A = B
z antysymetrii. Funkcja f jest wiec réznowartosciowa. Poniewaz zbiér (NU{Ng}) x N jest przeliczalny,
wiec 1 S jest przeliczalny.
288c: Tak. Zwrotnosc¢ i przechodnio$¢ relacji <s jest oczywista. Udowodnimy antysymetrie. Jesli dla
A, B € S zachodzi A <s Bi B <s A, to A1 B maja ten sam element najmniejszy, a wiec AN B # &.
Poniewaz rodzina N/,. jest podzialem, wiec z AN B # & wynika A = B.
288d: Tak. Relacja <5 zawsze jest spdjna, wiec jesli jest czesciowym porzadkiem, to jest to porzadek
liniowy. Niech V C S bedzie niepusty i niech a € NU {¥} bedzie najmniejsza taka liczba, ze o = A
dla pewnego A € V. Dalej, niech m = min{min A | A € V A A = a}. Najmniejszym elementem V jest
taki zbiér A € V, 7e A=« i min A = m.
289: Niech L bedzie taiicuchem zbioréw rzadkich. Aby pokazaé, ze suma J L jest rzadka, przypusémy,
zex,y € JL. Wtedy x € A€ Lorazy € B € L, dla pewnych A i B, a poniewaz L jest laficuchem, to
albo A C B albo B C A. Wtedy albo z,y € A albo z,y € B i w obu przypadkach mamy p(z,y) > 1.
Rozpatrzmy rodzine Z wszystkich rzadkich podzbioréw R"™ uporzadkowana przez inkluzje. Skoro suma
dowolnego tancucha L w (Z,C) nalezy do Z, oraz kazdy zbiér A € L jest zawarty w |J L, wiec L
jest ograniczeniem gérnym L w zbiorze Z. PokazaliSmy w ten sposéb, ze zbiér uporzadkowany (Z, C)
spelnia zalozenia lematu Kuratowskiego-Zorna, ma wiec element maksymalny. Jest to zbiér rzadki
a jednoczeénie wszedobylski.

Powyzsze rozwiazanie dziala dla dowolnego n. Uwaga: dla n > 3 zbiér punktéw o wspolrzednych
calkowitych nie jest wszedobylski.

290: Rozpatrzmy rodzine & wszystkich skierowanych podzbioréw zbioru cze$ciowo uporzadkowanego
(A, <). Mamy udowodnié, ze zbiér S (uporzadkowany przez inkluzje) ma element maksymalny. Nalezy
w tym celu pokazaé, ze suma kazdego lancucha L zbioréw skierowanych jest zbiorem skierowanym.
Woéwczas bowiem suma laricucha L jest jego ograniczeniem gérnym w S i mozna zastosowaé lemat
Kuratowskiego-Zorna.

Przypu$émy wiec, ze a,b € | JL. Wtedy a € A, b € B, dla pewnych A, B € L. Jeden z tych zbioréw
jest zawarty w drugim, bo L jest taicuchem. Jesli na przykltad A C B to a,b € B i musi istnie¢ takie
¢ € B, ze a,b < ¢. Oczywiscie ¢ € |J L, wiec pokazalismy, ze a i b maja wspdlne ograniczenie w J L.
A wiec |J L faktycznie jest zbiorem skierowanym.

306: Takim podzbiorem jest selektor rodziny przeciwobrazéw {f~1({z}) | + € B}. Lemat Kuratows-
kiego-Zorna jest tu niepotrzebny.

308: Nalezy udowodnié, ze rodzina Z = {B C A | zadne trzy punkty w B nie sa wspétliniowe} ma
element maksymalny. W tym celu rozpatrzmy dowolny tancuch £ w Z. Suma tego taricucha nalezy
do Z. Jesli bowiem a,b,c € |JL to kazdy z tych punktéw nalezy do pewnego zbioru z laricucha £.
Jeden z tych trzech zbioréw zawiera pozostale (bo przeciez L jest laricuchem) wiec punkty a, b, ¢ nie
moga, by¢ wspdtliniowe.

Skoro |JZ € Z to |JE jest ograniczeniem gérnym laricucha L. A wiec pokazaliémy, ze dowolny
laicuch w Z ma ograniczenie gérne. 7 lematu Kuratowskiego-Zorna wynika istnienie elementu maksy-
malnego. Jest to zbidér spelniajacy warunki zadania.

309: Zbior jest jednoczesnie D-tatwy i D-trudny, wtedy i tylko wtedy, gdy jest maksymalnym zbiorem
D-tatwym (tj. elementem maksymalnym rodziny wszystkich zbioréw D-tatwych, uporzadkowanej przez
inkluzje). Rodzina ta spelia zalozenia lematu Kuratowskiego-Zorna, jesli bowiem L jest lanicuchem
zbioréw D-latwych, to |JL tez jest zbiorem D-latwym, (a jako taki, stanowi ograniczenie gérne
laricucha). Istotnie, jesli z,y € (JL, to istnieja takie V1,V € L, ze © € Vi iy € V,. Poniewaz L
jest taricuchem, wiec Vo_; C V; dla i =1 lub i = 2. Wtedy =,y € V;, skad wynika pozadana wtasnos¢
(x+1y)® —2zy € D.

7 powyzszego wynika, ze dla kazdego D, do rodziny wszystkich zbioréw D-tatwych stosuje sie lemat
Kuratowskiego-Zorna, a wiec maksymalny zbior D-latwy istnieje zawsze.

310: Tak. Sa to selektory zbioru klas abstrakcji relacji wspéimiernosci.
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311: Rozpatrzmy rodzine 7 zlozong ze wszystkich takich podzbioréw T zbioru B, ze

lz =yl = 5(le — Al + |y — A),
dla dowolnych réznych x,y € T. Rodzina 7, uporzadkowana przez inkluzje, jest niepusta (bo kazdy
jednoelementowy podzbiér B nalezy do 7)) i spehia zalozenia lematu Kuratowskiego-Zorna. Niech
bowiem L bedzie faicuchem w 7 i niech U = |J L. Jedli o,y € U, to istnieja takie T, 7' € T,ze x € T
iy e T'. Skoro L jest tancuchem, to albo T'C T’ albo T' C T. W obu przypadkach liczby x, y naleza
do tego samego zbioru z rodziny 7, wiec ich réznica spelia warunek powyzej.

PokazaliSmy wiec, ze suma dowolnego laricucha w 7 nalezy do 7. A zatem kazdy taricuch w 7 jest
ograniczony z gory. Z lematu Kuratowskiego-Zorna wnioskujemy, ze istnieje maksymalny element T
rodziny 7. Zbiér T spehia pierwszy warunek wymieniony w zadaniu, bo nalezy do 7. Spehia tez
drugi warunek, bo jest maksymalny: jesli x € B — T, to zbiér T'U {z} nie nalezy juz do 7.

312: Udowodnimy, ze szukana rodzina R jest elementem maksymalnym w pewnym cze$ciowym
porzadku. Rozwazmy rodzing A = {S C P(N) | (K C S)AVA,B € S(AN B # ©)}. Pokazemy,
ze (A, C) spehia zalozenie lematu Kuratowskiego-Zorna:

Kazdy taricuch w (A, C) ma ograniczenie gdrne.
WeZmy dowolny taricuch £ w (A, C). Jesli £ jest pusty, to jego ograniczeniem jest dowolny element

rodziny A. Wystarczy wiec zauwazy¢, ze A jest niepusty, bo rodzina wszystkich zbioréw koskoniczonych
jest elementem A. Jezeli £ jest niepusty, to jego ograniczeniem gérnym w (A, C) jest (J£:

o Jesli S € £, to oczywiscie S C |J£.

e Pokazemy, ze |J£ € A. Lancuch £ jest niepusty, wiec istnieje S € £. Do zbioru S naleza
wszystkie zbiory koskoriczone, zatem naleza takze do zbioru |J£. Aby pokazaé drugi warunek,
wezmy dowolne zbiory A, B € |J£. Woéwczas istnieja takie S1,S57 € £, z2¢ A € S11 B € S,.
Jednak £ jest taiicuchem, wiec S; C Sy lub Se C S7. Zalézmy, ze S; C Sy (w drugim przypadku
dowdd jest analogiczny). Wtedy A, B € Sy. Jednak Sy € A, zatem A i B sa styczne. Zbiér | J£
spelnia oba warunki wymienione w definicji A, czyli | £ € A.

Na mocy lematu Kuratowskiego-Zorna w (A, C) istnieje element maksymalny R. Pokazemy, ze R
spetnia warunki zadania. Wiemy, ze R € A, zatem do R naleza wszystkie zbiory koskoriczone oraz
kazde dwa zbiory nalezace do R sg styczne. Pokazemy nie wprost, ze R spenia takze trzeci warunek.
Jedli tak nie jest, to znaczy, ze istnieje zbior A ¢ R taki, ze dla kazdego B € R zbiory A i B sa
styczne. Wéwezas jednak RU{A} € A oraz R C RU{A}, czyli R nie jest elementem maksymalnym.
Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze kazdy element maksymalny w (A, C) spelia warunki zadania.

313: Rozpatrywany porzadek!? jest liniowy, gdyz relacja =< jest porzadkiem liniowym. Niech teraz
wy(r) = 172% + 422 — k, dla k € N. Funkcje wy tworza ciag malejacy, wiec nasz porzadek nie jest
dobrze ufundowany. Nie jest on tez krata zupela, bo nie istnieje element najmniejszy ani nawet
minimalny: wielomian w — 1 jest zawsze mniejszy od w. Analogicznie, w+ 1 jest zawsze wieksze od w,
wiec nie ma tez elementow najwiekszych ani maksymalnych.

Gdyby w definicji zbioru X zastapi¢ funkcje kwadratowe dowolnymi wielomianami, to relacja prze-
staje by¢ antysymetryczna i pytania traca sens. Zbidr X jest mocy Ny, wiec gesty porzadek w X

mozna okreslié¢ przyjmujac z1 < 29 < f(x1) < f(z2), gdzie f: X 1o
na

314a: Tak. Jest to zbidr elementéw minimalnych w A, ktéry oczywiscie jest antytaricuchem. Pozostaje
pokazaé, ze jest on tez podstawa. Element x € A nazwiemy brzydkim, gdy nie istnieje element
minimalny mniejszy lub rowny x. Element brzydki x sam nie moze by¢ minimalny, wiec istnieje
mniejszy od niego =’ € A; co wiecej kazde ' < x musi byé brzydkie. A zatem jesli istnieje jeden
brzydki element, to istnieje nieskoriczony ciag malejacy brzydkich elementéw, skad A nie moze byé
dobrze ufundowane.

314b: Nie, na przyklad przedzial domkniety [0, 1] ma minimalna baze {0}.

316: Gdy wszystkie elementy A sa nieporéwnywalne.

2Relacja < jest czeSciowym porzadkiem. Zwrotno$é i przechodnio$é sg oczywiste. Antysymetria wynika
stad, ze wartosci tréjmianu kwadratowego w trzech réznych punktach wyznaczaja go jednoznacznie.
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320a: Nie. Niech np. f(2k) = 2k + 11 f(2k + 1) = 2k dla wszystkich k. Poniewaz porzadek C ma
by¢ liniowy, to albo 0 C 1 albo 1 £ 0. W pierwszym przypadku otrzymamy wtedy 1 C 0, w drugim
przypadku 0 C 1. Tak, czy owak, 0 C 1 C 0, skad wynika sprzecznoéé¢: 0 = 1.

320b: Nie. Wezmy np. f(2k) = 01 f(2k + 1) = 1, dla wszystkich k. Wtedy 0 < 1 < 2 implikuje
0C1C0iznowu mamy 0= 1.

320c: Tak. Przyjmijmy, ze m C n wtedy i tylko wtedy, gdy (f(m) < f(n)) VvV (f(m) = f(n) Am <n).
339: Zalézmy, ze dla dowolnych ¢ < j zachodzi a; £ a;. Oznacza to, ze albo a; > a; albo a;,a; sa
nieporéwnywalne. Wtedy istnieje taki wyraz ciagu an,,, ktory jest nieporéwnywalny ze wszystkimi a,,
dla m > n. Istotnie, w przeciwnym razie mielibySmy ciag malejacy ar, > ax, > @k, .... Stosujac to
samo rozumowanie do ciagu (am )m>n, Otrzymamy wyraz a,,, nieporéwnywalny z a, i ze wszystkimi
dalszymi wyrazami. W ten sposéb skonstruujemy nieskonczony antylancuch.

340: Powiemy, ze element a; w ciagu jest koricowy, gdy Vj(j > i = a; # a;). Jesli takich elementéw
jest nieskoriczenie wiele, to one tworzg nieskonczony ciag b;, w ktérym ¢ < j implikuje b; £ b;, a wiec nie
spetiajacy warunku bardzo dobrego ufundowania. Jest wiec ostatni element koncowy a,,. Poczynajac
od a,4+1 mozna teraz zbudowaé nieskoriczony ciag wstepujacy.

341: Dziedzina ® ma moc |N|El = RS = 2¢. Zbiér P(P(R)) jest mocy 22° > 2% wiec ® nie moze
byé ,na’. Funkcja ® nie jest tez réznowartosciowa. Na przyklad ®(Af.1) = ®(\f.2) = {R}.

Na koniec pokazemy, ze moc zbioru wartosci ® jest réwna 2%. Z pewnoscia zbiér Rg(®) jest co
najwyzej takiej mocy jak dziedzina. Wystarczy pokazaé¢ wiec 2% réznych elementéw tego zbioru. Dla
A C R niech x4 oznacza funkcje charakterystyczna zbioru A, tj. taka funkcje, ze fa(z) =1dlaxz € A
oraz fa(z) =0, gdy « ¢ A. Oczywiscie ®(fa) = {A,R—A}. Niech X = {A |42 A}. Jesli A,Be X
i A# Bto®(fa)# ®(f), bo A i B nie sa swoimi dopelnieniami. Zatem rodzina {®(f4) | A € X}
jest mocy 2°.
342a: Poniewaz R C P(N), oraz ( ) = €, wiec R < €. Aby pokazaé, ze takze R > €, rozpatrzmy
funkcje F : P(N) — P(N) okreslona tak: F(X) = {2k | k€ X} U{2k+1 | k ¢ X}. Dla dowolnego
X C Nidowolnego k € N, zbiér F(X) spelnia warunki

2ke F(X)—2k+1¢ F(X) oraz 2k+1€ F(X) < 2k ¢ F(X),

a wiec dla kazdego x mamy x € F(X) < g(x) € F(X). Zatem F(X) € R. Ponadto funkcja F jest

réznowartosciowa: jesli k € (X —Y)U (Y — X), to 2k € (F(X) — F(Y)) U (F(Y) — F(X)). Oznacza

to, ze F : P(N) IR, skad R > P(N) = €. Ostatecznie otrzymujemy R = €.

342b: Skoro {0,1,2} U g({0,1,2}) = {0,1,2,3}, to [{0,1,2}], = {A | AUg(A) = {0,1,2,3}}. Na

to, aby AU g(A) ={0,1,2,3} potrzeba i wystarcza aby A C {0,1,2,3} i aby do zbioru A nalezala co

najmniej jedna z liczb 01 1 oraz co najmniej jedna z liczb 2 i 3. Takich zbioréw jest dziewieé: {0,2},

{1,2}, {0,3}, {1,3}, {0,1,2}, {0,1,3}, {0,2,3}, {1,2,3}, {0,1,2,3}.

343a: Tak. Zbiorem wartosci funkcji ®(A) jest A.13 Jedli wiec A # B to Rg(®(A)) # Rg(®(B))

i w konsekwencji ®(A) # (B).

343b: Nie. Funkcje postaci ®(A) sa rosnace (gdy A jest zbiorem nieskoriczonym) lub okresowe (gdy A

jest zbiorem skoriczonym). Funkcja g z zadania 342 nie jest ani rosnaca ani okresowa, wiec nie jest

wartoscia funkeji ®.

343c: Poniewaz Rg(f(A)) = A dla kazdego A, wiec z tego, ze A€ ®~1({f:N — N | Rg(f) = N}),

czyli ®(A) € {f : N — N | Rg(f) = N} wynika, ze A = Rg(®(4)) = N. Zatem przeciwobraz
“1({f:N—= N | Rg(f) =N}) jest jednoelementowy.

343d: Tak. Mamy (Vo ®)(A4) = ¥(P(A)) = Rg(P(A)) = A, dla kazdego A.

343e: Nie. Jesli na przyklad f = An. [ 2], to ®(¥(f)) = ®(N) = An.n. Tymczasem 1 # || = 0, wiec

funkcje f 1 ®(V(f)) sa rézne.

3W przeciwnym razie niech a € A bedzie najmniejszym elementem A, ktéry nie jest wartoscia funkcji.
Wtedy a # min A, bo min A = ®(A)(0), wiec sa w A liczby mniejsze od a. Jest ich skoriczenie wiele; niech b
bedzie najwieksza z nich i niech b = ®(A)(n). Wéwczas a = (A)(n + 1).
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344a: Zauwazmy, ze f(r) sklada sie z najmniejszych elementéw wszystkich klas abstrakeji relacji r.
Oczywiscie zero musi by¢ jednym z tych elementéw, jesli wiec 0 € A, na przyklad A = {3}, to nie
istnieje taka relacja r, ze f(r) = A. Funkcja nie jest wiec ,na”. Zero jest jedyna przeszkoda: jesli 0 € A,
to A = f(r), gdzie r wyznaczaja podzial na zbiory X, = {n € N | (a < n) AVbEA(a < b —n < b)}.
Zatem Rg(f)={ACN|0e€ A}

Funkcja f nie jest réznowartosciowa. Na przyklad niech relacje r¢ i 1 wyznaczaja odpowiednio
podziaty {{0},N—{0}} i {{1},N—{1}}. Wtedy f(ro) = f(r1) = {0,1}.
344b: Juz zauwazylismy, ze f~1({{3}}) jest zbiorem pustym (ma zero elementéw), mozna wiec przyjaé
Ap = {3}. Dlan > 0 niech A, =N — {n}. Jesdli f(r) = A,, to klasy abstrakcji r sa jednoelementowe,
z wyjatkiem jednej klasy — tej, do ktérej nalezy liczba n. Jest dokladnie mn takich relacji, zatem
przeciwobraz f~1({A,}) jest n-elementowy.
344c: Z poprzedniej czesci zadania wynika juz, ze moc naszego ilorazu jest co najmniej Rg. Oczywiscie
przeciwobrazy f~'({A}) sa mocy co najwyzej continuum, nie wiemy jednak ile jest takich mocy, nie
zakladamy bowiem hipotezy continuum. Nalezy wiec zbadaé, jakiej mocy moga by¢ nieskoriczone
zbiory postaci f~1({A}) = {r € R| f(r) = A}, dlaréznych A. Latwo zauwazy¢, ze jedli f~1({A}) jest
nieskoniczony, to zbiér A musi mie¢ co najmniej dwa elementy (w tym zero) i nieskoriczone dopehienie.
Niech a bedzie niezerowym elementem zbioru A i niech D = {# € —A | * > a}. Wezmy dowolny
podzbidér Z zbioru D i relacje rz wyznaczajaca podzial ztozony ze zbioréw {a} U Z, {0} U(—AN—-2Z)
i singletonéw {x}, dla liczb z € A — {0,a}. Wtedy rz € f~1({A}). Poniewaz takich relacji 7
jest continuum (tyle ile podzbioréw ma D) wiec nieskoriczony zbiér postaci f~1({A}) musi mie¢ moc
continuum. Nasz iloraz jest wigc réwnoliczny ze zbiorem N @ {€}, czyli ma moc Ro.
350: Funkcja ¢ nie jest réznowartosciowa, bo na przyktad ¢(idg) = ¢(Az. z+1) = IQ. Aby wykazaé, ze
¢ : RR % P(R) — {@}, zauwazmy, ze dla kazdego niepustego zbioru B C R zachodzi B < €. Istnieje
wiec funkcja fp : IQ =% B. Wtedy ¢(f) = B, gdzie

| fe(x), jedliz €1Q,
fz) = { 0, w przeciwnym przypadku:

352: (=) Dla dowolnego z mamy réwnowaznosé¢ z € f~1(X) < n(z) € g~ }(X). Zatem funkcja 7
obcigta do zbioru f~1(X) ustala réwnolicznoéé f~1(X) ~ g7 1(X). (<) Z zalozenia wynika, ze dla
dowolnego y € N istnieje bijekcja m, : f~'({y}) % g *{y})- Funkcje 7 : N % N, okreélamy

wzorem 7(x) = 7y, (). Definicja jest poprawna, bo z € f~'({y)}) zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy y = f().

353: Zbiér ilorazowy jest mocy co najwyzej € bo mamy surjekcje  : (N—N) =% (N—N)/,, okreslona
przez £(f) = [f]r. Jest on tez mocy co najmniej €, a to dlatego, ze kazdy niepusty podzbiér A
zbioru N, jako zbidr przeliczalny, jest zbiorem wartosci pewnej funkcji f4 : N — N. Jedli przyjmiemy
F(A) = [fa]r, to funkcja F : P(N) — {&} — (N—N)/,, jest réznowartosciowa, bo funkcje o réznych
zbiorach wartosci nie moga pozostawaé¢ w relacji r. Rzeczywiscie, jesli np. z € Rg(f) — Rg(g) to
T {a}) £ 2 = g7 ({z}).

354: Sa tylko trzy mozliwosci: 1, Ny i €. Dowolna funkcja stata, np. funkcja f = Az.1, jest w relacji r
tylko sama ze soba, bo f~1({n}) = @, dla n # 1. Nie ma innej takiej funkcji, wiec klasa [f], ma jeden
element. Dalej zakladamy, ze funkcja f nie jest stala.

Niech S = {A C N | zbiory A i —A sg nieskoniczone }. Wiadomo, ze zbiér S jest mocy €. Przy-
pusémy najpierw, ze dla pewnego X C N zbiér A = f~1(X) nalezy do S. Jedli B € S to istnieje
taka bijekcja g : N ln;al> N, ze mp(B) = A. Funkcja f o g jest wtedy elementem [f],, co wiecej,
przyporzadkowanie, ktére kazdemu zbiorowi B € S przypisuje funkcje f o mp jest réznowartosciowe.
(Istotnie, jedli np. x € B—C to f(rp(x)) € X ale f(nc(x)) € X.) Zatem klasa [f], jest co najmniej
mocy continuum. Poniewaz caly zbiér N — N jest mocy continuum wiec klasa [f], tez ma moc €.

Jedli zaden ze zbioréw f~1(X) nie nalezy do S to istnieje takie z € N, ze zbiér A = f~1(x) ma skonic-
zone dopehienie, powiedzmy n-elementowe. Jesli teraz g € [f], to funkcja g jest wyznaczona przez
swoje wartoéci na n-elementowym zbiorze f~1(N — {x}). Takich funkcji jest zatem nie wiecej niz ele-
mentéw przeliczalnego zbioru {p : N —o— N | Dom(p) ma n elementéw}. W tym przypadku klasa [f]
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ma moc Ng.

356a: Funkcja f jest monotoniczna (bo jest ciagla), wiec f(a) > f(p) = p, dla dowolnego p € P.
Zatem f(a) jest ograniczeniem gérnym zbioru P i mamy a < f(a). Dalej przez indukcje wynika,
ze elementy f™(a), gdzie n € N, tworza ciag wstepujacy. Niech b bedzie kresem gérnym tego ciagu
(w kracie K). Wéwczas

£(b) = f(sup{f"(a) | n € N}) = sup{f**(a) | n € N} = sup{f"(a) | n € N} = b,

a wiec b jest punktem stalym. Przy tym b jest najmniejszym punktem stalym wiekszym lub réwnym a.
Jesli bowiem ¢ > a jest punktem staltym, to tatwo pokazaé przez indukcje, ze ¢ > f™(a) dla dowolnego n,
i w konsekwencji ¢ > b.

356b: Nie. Na przyklad wezmy taka funkcje f : P(N) — P(N):

[ x jesli X < 1;
f(X)= : .
X U{7}, w przeciwnym przypadku.
Wtedy kazdy zbidér jednoelementowy jest punktem stalym funkcji f. Jesli teraz P = {{2},{3}}, to
kresem zbioru P w kracie P(N) jest zbiér {2, 3}, ktéry nie jest punktem stalym.

356¢: Tak. W zadaniu 356a mowa o tym, ze kazdy podzbiér P zbioru S ma kres gérny w S.

357a: Nieprawda. Trzeba wstawié ,,rézZnowartosciowym.”.

357b: Nieprawda. Trzeba wstawi¢ ,,i nie sq w relacji d”.

357c: Nieprawda. Trzeba wstawié , 0 skornczonym rozgalezieniu”.

357d: Prawda. Jesli wszystkie zbiory sa niepuste, i nieskoniczenie wiele z nich ma przynajmniej dwa
elementy to produkt musi by¢ nieprzeliczalny.

357e: Prawda. W kracie zupelej wystarczy aby przeksztalcenie byto monotoniczne.

357f: Nieprawda. Trzeba wstawié ,,niepustym”.

357g: Nieprawda. Trzeba wstawié ,nieskonczonym”.

357h: Prawda. Nie tylko przedzial w R, ale w ogdle kazdy zbiér mozna dobrze uporzadkowac.

358: Niech Z oznacza zbior wszystkich dobrze ufundowanych cze$ciowych porzadkow w N. Oczywiscie
7 <€ bo Z C P(N x N). Aby udowodnié¢ nieréwnosé € < Z okredlimy funkcje F : P(N — {0}) 2= Z.
Dla dowolnego A C N — {0} przyjmiemy

F(A) ={(a,0) | a € A} U{(n,n) | n € N}.

Relacja F'(A) jest dobrym ufundowaniem zbioru N (laricuchy sa co najwyzej dwuelementowe). Ponadto
jesli A # B, np. jeslia € A—B, to (a,0) € F(A)—F(B), wiec funkcja faktycznie jest réznowartosciowa.
7 nieréwnoéci Z < € i € < Z i z twierdzenia Cantora-Bernsteina wynika réwnosé.

359a: Nie. Na przyktad funkcje go i g1 (zob. czesé 359e) nie sa poréwnywalne.

359b: Nie. Na przyklad takie funkcje f,, tworza ciag malejacy:
Fu(m) = 0, jesli m <mn;
" "1 1, w przeciwnym przypadku.
359c: Tak. Jest izomorficzny z (P(N), C).
359d: Tak. Ciag malejacy (cze$é 359b) jest oczywiscie nieskoriczonym taficuchem.
359e: Tak, na przyklad zbiér {g, | n € N}, gdzie
(m) = 1, jesli m = n;
gn “ 1 0, w przeciwnym przypadku.
359f: Tak. Wystarczy oczywiscie wskazaé nieprzeliczalny antytaiicuch w (P(N), C) (por. cze$¢ 359c).
Dla dowolnego ciagu o : N — {0, 1} skonstruujemy przez indukcje scisle rosnaca funkcje f, : N — N.
Przyjmujemy f,(0) = 1, oraz
| 2fa(n), jesli a(n) = 0;
faln+1) = { 2fa(n) +1, jedli a(n) =1.
Jedli teraz A, = Rg(fa), to zbiory A, tworza antylancuch. Istotnie, przypusémy, ze a # [ 1 niech
m =min{k € N | a(k) # 5(k)}. Wtedy mamy f,(m+1) € A, — Ag oraz fag(m+1) € Ag — A,.
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Rysunek 4: Zadania 359f i 375b.

Zbiory A, odpowiadaja nieskonczonym krawedziom drzewa na rysunku 4.
359g: Funkcje f, z czesci 359f tworza nieprzeliczalny laicuch w NN,
360: Wskazdéwka: rozwiagzaé najpierw zadanie 359g.

363a: Niech dla n € N funkcja f,, : N — 2 bedzie funkcja charakterystyczna zbioru {n}, tzn. niech
falk) = 1, gdy k = n, a fo(k) = 0, gdy k¥ # n. Niech F = {f,|n € Nyn > 0}. Wtedy F
rozréznia elementy zbioru N. Wezmy bowiem dowolne dwie rézne liczby naturalne i oznaczmy wieksza
przez x, a mniejsza przez y (zatem x > 0). Wtedy f.(x) = 1, za$ f,(y) = 0, a zarazem f, € F.
Zbior F jest takze minimalnym zbiorem rozrézniajacym N. Wezmy bowiem dowolny jego podzbidér Fj
rozrézniajacy N oraz dowolne naturalne n > 0. Wiemy, ze istnieje takie naturalne z > 0, ze f, € Fy
oraz f.(0) # fz(n). Poniewaz f,(0) = 0, wiec f.(n) =1, a zatem x = n. Dowodzi to, ze dla kazdego
naturalnego n > 0 mamy f,, € Fy. A zatem Fy = F.

363b: Niech F' = {f : N — 2| f(0) = f(1)}. Zbiér F nie rozréznia zbioru N, poniewaz dla kazdego
f € F zachodzi f(0) = f(1). Niech F’ bedzie dowolnym nadzbiorem F' nie rozrézniajacym N i niech
g bedzie dowolnym jego elementem. Istnieja rézne liczby naturalne x,y takie, ze dla kazdego f € F’
zachodzi f(x) = f(y), gdyz w przeciwnym razie F’ rozréznialby N. Jezeli ¢ > 1, to f, € F oraz
fz(x) = 1 jest rézne od f,(y) = 0. Podobnie jesliy > 1. Azatemx=1iy=0lubz=01iy = 1.
Skoro g € F’, to g(z) = g(y), a wiec g(0) = g(1). Zatem g € F. Dowodzi to, ze F' = F.

363c: Zbior F z czesci 363a rozroznia elementy zbioru N i jest mocy Ng. Poniewaz dla dowolnej mocy
nieskonczonej m zachodzi m + Xy = m, wiec moc zbioru 2 — F' jest réwna continuum. Poniewaz kazdy
zbiér postaci F U G, gdzie G C 2V — F, rozréznia elementy zbioru N, wiec rodzina tych podzbioréw
zbioru 2V, ktére rozrézniajg cale N jest mocy co najmniej 2%. Ta rodzina jest wiec dokladnie mocy 2%,
bo jest zawarta w zbiorze P(2V), ktéry tez jest mocy 2°.

363d: Rozwazamy uporzadkowany przez inkluzje zbiér Z wszystkich tych A C X, ktérych elementy
rozroznia zbiér F. Zauwazmy, ze nasz zbiér speinia zalozenia lematu Kuratowskiego-Zorna, tj. suma
dowolnego laricucha zbioré6w nalezacych do Z sama nalezy tez do Z. (Istotnie, jedli x, y sa elementami
sumy tanicucha L tox € A, y € B, dlapewnych A, B € L. Jeden ze zbioréw A, B zawiera drugi, a zatem
oba elementy x,y do niego naleza, istnieje wiec pozadana funkcja.) Istnienie elementu maksymalnego
rodziny Z wynika wiec z lematu Kuratowskiego-Zorna.

366: Zbiér Ku jest mocy N, jest gesty i nie ma elementu pierwszego ani ostatniego, a wiec (por. za-
danie 365) jest izomorficzny ze zbiorem liczb wymiernych Q (uporzadkowanym tak jak zwykle). Niech
f: Ku - Q bedzie izomorfizmem. Dla er € Er przez er| oznaczymy zbiér {ku € Ku | ku < er}.

na

Rozpatrzmy przeksztalcenie F' : Er — R, dane wzorem F(er) = sup f(er]). Przeksztalcenie to
jest réznowartosciowe, bo jesli ¢ < y to x < kui < kug < y dla pewnych kuq, kuo € Ku. Wtedy dla
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dowolnego d € z| mamy f(d) < f(ku1), skad F(z) < f(ku1) < f(kuz) < F(y).
Analogicznie, jesli G(r) =supf*({g€ Q| g<r})dlar € R, to G: R =L Br. Dowéd jest w
zasadzie taki sam. A wiec pokazaliSmy, ze Er < Roraz R < Er. Zatem Er = €.
367: Niech F: A =% 24 i niech
1, jesli F(a)(a)=0;
fla) = { 0, ;eéli AJEJ =1.
Skoro F jest surjekcja wiec f = F'(b) dla pewnego b i mamy sprzecznosé: f(b) =1 « f(b) = 0.

368: Zbiér G jest mocy Rg. Oczywiscie B = Xy, wiec G > Ry, bo B C G. Pokazemy, ze G < Ng.
Niech H bedzie zbiorem tych ciagéw z {0, 1}, w ktérych wystepuje tylko skoriczenie wiele jedynek.
Jako przeliczalna suma przeliczalnych zbioréw

Hy, = {a € {0,1}" | ¥n > k.a(n) = 0},
zbiér H sam jest zbiorem przeliczalnym. Ponadto G C H. Istotnie, kazda wesota transformacja
zmienia ciag w co najwyzej dwéch miejscach, aby wiec w skonczonej liczbie krokéw otrzymaé element
zbioru B, trzeba zaczaé od ciagu, ktéry od pewnego miejsca ma same zera.

369a: Niech f: N — N. Jedli zbiér Rg(f) ma najwiekszy element, to oznaczymy go przez max(f).
W przeciwnym razie przyjmijmy, ze max(f) = oo, gdzie oo € N. Zdefiniowalidmy wiec funkcje
max : (N — N) = NU {oco}. Oczywiscie f ~ g zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy max(f) = max(g).
A zatem relacja ~ jest jadrem przeksztalcenia max, i jako taka jest relacja réwnowaznosci.
369b: Funkcja Max : (N — N)/. — NU {co} okres$lona wzorem Max([f].) = max(f) jest bijekcja.
Istotnie, dla f # g mamy max(f) # max(g), wiec Max jest réznowartosciowa. Ponadto, dla kazdego
x € NU{oo} istnieje taka funkcja f,, ze max(f,) = . Wystarczy przyjaé¢ foo = An.n oraz f, = An.x
dla z € N. Zatem Max jest takze ,na”. A wiec moc (N — N)/_ jest taka jak moc NU {oo}, czyli Ro.
369c: Sa to liczby 11 €. Klasa [An. 0] jest jednoelementowa, przypusémy wiec, ze funkcja f nie jest
stale réwna zeru. Dla o € N — {0, 1}, rozpatrzmy taka funkcje F(«) : N — N| ze
a(x/2), jesli x parzyste;

Fla)(x) = { f(((aﬁ/—) 1)/2), w przeciwnym przypadku.
dla dowolnego = € N. Nieformalnie, w ciagu F'(«) na przemian wystepuja wyrazy ciagu a (na miejscach
parzystych) i ciagu f (na miejscach nieparzystych). Poniewaz do Rg(f) nalezy cho¢ jedna liczba rézna
od zera, wiec mamy max F'(a) = max f, czyli F(a) € [f]~. Operacja F : (N — {0,1}) — [f]~
jest réznowartosciowa, bo dla a(k) # (k) mamy F'(a)(2k) # F(8)(2k). Stad moc zbioru [f]. jest co
najmniej €. Ale [f]. € N — N, amoca zbioru N — N tez jest €, wiec z twierdzenia Cantora-Bernsteina

ostatecznie wnioskujemy, ze [f]. = €.
369d: Tak, selektor ilorazu :)

370a: Elementem najwiekszym jest klasa wszystkich funkcji nieograniczonych, najmniejszym jest
klasa funkcji stale réwnej zeru.

370b,370c,370d: Funkcja Max z rozwiazania 369b jest izomorfizmem porzadkéw (N — N/, <)
i (NU {oo}, <), gdzie n < oo dla wszystkich n € N, a dla liczb naturalnych relacja < jest okreslona
jak zwykle. Zatem wszystkie wlasnosdci porzadku (N — N/, <) sa takie same jak wlasnosci porzadku
(NU {00}, <). W szczegdlnosci nasz porzadek jest dobry (jest liniowy i jest dobrym ufundowaniem).
Skoro kazdy niepusty podzbiér ma element najmniejszy, to ten element jest jego kresem dolnym. Zbiér
pusty tez ma kres dolny. Jest nim co. Mamy wiec krate zupelna, w ktorej sa tez wszystkie kresy goérne.
371b: Iloraz (N — N)/. jest mocy Rp, a to z nastepujacych powodéw: Po pierwsze, wzystkie
funkcje nieograniczone sa w tej samej klasie. Po drugie, niech f bedzie ograniczona i niech My
bedzie najwieksze w Rg(f). Natomiast my niech bedzie najwieksza wartoscia w Rg(f), przyjmowana
dla nieskonczenie wielu argumentéw. Jesli My # my, to niech f/(My) bedzie najwicksza taka
liczbgy z, ze f(x) = My (ostatni argument, dla ktérego f przyjmuje swoja najwicksza wartosé).
Dalej, dla y € {m; + 1,...,M; — 1} niech f'(y) bedzie najwieksza taka liczba, ze f(f'(y)) > y
oraz f'(y) > f'(y +1). Indeksem funkcji f nazwiemy skonczony ciag (myg, f'(my +1),..., f'(My)).
Dwie funkcje o takim samym indeksie musza by¢ w relacji.

371c: Wszystkie skoniczone (oprécz zera) i €. Jesli funkcja f nie jest prawie wszedzie réwna zeru, to
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niech k bedzie najwieksza wartoscia przyjmowana nieskonczenie wiele razy. Wtedy wszystkie funkcje
A\z.if = nieparzyste then k else a(z/2), gdzie a € 2V, naleza do klasy wyznaczonej przez f. Jedli
f(n) = 0 prawie wszedzie, to z poprzedniej czesci zadania wynika, ze klasa jest skoniczona. Klase
o dokladnie n + 1 elementach wyznacza funkcja f(0) =0, f(1) =n, f(z) =0dla z > 1.

373: Relacja r1 nie jest przechodnia, a wiec nie jest relacja réwnowaznosci. Istotnie, niech f(n) =n,
g(n) = n+1 oraz h(n) = [2], dlan € N. Wtedy (f,g) € r1 (bo f~1({1}) i g7 ({1}) sa jed-
noelementowe) oraz (g,h) € r1 (bo g7 1({0}) = h=1({0}) = @). Ale (f,h) & 71, bo przeciwobrazy
jednoelementowych zbioréw przy funkcji f sa zawsze jednoelementowe, a przy funkcji h sa (z wyjatkiem
h=1({0})) dwuelementowe.

Relacje r2 i r3 sa przechodnie, a wiec sa relacjami rownowaznosci, bo wiadomo, ze sa zwrotne
i symetryczne. Aby sprawdzi¢ przechodnio$é relacji ro, zalézmy, ze (f,g), (g, h) € ro. Istnieja wtedy
takie ny,na € N, ze f=1({n}) ~ g7 1({n}) dla wszystkich n > n; oraz g~ '({n}) ~ h=*({n}) dla
wszystkich n > ny. Dla n > max{ni,ns} mamy wiec tez f~1({n}) ~ h=1({n}), czyli (f,g) € ro.
Podobnie (ale tatwiej) otrzymamy przechodniosé dla r3.

Funkcje stale wyznaczaja jednoelementowe klasy abstrakcji relacji 3 i sa to jedyne skonczone klasy.
Przypusémy bowiem, ze funkcja f nie jest stala. Istnieja wtedy takie n,a € N, ze f(n) = a oraz zbiér
B ={m| f(m) # a} jest nieskoniczony. Dla dowolnego m € B wezmy taka funkcje g, ze gm(m) = a,
gm(n) = f(m) oraz g, (x) = f(z) dla x # m,n. Wszystkie funkcje g,, dla m € B sa w klasie [f],;.

Relacja 79 nie ma skoriczonych klas abstrakcji. Jesli f nie jest stala, to [f]r; € [f]r,, b0 r3 C 7a.
Skoro klasa [f],, jest nieskoriczona, to tym bardziej klasa [f],, jest nieskoriczona. Zostaja wiec funkcje
stale. Ale wszystkie funkcje state naleza do tej samej klasy [Az.0].,.

374: Wezmy dowolny taricuch (ze wzgledu na inkluzje) zbioréw parami spelialnych zawierajacych A.
Pokazemy, ze suma tego lancucha jest zbiorem parami spelnialnym. W tym celu rozpatrzmy dwie
formuty « i § nalezace do tej sumy. Wéwcezas musza istnieé¢ takie zbiory X i Y, nalezace do tancucha,
ze « € X i €Y. Ale poniewaz to jest taicuch, to mamy X C Y lub Y C X, zatem o, € X lub
a, B €Y. Poniewaz zaréwno X jak Y sa parami spelialne, wiec a i § musza by¢ wspélspehialne.

Pokazalidémy, ze suma kazdego lanicucha zbioré6w parami spelnialnych jest parami spelnialna. Suma
zawiera wszystkie elementy lancucha, jest wiec jego ograniczeniem gérnym w rodzinie wszystkich
zbioréw parami spelialnych. A wiec kazdy laricuch w tej rodzinie ma ograniczenie gérne. Z lematu
Kuratowskiego-Zorna, zbiér wszystkich zbioréw parami spelialnych zawierajacych A ma zatem ele-
ment maksymalny Z. Niech teraz a € Z. Jedli kazda koniunkcja a A 8, dla 8 € Z jest spelialna, to
zbiér Z U {a} jest parami speialny. Jest to sprzeczne z maksymalnoscia zbioru Z.

375a: Stosujemy lemat Kuratowskiego-Zorna do (uporzadkowanej przez inkluzje) rodziny P wszyst-
kich parterowych podzbioréw czesciowo uporzadkowanego zbioru A. Rozpatrzmy dowolny tancuch G
w (P, C). Jego suma | J G jest parterowym podzbiorem zbioru A. Istotnie, jesli L C |J G jest taricuchem
w A ima trzy rézne elementy x,y, z, to kazdy z tych elementéw nalezy do pewnego zbioru z taricucha G,
na przyktad z € X, y € Y, z € Z, gdzie X,Y,Z € G. Jeden ze zbioréw X,Y, Z zawiera pozostale,
niech to bedzie na przykltad X. Wtedy z,y,z € X € P i mamy sprzecznosé¢, bo X jest parterowy.

A zatem |JG € P. Skoro kazdy X € G jest zawarty w |JG, wiec |JG jest ograniczeniem gérnym
taricucha G w (P, C).

Z powyzszego wynika, ze rodzina (P,C) spehia zalozenie lematu Kuratowskiego-Zorna (kazdy
laficuch ma ograniczenie gérne), a wiec istnieje element maksymalny, tj. maksymalny zbiér parterowy.
375b: Kazdy antylaricuch jest parterowy i kazdy podzbidr zbioru parterowego jest parterowy. Wystar-
czy wiec wskazaé w P(N) antytaiicuch mocy € aby wywnioskowaé, ze rodzina parterowych podzbioréw
P(N) jest mocy 2. Taki antytaicuch wyznaczaja nieskoriczone galezie drzewa na rysunku 4.
376a: Funkcja nie jest réznowartosciowa, bo podzialy Py = {{0,2},N—{0,2}} i P, = {{0},N—{0}}
wyznaczaja te sama wartosé funkcji: f(P1) = f(P2) = {0,1}. Nie jest tez ,na” bo zero jest najmniej-
szym elementem swojej klasy podziatu, a wiec zawsze 0 € f(P). Niemozliwe jest wiec np. f(P) = {1}.
376b: Zauwazmy najpierw, ze Rg(f) = {X | 0 € X}. Istotnie, jesli 0 € X, to mozna okresli¢ podziat
P={p|ieX} gdziep,={aeN|(i<a)A(Vje X(i<j—a<j))} Wtedy f(P)=X. Moc
zbioru Rg(f) jest wiec réwna mocy zbioru P(N — {0}), czyli continuum. Oczywidcie zbiory P /yer(y)
i Rg(f) sa réwnoliczne — klasy abstrakcji odpowiadaja mozliwym warto$ciom funkcji.
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376c: Sa to wszystkie liczby naturalne wieksze od zera i continuum. Klasa skoriczona o n elementach
to przeciwobraz f~'({m | m # n}). Istotnie, jesli P nalezy do tego przeciwobrazu, to P sklada si¢
prawie wylacznie z singletonéw, a jedynym wyjatkiem jest para {i,n} dla pewnego i < n. Takie i
mozna wybraé¢ na n sposobéw, mamy wiec klase n-elementowa,.

Zauwazmy od razu, ze jedli dopelnienie zbioru X jest skoticzone, to przeciwobraz f~1(X) jest klasa
skoriczona. Jesli bowiem —X C {0,...,k}, to do podzialu nalezg singletony liczb wigkszych od k,
a skoniczony zbiér —X mozna podzieli¢ tylko na skonczenie wiele sposobow.

Jesli f(P) = {0} to P = {N}, rozpatrzmy wiec przypadek, gdy X ma co najmniej jeden niezerowy
element a, oraz —X jest zbiorem nieskoriczonym. Wtedy klasa f~1(X) ma moc continuum, bo dla
kazdego podzbioru Y € —X N (N — {0,...,a}) mozemy wyznaczy¢ podzial Py, ktérego skladowymi
sa zbiory {a} UY oraz {0} U (=X N =Y a takze singletony {i}, dla wszystkich ¢ € X oprécz 0 i a.
Podzialy Py sa rézne dla réznych Y, ale zawsze f(Py) = X. A wiec moc nasze] klasy jest co najmniej
taka jak moc zbioru P(—X N(N—{0,...,a})). Z drugiej strony, moc ta jest co najwyzej taka, jak moc
zbioru wszystkich relacji réwnowaznosci w N.
377a: Funkcja ® nie jest réznowartosciowa, np. ®({e}) = ¢ = ®(2). Ale  jest ,na”, bo dla dowolnego
w € {0,1}* mamy ®({w}) = w.
377b: Z powyzszego wynika, ze zbidr klas abstrakeji relacji ker(®) ma moc Rg. Moca kazdej klasy
jest €. Istotnie, niech [B]yer(e) bedzie dowolng klasa abstrakeji i niech w = ®(B). Okredlimy funkcje
réznowartosciowa W, : P({0,1}*) — P({0, 1}*) w taki sposéb, by ®(W,,(A)) = w, dla kazdego A.

Wy(A) = {w}U{wdv | v e A}.
Zatem kazdy ze zbioréw W, (A) jest w relacji z B, wiec [Blierw) > €. Ograniczenie gérne wynika
z tego, ze P({0,1}*) = €.
377c: Nie. Zauwazmy najpierw, ze jesli A posiada element najmniejszy, to jest on jego kresem dolnym.
Zatem A nie posiada elementu najmniejszego. Niech w = inf(A). Poniewaz w ¢ A, wiec w0 bedzie
wiekszym od w ograniczeniem dolnym A, co jest w sprzecznosci z definicja kresu dolnego.
Istotnie, dla dowolnego v € A, skoro w =< v, to albo v rézni sie od w na pozycji mniejszej badz
réwnej |w| albo w jest wlasciwym prefiksem v. W obu przypadkach w0 < v.
377d: Moca tego zbioru jest Ny. Wiystarczy pokazaé, ze jest on nieskoniczony, bo wszystkich stow
jest przeliczalnie wiele. Poniewaz 0™ < 11111011010, dla kazdego n, wiec kazdy ze zbioréow postaci
Z, ={0™,11111011010} jest ograniczony przez 11111011010 i ponadto ®(Z,,) = 0", zatem obraz ten
istotnie jest nieskonczony.

378a: Zwrotnosé relacji F'(A) jest oczywista. Aby udowodni¢ przechodnio$é¢, weZzmy dowolne funkcje
f,9,h: N — N, takie ze (f, g) € F(A) oraz (g, h) € F(A). Wtedy dla a € Amamy f(a) < g(a) < h(a),
natomiast dla a ¢ A mamy h(a) < g(a) < f(a), czyli {(f,h) € F(A). Antysymetria wynika z tego, ze
(f,g) € F(A) oraz (g, f) € F(A) implikuje f(a) = g(a) zaréwno dla a € A, jak a € A. A wiec f =g.

378b: Szukamy zbioru F~1(L) = {A C N | F(A) € L}, czyli pytamy dla jakich A C N relacja F(A)
jest liniowym porzadkiem. Ot6z nigdy tak nie jest, bo jeden ze zbioréw A i —A ma co najmniej dwa
rozne elementy a,b. Wtedy funkcje f = Az.if = a then 0 else 1 oraz g = Ax.if x = b then O else 1 sa
nieporéwnywalne. A wiec F~(L) = @.

378c: Tym razem pytamy ktére F(A) maja element minimalny. Jesli A = N to elementem mini-
malnym ze wzgledu na relacje F'(A) jest funkcja Az.0. W przeciwnym razie element minimalny nie
istnieje. Istotnie, jesli a & A, to dla dowolnej funkeji f zachodzi (f', f) € F(A), gdzie f’ jest okreslona
tak: f' = Az.if x = a then f(a) + 1 else f(a). A zatem F~'(M) = {N}.

378d: Pokazemy, ze F(A) nigdy nie jest dobrym ufundowaniem (skad F~1(D) = @) bo zawsze
istnieje ciag malejacy ze wzgledu na F(A). Istotnie, jesli a € A, to ciag malejacy tworza funkcje
fn = Ax.if & = a then n else 0. Pozostaje przypadek A = N. Wtedy ciag malejacy tworza funkcje
gn = Ax.if £ < n then O else 1.

379a: Nie. Na przyktad @ # G(f) dla kazdej funkcji f. Gdyby bowiem G(f) = @, to dla wszystkich
liczb n € N mieliby$my f(n) > f(n + 1), czyli istnialby nieskoriczony ciag malejacy w N.

379b: Nie. Na przyklad jesli f = Az.xig=Ar.z+ 1, to G(f) = G(g9) =N.
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379c: Zbiodr ilorazowy jadra jest zawsze rownoliczny ze zbiorem wartosci funkcji, wystarczy wiec

zbada¢ moc Rg(G). Poniewaz Rg(G) C P(N), wiec Rg(G) < €. Z drugiej strony, jesli A jest dowolnym
podzbiorem zbioru liczb parzystych P, to dla funkcji f = Az.if (x > 0Ax —1 € A) then 0 else 1

zachodzi N — A = G(f). Zatem Rg(G) > P(P) = € i w koricu Rg(G) = €.
379d: Niech G(f) = A. Dla dowolnego o : N — {0, 1} niech @(n) oznacza sume a(0) + --- + a(n).
Ciag @ : N — N jest niemalejacy i dla a # 3 mamy @ # (3. Teraz niech f,(n) = 2f(n) + a(n).
Zauwazmy, ze G(fo) = A, czyli (fo, f) € ker(G). Istotnie, jesli f(n) < f(n+1), to

fa(n) =2f(n)+a(n) <2f(n+1)+a(n+1) = fo(n+1).
Natomiast jesli f(n) > f(n+1),to f(n)—f(n+1) > lia(n)—a(n+1) > —1, wiec fo(n)—fo(n+1) > 1,
czyli fo(n) > fo(n+41). Udowodnilismy, ze fo € [flker(q)- Ale jesli o # 3 to takze f, # fg, co oznacza,
ze moc klasy [f]ker(c) jest co najmniej réwna mocy zbioru {0, 1}, czyli €. Poniewaz [f]ier(q) € NV,
wiec moc naszej klasy jest réwna €.
380a: Niech G oznacza zbiér wszystkich funkcji o wlasnosci (a). Zauwazmy, ze jesli f € G to dla dowol-
nego A zachodzi réwnosé f(A) = U{f({z}) | x € A}. Zatem kazda funkcja z G jest jednoznacznie wyz-
naczona przez swoje obciecie do argumentéw jednoelementowych. Jesli wiec P1(N) = {{z} | x € N},

to mamy injekcje 9 : G —— (P1(N) — P(N)) dana przez 9(f) = flp, vy Zbiér P1(N) — P(N) jest oczy-
wiscie tej samej mocy co zbiér N — P(N), czyli mocy €X° = ¢. Zatem 5 < €. Z drugiej strony mamy
tez injekcje w : (N — N) =% G dana wzorem w(a) =AX. U{{a(n)} |n € X}, a wiecG >N = N = €.
W konsekwencji, 5 =d.

380b: Niech R bedzie taka rodzina nieskoriczonych podzbioréw N, w ktérej kazde dwa rézne zbiory
maja skoriczone przeciecie i ktéra jest mocy €. (To, ze taka rodzina istnieje, wynika z rozwiazania
zadania 359f.) Dla dowolnego Z C R okreslimy funkcje
fz =XA.if (3D € Z.D N A =1X) then {0} else @.

Zauwazmy, ze jesli fz(AU B) = {0} to zbiér DN (AU B) = (DN A)U (DN B) jest nieskoriczony. Ale
wtedy jeden ze skladnikéw DN A i DN B musi by¢ nieskonczony, wiec fz(A) = {0} lub fz(B) = {0}.
Stad tatwo wynika, ze funkcje postaci fz speliaja warunek (b). Dalej, jesli Z #Y, np. D € Z - Y,
to fz(D) = {0} ale fy (D) = @, skad fz # fy. Zatem funkcji o wlasnosci (b) jest co najmniej tyle
ile podzbioréw R, czyli 2¢. Poniewaz wszystkich funkcji z P(N) do P(N) tez jest 2%, wiec taka jest
szukana moc.




