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Zadania z podstaw matematyki dla 1 roku informatyki1

Zadania na rozgrzewk
↪
e

1. Zaznacz na rysunku zbiory:

(a) {〈x, y〉 ∈ R2 | (x2 + y2 > 1)→ [(x2 + y2 ≤ 2) ∧ (¬(x · y = 0)→ |y| = |x|)]};
(b) {〈x, y〉 ∈ R2 | ((x2 + y2 = 4)→ (y > −1 ∧ y 6= 1))→ (x2 + y2 = 9)};
(c) {〈x, y〉 ∈ R2 | (x · x+ y · y > 1)→ (y + x > 0)};
(d) {〈x, y〉 ∈ R2 | ∀x(x2 + 1 > y)→ (y + x < 0)}.

2. Zaznacz na rysunku zbiory

(a) {z ∈ R | ∀x∃x(x = 1)};
(b) {z ∈ R | ∃x∀x(x = 1)};
(c) {x ∈ R | ∀x∃x(x = 1)}.

3. Zaznacz na rysunku zbiory:

(a) {〈x, y〉 ∈ R2 | (x · x < 0)→ (x · x > 0)};
(b) {〈x, y〉 ∈ R2 | (x > y)→ (y + x > 0)}.

4. Zaznacz na rysunku zbiory:

(a) {x ∈ R | ∃y∀z(y − z2 < x ∧ x ≤ y + 1
2 ∧ y ≥ 1)};

(b) {〈x, y〉 ∈ R2 | x2 + y2 > 1→ ∃z(x2 + (y − z)2 ≤ 1
4)};

(c) {〈x, y〉 ∈ R2 | ∀z(y2 + (x− z)2 6= 1)→ ∃z((x− z)2 + (y − z2)2 = 1)}.

Logika

5. Zbadać, czy nast ↪epuj ↪ace formu ly s ↪a tautologiami rachunku zdań i czy s ↪a spe lnialne:

(a) (p→ r) ∧ (q → s) ∧ (¬p ∨ ¬s)→ (¬p ∨ ¬q);
(b) (p→ q) ∨ (q → r);
(c) ((p→ q)→ r) ∧ ¬(((q → r)→ r)→ r));
(d) (p→ q) ∧ (¬p→ r)→ (r → ¬q);
(e) ((¬p→ q)→ r)→ ¬(p→ q);
(f) p ∨ (¬p ∧ q) ∨ (¬p ∧ ¬q);
(g) (p→ q) ∨ (p→ ¬q);
(h) q ∨ r → (p ∨ q → p ∨ r);
(i) (p ∨ q ∨ r) ∧ (q ∨ (¬p ∧ s)) ∧ (¬s ∨ q ∨ r)→ q;

1Zadania s ↪a zebrane przypadkowo, nie zawsze sprawdzone i bez gwarancji poprawności. Korzystać można
na w lasne ryzyko i odpowiedzialność. Zadania i rozwi ↪azania pochodz ↪a od różnych autorów, mi ↪edzy innymi
Miko laja Bojańczyka, Jacka Chrz ↪aszcza, Norberta Dojera, Piotra Hoffmana, Tomasza Kazany, Bartka Klina,
Eryka Kopczyńskiego, Agnieszki Kozubek, S lawomira Lasoty, Filipa Murlaka, Linha Anh Nguyena, Damiana
Niwińskiego, Marcina Peczarskiego, Marcina Penconka, Wojciecha Plandowskiego, Aleksego Schuberta, Adama
Slaskiego, Micha la Strojnowskiego, Jerzego Tyszkiewicza, Darii Walukiewicz-Chrz ↪aszcz, Piotra Wilkina. Jed-
nak autorstwo wielu zadań jest trudne do ustalenia. Za wykrycie b l ↪edów dzi ↪ekuj ↪e Paniom Weronice Kisielińskiej
i Agnieszce Kozubek oraz Panom Rados lawowi Burnemu, Jackowi Chrz ↪aszczowi, Kamilowi Herbie, Januszowi
Kude lce, S lawomirowi Lasocie, Kamilowi Majdanikowi, Damianowi Rodziewiczowi, Maciejowi Różańskiemu,
Damianowi Sawickiemu, Adamowi Slaskiemu, Micha lowi W lodarczykowi i Karolowi Wychowańcowi.
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(j) (p ∨ q)↔ ((p→ q)→ q);
(k) ((p→ q)→ r)→ ((r → p)→ (q → p));
(l) ((p→ q)→ p)→ (p→ q).

6. Jak rozumiesz nast ↪epuj ↪ace zdania? Jak je sformu lować, żeby nie budzi ly w ↪atpliwości?

(a) Nie wolno pić i grać w karty.
(b) Nie wolno pluć i  lapać.
(c) Zabrania si ↪e jedzenia lub picia na terenie laboratorium komuperowego.2

(d) Zabrania si ↪e zaśmiecania i zanieczyszczania drogi.3

(e) Zabrania si ↪e zaśmiecania lub zanieczyszczania drogi.4

(f) Wpisać, gdy osoba ubezpieczona nie posiada numerów identyfikacyjnych NIP lub
PESEL.5

(g) Podaj przyk lad liczby, która jest pierwiastkiem pewnego równania kwadratowego
o wspó lczynnikach ca lkowitych i takiej, która nie jest.

(h) Warunek zachodzi dla każdego x i dla pewnego y.
(i) Funkcja cz ↪eściowa z A do B nie jest na ogó l funkcj ↪a z A do B.
(j) Każda liczba ma pewien dzielnik pierwszy.
(k) Każdy marynarz zna pewn ↪a knajp ↪e.

7. Sformu lować poprawnie zaprzeczenia stwierdzeń:

(a) Liczby m i n s ↪a pierwsze.
(b) Liczby m i n s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze.

8. Zapisać nast ↪epuj ↪ace stwierdzenia w j ↪ezyku arytmetyki liczb naturalnych (+, ·, 0, 1,=)
używaj ↪ac symboli logicznych i kwantyfikatorów:

(a) Liczba a jest mniejsza lub równa liczbie b.
(b) Liczba a jest reszt ↪a z dzielenia liczby b przez c.
(c) Liczba a jest pierwsza.
(d) Liczba a jest najwi ↪ekszym wspólnym dzielnikiem liczb b i c, chyba, że jest parzysta.
(e) Liczby x i y maj ↪a te same dzielniki pierwsze.
(f) Pewne liczby s ↪a parzyste a inne nie s ↪a.
(g) Nie każda liczba jest parzysta.
(h) Żadna liczba parzysta nie jest mniejsza od każdej liczby pierwszej.
(i) Zbiór liczb pierwszych jest nieskończony.
(j) Warunkiem koniecznym na to, aby n by lo nieparzyste, jest aby n by lo podzielne

przez 6.
(k) Prawie wszystkie liczby naturalne s ↪a parzyste.

9. Pokazać, że nast ↪epuj ↪ace formu ly s ↪a tautologiami:

(a) (∃yp(y)→ ∀zq(z))→ ∀y∀z(p(y)→ q(z));
(b) (∀x∃y r(x, y)→ ∃x∀y r(y, x))→ ∃x∀y(r(x, y)→ r(y, x));

2Dotyczy również korytarza.
3Kodeks Drogowy przed nowelizacj ↪a w roku 1997.
4Kodeks Drogowy (Art. 45 p. 1(9)) po nowelizacji w roku 1997.
5Instrukcja wype lniania formularza ZUS ZCZA (Zg loszenie danych o cz lonkach rodziny. . . )
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(c) ∀x∃y((p(x)→ q(y))→ r(y))→ ((∀xp(x)→ ∀yq(y))→ ∃yr(y));
(d) ∀x(p(x)→ ∃yq(y))→ ∃y(∃xp(x)→ q(y)).
(e) (∀xP (x)→ ∀y Q(y))→ ∃x (P (x)→ ∀y Q(y));
(f) ∃y(P → Q(y))↔ (P → ∃y P (y)).

Wskazówka: Przekszta lcić formu ly do odpowiedniej postaci, stosuj ↪ac prawa De Morgana
i prawa dystrybutywności.

10.R Czy nast ↪epuj ↪ace formu ly s ↪a tautologiami?

(a) ∀x(p(x)→ q(x)) ∨ ∀x(q(x)→ p(x));
(b) ∃y(P (x)→ ∀y P (y));
(c) ∀x∃y∀u∃v P (x, y, u, v)→ ∀u∃v∀x∃y P (x, y, u, v);
(d) (∃x∃y P (x, y)→ ∀y R(y))→ ∀x (P (x, x)→ R(x))).

11. Czy nast ↪epuj ↪ace definicje można lepiej sformu lować?

(a) Zbiór A jest dobry, jeśli ma co najmniej 2 elementy.
(b) Zbiór A jest dobry, jeśli dla każdego x ∈ A, jeśli x jest parzyste, to x jest podzielne

przez 3.
(c) Zbiór A jest dobry, jeśli dla pewnego x ∈ A, jeśli x jest parzyste, to x jest podzielne

przez 3.

12. Wskazać b l ↪ad w rozumowaniu:

(a) Aby wykazać prawdziwość tezy

”
Dla dowolnego n, jeśli zachodzi warunek W (n) to zachodzi warunek U(n)”

za lóżmy, że dla dowolnego n zachodzi W (n). . .
(b) Aby wykazać prawdziwość tezy

”
Dla pewnego n, jeśli zachodzi warunek W (n) to zachodzi warunek U(n)”

za lóżmy, że dla pewnego n zachodzi W (n). . .

13.R Wskazać b l ↪ad logiczny w nast ↪epuj ↪acym rozumowaniu:
Udowodnimy, że istnieje najwi ↪eksza liczba rzeczywista. W tym celu rozpatrzymy dwa
przypadki. Przypadek pierwszy ma miejsce, gdy dla każdego x ∈ R i pewnego y ∈ R
zachodzi x ≤ y. Wtedy y jest najwi ↪eksz ↪a liczb ↪a rzeczywist ↪a. Jeśli przypadek pierwszy
nie zachodzi, to z prawa De Morgana wnioskujemy, że dla pewnego x ∈ R i każdego
y ∈ R nierówność x ≤ y jest fa lszywa. Wtedy jednak x > y, dla każdego y ∈ R, sk ↪ad
w szczególności x > x, sprzeczność.

14. Jak poprawnie sformu lować nastepuj ↪ace zadanie z egzaminu z rachunkowości w SGH?
Naliczone odsetki od kredytów bankowych s ↪a:

a) stratami nadzwyczajnymi
b) kosztami dzia lalności operacyjnej zasadniczej
c) kosztami pozosta lej dzia lalności operacyjnej
d) żadna odpowiedź nie jest prawid lowa

15. Metod ↪a naturalnej dedukcji udowodnić nast ↪epuj ↪ace formu ly:

(a) ((p ∧ q)→ r)↔ (p→ (q → r));
(b) (p→ q)→ ((¬p→ q)→ q);
(c) (p→ q ∨ r)↔ (p→ q) ∨ r;
(d) (¬p→ ¬q) ∧ (¬p→ q)→ p;
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16.R Która z nast ↪epuj ↪acych formu l jest tautologi ↪a?

(a) (∀xR(x)→ ∃yS(y))→ ∀x∃y(R(x)→ S(y));
(b) (∀xR(x)→ ∃y S(y))→ ∃x(R(x)→ S(x)).

17.R Niech S b ↪edzie pewnym nieskończonym zbiorem formu l zdaniowych zbudowanych ze
zmiennych p1, . . . , pn. Udowodnić, że istnieje taki nieskończony podzbiór A zbioru S,
że wszystkie formu ly w A s ↪a parami równoważne.6

Rachunek zbiorów

18. Ile elementów maj ↪a zbiory {1, 2}, {1, 2, 1}, {{1, 2}, {2, 1}, {1, 2, 1}}, {a, b}?
19. Sprawdzić, czy dla dowolnych zbiorów A,B,C zachodz ↪a równości:

(a) A− (B ∪ C) = (A−B) ∪ (A− C);
(b) (A ∪B ∪ C)− (A ∪B) = C;
(c) A = (A ∩B) ∪ (A−B);
(d) (A−B)− C = A− (B ∪ C);
(e) A ∪ (A ∩B) = A.

20.R Pokazać, że:

(a) jeśli A−B = B −A, to A = B;
(b) jeśli A ∪B = C, to C −B = A−B;
(c) jeśli A ∪B ⊆ A ∩B, to A = B;
(d) jeśli A−· B = A−· C to B = C.

21. Uzupe lnić poniższe zdania, wpisuj ↪ac w miejsce pierwszego wielokropka znak ∈ lub ⊆,
a w miejsce drugiego wielokropka C lub

⋃
C.

(a) Jeśli A ∈ B ∈ C, to A . . . . . .
(b) Jeśli A ∈ B ⊆ C, to A . . . . . .
(c) Jeśli A ⊆ B ∈ C, to A . . . . . .
(d) Jeśli A ⊆ B ⊆ C, to A . . . . . .

22.R Które z poniższych implikacji s ↪a prawdziwe dla dowolnych zbiorów X i Y :

(a) Jeśli P(Y ) ⊆ X, to Y ⊆
⋃
X?

(b) Jeśli Y ⊆
⋃
X, to P(Y ) ⊆ X?

23. Zbadać, czy dla dowolnych A, B i C zachodzi

(a) P(A ∪B) = P(A) ∪ P(B);
(b) P(A ∩B) = P(A) ∩ P(B);
(c) A− (B ∪ C) = (A−B)− C;
(d) A− (B − C) = (A−B) ∪ C.

24. Udowodnić równoważność A ∩ C ⊆ B ↔ C ⊆ −A ∪B.

25. Pokazać, że A ⊆ B zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy P(A) ⊆ P(B).

26. Czy jeśli A ⊆ B to
⋃
A ⊆

⋃
B? Czy jeśli A ⊆ B to

⋂
B ⊆

⋂
A?

27. Czy jeśli
⋃
A ⊆

⋃
B to A ⊆ B? A co jeśli

⋂
B ⊆

⋂
A?

6Zadanie ści ↪agni ↪ete z Uniwersytetu Wroc lawskiego
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28. Pokazać, że
⋃

P(A) = A, dla dowolnej rodziny A.

29. Niech A : P(P(R)) b ↪edzie rodzin ↪a zbiorów spe lniaj ↪ac ↪a warunek
(∀B ∈ A)(∀C ⊆ R)(C ⊆ B −→ C ∈ A).

Pokazać, że
⋃
A = {z ∈ R | {z} ∈ A}.

30. Udowodnić, że dla dowolnej rodziny zbiorów {An | n ∈ N}, zachodzi równość⋃
n∈NAn =

⋃
n∈NBn,

gdzie Bn = An −
⋃
i<nAi, dla n ∈ N.

31.R Zaznacz w uk ladzie wspó lrz ↪ednych zbiór
⋃
n∈N−{0}An, gdzie

An = {〈x, y〉 ∈ R2 | x2 + y2 > 1
n2 → n(y − x2 − 1) ≥ 1}.

Brzegi obszarów zawarte w zbiorze prosz ↪e zaznaczyć pogrubion ↪a lini ↪a, brzegi nie zawie-
raj ↪ace si ↪e w zbiorze – lini ↪a przerywan ↪a.

32. Udowodnić, że jeśli An ⊆ An+1 dla wszystkich n ∈ N, to
⋃
n∈NAn =

⋃
n∈H An, dla

dowolnego nieskończonego H ⊆ N.

33. Znaleźć
⋃
t∈R+

At i
⋂
t∈R+

At, gdzie:

(a) At = (1− 1
t , 2 +

√
t), dla t ∈ R+;

(b) At = [
√
t,
√

2t], dla t ∈ R+.

34. Znaleźć
⋃
t∈RAt, gdzie At = {〈x, y〉 :R2 | |x− t|+ |y| ≤ 1}, dla t : R.

35. Niech An,m = {x ∈ R | n−1
m+1 ≤ x < n + m}, dla m,n ∈ N. Znaleźć

⋃
n

⋂
mAn,m oraz⋂

n

⋃
mAn,m.

36. Określić tak ↪a rodzin ↪e {Ai,j | i, j ∈ I}, żeby wszystkie poniższe zbiory by ly różne:⋃
i

⋂
j Ai,j ,

⋂
i

⋃
j Ai,j ,

⋃
i

⋃
j Ai,j ,

⋂
i

⋂
j Ai,j ,

⋃
j

⋂
iAi,j ,

⋂
j

⋃
iAi,j .

37. Niech T =
⋃
s∈S Ts i niech K b ↪edzie rodzin ↪a wszystkich podzbiorów T , które z każdym

ze zbiorów Ts maj ↪a przynajmniej jeden element wspólny. Udowodnij, że⋃
s∈S

⋂
t∈Ts

At =
⋂
Y ∈K

⋃
t∈Y At.

38. Czy dla dowolnej rodziny indeksowanej {Ai,j}i,j∈N zachodzi równość:⋃
i∈N
⋃
j∈NAi,j =

⋃⋃
{Ai,j | i, j ∈ N}?

39. Która z nast ↪epuj ↪acych równości zachodzi dla dowolnych zbiorów At,s, gdzie t ∈ T , s ∈ S:⋃
t∈T
∏
s∈S At,s =

∏
s∈S

⋃
t∈T At,s?

⋂
t∈T
∏
s∈S At,s =

∏
s∈S

⋂
t∈T At,s?

40. W aksjomatycznej teorii mnogości definiuje si ↪e par ↪e uporz ↪adkowan ↪a 〈a, b〉 jako zbiór
<a, b> = {{a}, {a, b}}. Jakiego typu jest <a, b>, jeśli a i b s ↪a typu D? Udowodnić,
że tak zdefiniowane pary spe lniaj ↪a warunek <a, b> = <x, y> wtedy i tylko wtedy, gdy
a = x i b = y.

41.R Która z nast ↪epuj ↪acych równości

(a)
⋂
{P(B) | B ⊆ A} = {

⋂
P(B) | B ⊆ A};

(b)
⋃
{P(B) | B ⊆ A} = {

⋃
P(B) | B ⊆ A},

zachodzi dla dowolnego zbioru A?

42.R Która z nast ↪epuj ↪acych równości

(a)
⋂
A ∩

⋂
B =

⋂
(A ∪B);
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(b)
⋂
A ∩

⋂
B =

⋂
(A ∩B);

(c)
⋃
A ∪

⋃
B =

⋃
(A ∪B);

(d)
⋂
A ∪

⋂
B =

⋂
(A ∪B);

(e)
⋃
A ∩

⋃
B =

⋃
(A ∩B);

(f)
⋃
A ∪

⋃
B =

⋃
(A ∩B),

zachodzi dla dowolnych niepustych rodzin zbiorów A i B o niepustym przeci ↪eciu?

43.R Dla każdej z nast ↪epuj ↪acych równości zbadać czy ta równość zachodzi dla dowolnych
niepustych rodzin A i B.

(a)
⋂
A×

⋂
B =

⋂
{α× β | α ∈ A ∧ β ∈ B};

(b)
⋃
A×

⋃
B =

⋃
{α× β | α ∈ A ∧ β ∈ B},

44.R * Dla dowolnego zbioru A, przez P2(A) oznaczymy rodzin ↪e wszystkich dwuelementowych
podzbiorów zbioru A. Niech {X,Y } b ↪edzie podzia lem zbioru P2(N). Pokazać, że istnieje
taki nieskończony zbiór A, że P2(A) ⊆ X lub P2(A) ⊆ Y .

Relacje

45. Udowodnić, że jeśli r ⊆ r′ i s ⊆ s′ to r · s ⊆ r′ · s′.
46. Dla jakich relacji r ⊆ A×A zachodz ↪a równości r · r−1 = r−1 · r = 1A?

47. Znaleźć przyk lad 5-elementowej relacji symetrycznej w zbiorze N. Czy istnieje 5-ele-
mentowa relacja zwrotna w N? A 5-elementowa relacja przechodnia?

48. Czy relacja {〈0, 3〉, 〈1, 3〉, 〈1, 5〉, 〈4, 5〉, 〈4, 2〉} w zbiorze {0, 1, 2, 3, 4, 5} jest przechodnia?

49. Niech r b ↪edzie relacj ↪a dwuargumentow ↪a w zbiorze A. Czy możliwe jest, że:

(a) r−1  r?
(b) r · r = r i r jest przeciwzwrotna (tj. ∀x ∈ A(¬x r x))?
(c) r−1 = A2 − r?

50. Udowodnić, że relacja r jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy r · r ⊆ r.
51. Udowodnić, że jeśli relacja r w zbiorze A jest przechodnia, to r · (r ∪ 1A) ⊆ r.
52. Udowodnić, że iloczyn dowolnej rodziny relacji przechodnich jest relacj ↪a przechodni ↪a.

53. NiechR b ↪edzie tak ↪a niepust ↪a rodzin ↪a relacji przechodnich w zbiorze A, że dla dowolnych
r, s ∈ R zachodzi r ⊆ s lub s ⊆ r. Udowodnić, że s =

⋃
R jest relacj ↪a przechodni ↪a.

54. Udowodnić, ze dla dowolnej relacji r ⊆ A × A istnieje najmniejsza relacja przechodnia
zawieraj ↪aca r.

55.R Udowodnić, że dla dowolnej relacji r w zbiorze A zachodz ↪a równości:

(a) r+ = r · r∗ = r∗ · r;
(b) r∗ = r+ ∪ 1A,

gdzie r+ i r∗ to odpowiednio domkni ↪ecie przechodnie i przechodnio-zwrotne relacji r.

56.R Przestrzeni ↪a zgodności nazywamy rodzin ↪e zbiorów A, spe lniaj ↪ac ↪a warunki:

(a) Jeśli a ∈ A i a′ ⊆ a to a′ ∈ A.
(b) Jeśli B ⊆ A oraz dla dowolnych a, b ∈ B zachodzi a ∪ b ∈ A to

⋃
B ∈ A.
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Niech A b ↪edzie przestrzeni ↪a zgodności. Udowodnić, że istnieje taka zwrotna i syme-
tryczna relacja r, że dla dowolnego a zachodzi równoważność:

a ∈ A wtedy i tylko wtedy, gdy ∀xy (x, y ∈ a→ x r y).

57.R Relacja r ⊆ A×A jest przeciwzwrotna gdy dla żadnego a nie zachodzi 〈a, a〉 ∈ r.
(a) Czy z lożenie relacji przeciwzwrotnych jest relacj ↪a przeciwzwrotn ↪a?
(b) Czy iloczyn dowolnej niepustej rodziny relacji przeciwzwrotnych jest relacj ↪a prze-

ciwzwrotn ↪a?
(c) Czy suma dowolnej rodziny relacji przeciwzwrotnych jest relacj ↪a przeciwzwrotn ↪a?

58.R Relacj ↪e r ⊆ A×A nazwiemy krzaczast ↪a gdy
∀a b c (a r b ∧ a r c→ ¬ b r c ∧ ¬ c r b)

(a) Czy z lożenie relacji krzaczastych jest relacj ↪a krzaczast ↪a?
(b) Czy iloczyn dowolnej niepustej rodziny relacji krzaczastych jest relacj ↪a krzaczast ↪a?
(c) Czy suma dowolnej rodziny relacji krzaczastych jest relacj ↪a krzaczast ↪a?
(d) Niech ri krzaczaste dla i ∈ N i niech ∀ij (i ≤ j → ri ⊆ rj). Czy

⋃
i∈N ri jest relacj ↪a

krzaczast ↪a?

Funkcje

59. Udowodnić, że:

(a) jeśli f : A→ B, g : B → C i h : C → D, to h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f ;

(b) jeśli f : A 1−1−→
na

B, to f−1 ◦ f = idA oraz f ◦ f−1 = idB;

(c) jeśli f : A→ B, to f ◦ idA = f = idB ◦ f .

60. Udowodnić, że:

(a) jeśli f : A 1−1−→ B oraz g : B 1−1−→ C to g ◦ f : A 1−1−→ C;
(b) jeśli f : A na−→ B oraz g : B na−→ C to g ◦ f : A na−→ C.

61. Znaleźć obraz prostej o równaniu 3x − 2y = 1 i przeciwobraz okr ↪egu o równaniu
x2 + y2 = 1 przy przekszta lceniu f(x, y) = 〈2x+ y, x− y〉.

62. Znaleźć obraz kwadratu [0, 1)× (0, 1] i przeciwobraz odcinka [1, 2] przy przekszta lceniu
f(x, y) = x+2

2 .

63. Niech f : R × R −◦� R b ↪edzie taka, że f(x, y) = x
y . Znaleźć przeciwobrazy f−1({1})

i f−1([1, 2]) oraz obraz kwadratu (1, 2)× (3, 4).

64. Funkcja f : P(A)→ P(A) jest addytywna, gdy f(X ∪Y ) = f(X)∪ f(Y ), dla dowolnych
zbiorów X,Y ⊆ A. Czy każda funkcja addytywna ma w lasność f(X) =

⋃
x∈X f({x})?

65. Niech f : A → B i g : B → A. Udowodnić, że jeśli f ◦ g = idA oraz g ◦ f = idB, to
funkcje f i g s ↪a wzajemnie odwrotne.

66. Niech f, g : A → A. Czy z tego, że dla dowolnego x ∈ A zachodzi f(g(x)) = g(f(x))
wynika, że f i g s ↪a wzajemnie odwrotne?

67. Udowodnić, że 〈π1(a), π2(a)〉 = a, dla dowolnego a : D × E .

68. Niech f : P(N) × P(N) → P(N) b ↪edzie taka, że f(〈C,D〉) = C ∩ D, dla dowolnych
C,D ⊆ N, i niech B ⊆ N. Czy f jest różnowartościowa i czy jest na P(N)? Znaleźć
obraz zbioru P(B)× P(B) i przeciwobraz zbioru {N}, przy przekszta lceniu f .
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69.R Niech α : N × N 1−1−→
na

N i niech g : P(N) → (N → P(N)) b ↪edzie tak ↪a funkcj ↪a, że

g(A)(n) = {i ∈ N | α(n, i) ∈ A}. Udowodnić, że funkcja g jest bijekcj ↪a.

70.R Przypuśćmy, że (N→ P(N)) =
⋃
{Fn | n ∈ N}. Udowodnić, że istnieje taka liczba n, że

{f(n) | f ∈ Fn} = P(N).

71.R Podaj przyk lad pary funkcji f, g : N→ N spe lniaj ↪acej wszystkie poniższe warunki:

(a) ∀x g(x) 6= x;
(b) g ◦ g jest identyczności ↪a na N;
(c) f ◦ g = f ;
(d) f jest funkcj ↪a na N;
(e) obrazem zbioru liczb naturalnych parzystych w odwzorowaniu g jest zbiór liczb

naturalnych nieparzystych.

72.R Niech f : R× R→ R b ↪edzie funkcj ↪a zadan ↪a wzorem f(x, y) =
√
x2 + y2.

(a) Jaki jest obraz zbioru A = [2, 4]× [−1, 3] przy przekszta lceniu f?
(b) Ile elementów ma zbiór (N× N) ∩ f−1((−3, 3) ∪ {5})?

73.R Mamy tak ↪a funkcj ↪e f : P (N× N)→ P (N): 7

f(r) = {k | ∃x∃y (〈x, y〉 ∈ rk+1 ∧ ∀w 〈w, x〉 6∈ r ∧ ∀z 〈y, z〉 6∈ r)}.
(a) Czy f jest różnowartościowa?
(b) Czy f jest ”na”?
(c) Czy istnieje relacja nieprzechodnia r, dla której f(r) = {0}?

74.R Niech c : P (A) → A b ↪edzie tak ↪a funkcj ↪a, że dla dowolnego niepustego zbioru D ⊆ A
zachodzi c(D) ∈ D i niech f, g : A na−→ B. Pokazać, że istnieje taka funkcja h : A→ A,
że f ◦ h = g.

75. Niech ϕ : N × N → N b ↪edzie taka, że ϕ(〈n, k〉) = nk, dla dowolnych n, k ∈ N. Zbadać,
czy ϕ jest różnowartościowa i czy jest na N. Znaleźć ϕ(P × (N − P )), ϕ−1({10}),
ϕ−1(N− P ), ϕ−1({2n : n ∈ N− {0}}), gdzie P oznacza zbiór liczb parzystych.

76. Niech F : NN → P(N) b ↪edzie taka, że F (f) = f−1({1}). Czy F jest różnowartościowa
i czy jest na P(N)? Znaleźć obraz zbioru funkcji sta lych i przeciwobraz zbioru {{10}}.

77. Niech f : NN → P(N) b ↪edzie taka, że f(ϕ) = ϕ(N). Czy f jest różnowartościowa i czy
jest na P(N)? Znaleźć f−1(B), gdzie B oznacza zbiór jednoelementowych podzbiorów N.

78. Udowodnić, że
⋂
i∈I
⋃
j∈J Ai,j =

⋃
f :I→J

⋂
i∈I Ai,f(i).

79. Pokazać, że funkcja ϕ : P(A)B → P(A×B) taka, że dla dowolnego f ∈ P(A)B,
ϕ(f) = {〈a, b〉 ∈ A×B : a ∈ f(b)},

jest różnowartościowa i na P(A×B).

80. Pokazać, że funkcja ϕ : P(A×B)→ P(A)B taka, że dla dowolnych ∆ ∈ P(A×B), b ∈ B,
ϕ(∆)(b) = {a ∈ A : 〈a, b〉 ∈ ∆},

jest różnowartościowa i na P(A)B.

81. Niech f : A → B i niech Z ⊆ A, T ⊆ B. Pokazać, że Z ⊆ f−1(T ) wtedy i tylko wtedy
gdy f(Z) ⊆ T.

7Przez rk oznaczamy k-krotne z lożenie relacji r ze sob ↪a: r0 = 1, oraz rk+1 = rk · r.
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82. Niech A 6= ∅ i niech f : A → A. Udowodnić, że dla dowolnego x ∈ A istnieje
najmniejszy zbiór Z ⊆ A taki, że x ∈ Z oraz f−1(Z) ⊆ Z.

83. Ile elementów maj ↪a zbiory: ∅∅, ∅A, A∅, jeżeli A 6= ∅?

84. Podaj przyk lad funkcji f i takich zbiorów A, B, C, D, że
f−1(f(A)) 6= A, f(f−1(B)) 6= B, f(C ∩D) 6= f(C) ∩ f(D).

85. Które z poniższych zdań s ↪a prawdziwe, a które fa lszywe?

(a) ∀f ∈ NN ∃B ⊆ N(f−1(B) 6= ∅ ∧B 6= N)
(b) ∃B ⊆ N ∀f ∈ NN(f−1(B) 6= ∅ ∧B 6= N)
(c) ∃f ∈ NN ∀B ⊆ N(f−1(B) 6= ∅→ B = N)
(d) ∀B ⊆ N ∃f ∈ NN(f−1(B) 6= ∅→ B = N)

86. Udowodnić, że rodzina {At | t ∈ R} ⊆ P(R) spe lnia warunki⋂
t∈RAt = ∅,

⋃
t∈RAt = R, ∀t ∈ R(At =

⋃
s<tAs)

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka funkcja f : R → R, że At = {x ∈ R | f(x) < t}
dla wszystkich t ∈ R.

87. Które z poniższych stwierdzeń s ↪a równoważne dla każdej funkcji f :

(a) f jest różnowartościowa;
(b) dla każdego x ∈ Dom(f), zbiór f({x}) jest jednoelementowy;
(c) dla każdego x ∈ Rg(f), zbiór f−1({x}) jest jednoelementowy?

88. Znaleźć takie f, g : N → N, że dla dowolnego x ∈ N, przeciwobraz f−1({x}) jest
dwuelementowy, a przeciwobraz g−1({x}) jest nieskończony.

89. Znaleźć takie f, g : R → R, że dla dowolnego x ∈ R, przeciwobraz f−1({x}) jest
dwuelementowy, a przeciwobraz g−1({x}) jest nieskończony.

90. Niech f : T → T b ↪edzie bijekcj ↪a. Czy zawsze zachodz ↪a równości⋃
t∈T At =

⋃
t∈T Af(t) i

∏
t∈T At =

∏
t∈T Af(t)?

91. Krakowskim produktem rodziny zbiorów R ⊆ P(D) nazywamy zbiór
KR = {f :R →

⋃
R | ∀A(A ∈ R → f(A) ∈ A)}.

Jeśli R = {A,B} to zamiast KR piszemy A/B. Przypuśćmy, że zbiór A ma n elemen-
tów. Ile elementów maj ↪a zbiory A/A, A/(A/A), (A/A)/(A/A), A/(A/(A/A))?

92. Pokazać, że jeśli f : D 1−1−→ E oraz A ⊆ E to przeciwobraz A przy przekszta lceniu f jest
tym samym, co obraz A przy przekszta lceniu f−1.

93. Skonstruować:

• bijekcj ↪e f : D × (E ⊕H) 1−1−→
na

(D × E)⊕ (D ×H);

• w lożenie g : D ⊕ (E ×H) 1−1−→ (D ⊕ E)× (D ⊕H).

94. Niech f : D → E i g : E → D b ↪ed ↪a takie, że g ◦ f = idD. Pokazać, że f jest różnowartoś-
ciowa, a g jest na D. Co można powiedzieć o funkcjach f i g jeśli g ◦ f = idD oraz
f ◦ g = idE?

95. Niech α : C → A i β : C → B. Pokazać, że istnieje dok ladnie jedna taka funkcja
γ : C → A×B, że π1 ◦ γ = α i π2 ◦ γ = β. Sformu lować analogiczn ↪a w lasność produktu
uogólnionego.
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96. Jakiego typu jest produkt
∏
t:T At, jeśli At : P(D) dla t : T ?

97. Niech α : A → C i β : B → C. Pokazać, że istnieje dok ladnie jedna taka funkcja
γ : A⊕B → C, że γ ◦ in1 = α i γ ◦ in2 = β.

98. Niech f : T → T . Udowodnić, że f ◦ f = f wtedy i tylko wtedy gdy f |Rg(f) = idRg(f).

99. Niech f : T → T i niech g = f |Rg(f). Udowodnić, że f3 = f wtedy i tylko wtedy, gdy
g2 = idRg(f).

100. Niech n ≥ 1. Udowodnić, ze funkcja f : A → A jest różnowartościowa wtedy i tylko
wtedy, gdy fn jest różnowartościowa.

101. Niech A b ↪edzie zbiorem skończonym i niech f : A → A. Pokazać, że fn ◦ fn = fn, dla
pewnego n.

102. Niech f : A→ A i niech fn = f dla pewnego n > 1. Udowodnić, że f(Rg(f)) = Rg(f).

103. Niech f : T → T i niech fk = f dla pewnego k ≥ 2. Pokazać, że Rg(fm) = Rg(f) dla
wszystkich m ≥ 2.

104. Niech f : A→ B. Udowodnić, że f jest różnowartościowa wtedy i tylko wtedy gdy dla
dowolnego C i dowolnych g, h : C → A zachodzi implikacja f ◦ g = f ◦ h→ g = h.

105. Niech f : A→ B. Udowodnić, że f jest na B wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego C
i dowolnych g, h : B → C zachodzi implikacja g ◦ f = h ◦ f → g = h.

106. Niech Φ : C∞([0, 1]) → C∞([0, 1]) b ↪edzie taka, że Φ(f) = f ′. Czy Φ jest różnowartoś-
ciowa i na C∞([0, 1])? Znaleźć przeciwobraz zbioru wielomianów.

107. Niech r b ↪edzie j ↪adrem funkcji f . Pokazać, że r jest antysymetryczna wtedy i tylko
wtedy, gdy f jest różnowartościowa, i że r jest spójna wtedy i tylko wtedy gdy f jest
funkcj ↪a sta l ↪a.

108. Udowodnić, że każda (cz ↪eściowa) relacja równoważności jest j ↪adrem pewnego (cz ↪eś-
ciowego) przekszta lcenia.

109. Niech P ′(N) = P(N) − {∅} i niech f : P ′(N) × P ′(N) → P(N × N) b ↪edzie taka, że
f(〈C,D〉) = C×D, dla dowolnych C,D ⊆ N. Czy f jest różnowartościowa i czy jest na
P(N×N)? Znaleźć f−1(P(P × P )), gdzie P oznacza zbiór wszystkich liczb parzystych.

110. Niech f : P(R) → P(P(R)) b ↪edzie taka, że f(A) = P(A), dla A ⊆ R. Czy f jest
różnowartościowa i czy jest ”na”? Znaleźć f−1(P(P(Q))) oraz f(P(Q)).

111. Niech Iα = (α, 4 + α), dla α ∈ R i niech f : R → R, b ↪edzie określona przez równanie
f(x) = 1

2x. Jakimi przedzia lami s ↪a zbiory:⋃
α∈(0,2) f(Iα) oraz

⋂
α∈(0,1) f

−1(If(α))?

112. Niech f : A → B i niech F : P(B) → P(A) b ↪edzie określone tak: F (X) = f−1(X).
Pokazać, że funkcja f jest różnowartościowa (na) wtedy i tylko wtedy gdy F jest na
(różnowartościowa).

113. Niech ϕ : B → C i niech Φ : AC → AB b ↪edzie taka, że Φ(f) = f ◦ ϕ dla wszystkich f .
Zak ladaj ↪ac, że A ma co najmniej dwa elementy, pokazać, że

(a) Φ jest różnowartościowa wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ jest ”na”;
(b) Φ jest ”na” wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ jest różnowartościowa.

114. Dla a ∈ N określamy a∗ : (N → N) → N wzorem a∗ = λf. f(a). Czy funkcja λa:N. a∗
jest różnowartościowa i czy jest na (N→ N)→ N?
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115.R Funkcja F : (N→ P(N))→ P(N) jest określona warunkiem F (x) =
⋃
{x(i) | i ∈ N}.

(a) Czy F jest funkcj ↪a różnowartościow ↪a?
(b) Czy F jest na P(N)?
(c) Czy istnieje taki zbiór A ⊆ N, że F−1({A}) jest zbiorem jednoelementowym?
(d) Czy istnieje taki zbiór A ⊆ N, że F−1({A}) jest zbiorem czteroelementowym?

116.R Zbiór T ⊆ P(N)× N jest dobry , wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych a, b, x:
z tego, że 〈a, x〉 ∈ T i 〈b, x〉 ∈ T oraz a ⊆ b wynika a = b.

Funkcja Φ : {T ⊆ P(N)× N | T jest dobry} → (P(N)→ P(N)) jest określona tak:
Φ(T )(a) = {x ∈ N | ∃b (b ⊆ a ∧ 〈b, x〉 ∈ T )}.

(a) Czy Φ jest na P(N)→ P(N)?
(b) Czy istnieje takie T , że

i. Φ(T ) = idP(N)?
ii. Φ(T ) jest funkcj ↪a sta l ↪a?

(c) Czy Φ jest funkcj ↪a różnowartościow ↪a?

117.R Podać przyk lad takiej funkcji f : N → N i zbioru X ⊆ N, aby funkcja g : N → P(N),
określona wzorem

g(i) = f−i(X),
gdzie f−i(X) oznacza przeciwobraz X przy przekszta lceniu f i, by la różnowartościowa.

118. Niech ϕ : (N→ N)→ P(N)P(N) b ↪edzie określona w nast ↪epuj ↪acy sposób:
ϕ(f)(A) = f−1(A).

(a) Czy funkcja ϕ jest różnowartościowa?
(b) Czy funkcja ϕ jest na?
(c) Znaleźć ϕ−1({idP(N)}).
(d) Czy istnieje funkcja f ∈ Rgϕ, która jest różnowartościowa? Czy każda funkcja

f ∈ Rgϕ jest różnowartościowa?

119.R Niech φ : (R → R) → P(R) b ↪edzie określona nast ↪epuj ↪aco: φ(f) = f−1(IQ), gdzie
IQ = R−Q. Zbadać, czy funkcja φ jest różnowartościowa i czy jest na P(R).

120.R Niech ϕ : N→ P(N× N) b ↪edzie zdefiniowana nast ↪epuj ↪aco:
ϕ(n) = {〈x, n〉 | x ≤ n} ∪ {〈n, y〉 | n ≤ y}.

(a) Znaleźć przeciwobraz ϕ−1(T ), gdzie T to rodzina wszystkich relacji przechodnich.
(b) Czy

⋃
ϕ(N) jest relacj ↪a przechodni ↪a w N?

121.R Niech ϕ : N→ P(N× N) b ↪edzie zdefiniowana nast ↪epuj ↪aco:
ϕ(n) = {〈n, x〉 | n ≤ x ≤ 2n} ∪ {〈y, 2n〉 | n ≤ y ≤ 2n}.

(a) Znaleźć ϕ−1(T ), gdzie T to rodzina wszystkich relacji przechodnich.
(b) Czy

⋃
ϕ(N) jest relacj ↪a przechodni ↪a w N?

122.R Niech ϕ : (N→ N)→ P(N) b ↪edzie funkcj ↪a określon ↪a wzorem ϕ(f) = f(P), gdzie P to
zbiór wszystkich liczb pierwszych.

(a) Czy ϕ jest na P(N)?
(b) Czy ϕ jest różnowartościowa?
(c) Dla dowolnych A,B ⊆ N → N określamy zbiór A • B = {f ◦ g | f ∈ A ∧ g ∈ B}.

Niech C = ϕ−1(P(P)). Udowodnić, że C • C = C.
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Relacje równoważności

123. Czy istnieje taka relacja równoważności r w zbiorze N, która ma 22 klasy abstrakcji,
a każda klasa abstrakcji ma 37 elementów?

124. Czy istnieje taka relacja równoważności r w zbiorze N, która ma 2 klasy abstrakcji po 17
elementów, 5 klas po 33 elementy i jedn ↪a klas ↪e nieskończon ↪a?

125. Czy istnieje taka relacja równoważności r w zbiorze N, która ma nieskończenie wiele
nieskończonych klas abstrakcji?

126. Które z poniższych rodzin podzbiorów p laszczyzny s ↪a zbiorami klas abstrakcji pewnych
relacji równoważności w R× R?

(a) rodzina wszystkich parabol o równaniach y = x2 + c, dla c ∈ R?
(b) rodzina wszystkich prostych o równaniach y = cx, dla c ∈ R?
(c) rodzina wszystkich hiperbol o równaniach y = cx−1, dla c 6= 0?

127. Niech A b ↪edzie niepustym zbiorem i niech f : A→ A.

(a) Udowodnić, że jeśli f jest różnowartościowa to relacja r ⊆ A×A, dana warunkiem
xry ⇔ ∃n ∈ N(fn(x) = y ∨ fn(y) = x)

jest relacj ↪a równoważności.
(b) Czy prawdziwe jest twierdzenie odwrotne, tj. czy jeśli r jest relacj ↪a równoważności

to f musi być różnowartościowa?
(c) Podać przyk lad takich A i f , że r ma nieskończenie wiele skończonych klas ab-

strakcji, każd ↪a o innej liczbie elementów. (Można zrobić rysunek.)

128. Rozpatrzmy nast ↪epuj ↪ac ↪a relacj ↪e w N× N:
〈m,n〉 ∼ 〈m′, n′〉 wtedy i tylko wtedy, gdy m+ n′ = m′ + n.

Nie korzystaj ↪ac z poj ↪ecia liczby ca lkowitej, udowodnić, że jest to relacja równoważności.
Nast ↪epnie udowodnić, że jeśli 〈m,n〉 ∼ 〈m′, n′〉 i 〈m1, n1〉 ∼ 〈m′1, n′1〉, to:

(a) 〈m+m1, n+ n1〉 ∼ 〈m′ +m′1, n
′ + n′1〉;

(b) 〈mm1 + nn1,mn1 + nm1〉 ∼ 〈m′m′1 + n′n′1,m
′n′1 + n′m′1〉;

(c) 〈n,m〉 ∼ 〈n′,m′〉.
129. Niech Z[x] oznacza zbiór wszystkich wielomianów zmiennej x o wspó lczynnikach ca lko-

witych i niech r b ↪edzie tak ↪a relacj ↪a w zbiorze Z[x], że 〈f, g〉 ∈ r zachodzi wtedy i tylko
wtedy gdy różnica f−g ma wszystkie wspó lczynniki parzyste. Pokazać, że r jest relacj ↪a
równoważności. Wskazać trzy różne klasy abstrakcji.

130. Niech s b ↪edzie tak ↪a relacj ↪a w zbiorze QN, że 〈f, g〉 ∈ s zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy
różnica f − g jest zbieżna do zera. Pokazać, że s jest relacj ↪a równoważności. Wskazać
trzy różne klasy abstrakcji.

131. Niech s b ↪edzie tak ↪a relacj ↪a w zbiorze ZN, że 〈f, g〉 ∈ s zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy
∃n∀m(m > n → f(m) = g(m)). Pokazać, że s jest relacj ↪a równoważności. Wskazać
trzy różne klasy abstrakcji.

132. Niech r ⊆ N × N b ↪edzie relacj ↪a równoważności w zbiorze N, i niech f : N × N → P(N)
b ↪edzie taka, że f(〈x, y〉) = [x]r ∪ [y]r , dla dowolnych x, y ∈ N. Czy funkcja f jest
różnowartościowa? Czy jest na P(N)? Znaleźć f−1({[3]r}) oraz f(r).
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133. Niech r ⊆ N × N b ↪edzie relacj ↪a równoważności w zbiorze N, i niech f : N × N → P(N)
b ↪edzie taka, że f(〈x, y〉) = [x]r ∩ [y]r , dla dowolnych x, y ∈ N. Czy funkcja f jest
różnowartościowa? Czy jest na P(N)? Znaleźć f−1({[3]r}) oraz f(N× N− r).

134. Niech R b ↪edzie niepust ↪a rodzin ↪a relacji równoważności w zbiorze A tak ↪a, że dla dowol-
nych r, s ∈ R zachodzi r ⊆ s lub s ⊆ r. Udowodnić, że s =

⋃
R jest relacj ↪a równoważ-

ności, oraz że [a]s =
⋃
r∈R[a]r, dla dowolnego a ∈ A.

135. Niech r1, r2 b ↪ed ↪a takimi relacjami równoważności w zbiorze A, że r1 ∩ r2 = idA oraz
r1 · r2 = A×A. Znaleźć bijekcj ↪e z A/r1 × A/r2 do A.

136. Niech r1, r2 b ↪ed ↪a relacjami równoważności w zbiorze A. Czy z tego, że A/r1 = A/r2
wynika, że r1 = r2? Pokazać, że zbiór {u ⊆ A : ∃a ∈ A(u = [a]r1 ∩ [a]r2)} jest zbiorem
klas abstrakcji pewnej relacji równoważności w zbiorze A. Co to za relacja?

137. Niech R i S b ↪ed ↪a relacjami równoważności w zbiorze N wszystkich liczb naturalnych
i niech funkcja f : N → P(N) b ↪edzie taka, że f(x) = [x]R ∩ [x]S , dla dowolnego x ∈ N.
Udowodnić, że f jest różnowartościowa wtedy i tylko wtedy gdy R ∩ S jest relacj ↪a
identycznościow ↪a.

138. Czy iloczyn dwóch relacji równoważności musi (może) być pusty?

139. Niech rodzina F ⊆ P(N) spe lnia warunki (tak ↪a rodzin ↪e nazywamy filtrem):

(a) F 6= ∅ oraz F 6= P(N);
(b) dla każdych X,Y ∈ F zachodzi X ∩ Y ∈ F ;
(c) dla każdego X ∈ F i każdego Y ⊇ X zachodzi Y ∈ F .

Udowodnić, że relacja r ⊆ P(N)× P(N) taka, że
a r b ≡ ∃f ∈ F(a ∩ f = b ∩ f)

jest relacj ↪a równoważności. Znaleźć klas ↪e abstrakcji [N]r.

140. Niech f : A→ B, gdzie A,B s ↪a niepustymi zbiorami i niech r b ↪edzie relacj ↪a równoważ-
ności w zbiorze B. Określamy relacj ↪e równoważności s w zbiorze A warunkiem:

a s b wtedy i tylko wtedy gdy f(a) r f(b)
Czy zawsze zachodz ↪a inkluzje:

(a) f([a]s) ⊆ [f(a)]r;
(b) [f(a)]r ⊆ f([a]s)?

141. Niech f : A → B i niech r b ↪edzie relacj ↪a równoważności w zbiorze A. Określamy
relacj ↪e s w zbiorze B warunkiem:
a s b wtedy i tylko wtedy gdy ∃x, y ∈ A (f(x) = a ∧ f(y) = b ∧ 〈x, y〉 ∈ r).

Jaka musi być funkcja f , aby s by la relacj ↪a równoważności w B?

142. Niech f : A → A. Czy relacja r = {〈a, b〉 ∈ A × A | ∃m,n ∈ N(fm(a) = fn(b))} jest
relacj ↪a równoważności w A?

143. Niech R b ↪edzie zbiorem wszystkich relacji równoważności w N i niech f : R → P(N)
b ↪edzie taka, że f(r) = [1]r, dla dowolnego r ∈ R. Znaleźć

⋃
r∈R f(r) i

⋂
r∈R f(r).

144. Niech R b ↪edzie jak w zadaniu 143 i niech f : R → P(P(N)) b ↪edzie taka, że f(r) = N/r,
dla dowolnego r ∈ R. Znaleźć

⋃
r∈R f(r) i

⋂
r∈R f(r). Czy f jest różnowartościowa, czy

jest ”na”? Znaleźć f(R) oraz f−1({Z ⊆ P(N) : Z = 1}) i f−1({{Z ∈ P(N) : Z = 1}}).
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145. Niech R b ↪edzie jak w zadaniu 143 i niech f : R → P(N) b ↪edzie taka, że f(r) = [0]r∩[1]r.
Zbadać, czy f jest różnowartościowa, znaleźć f(R) i przeciwobraz zbioru P(N)− {∅}.

146.R Niech Z ⊆ N . Określamy relacj ↪e RZ ⊆ P(N)× P(N) nast ↪epuj ↪aco:
〈X,Y 〉 ∈ RZ wtedy i tylko wtedy, gdy X ∪ Z = Y ∪ Z.

NiechR b ↪edzie zbiorem wszystkich relacji równoważności w P(N). Funkcja f : P(N)→ R
jest określona warunkiem f(Z) = RZ .

(a) Czy funkcja f jest różnowartościowa?
(b) Czy funkcja f jest na R?
(c) Znajdź f−1({idP(N)}) i f−1({P(N)2}).

147. Niech r ⊆ P(N)×P(N) b ↪edzie tak ↪a relacj ↪a równoważności, że X r Y wtedy i tylko wtedy
gdy istnieje skończony zbiór Z o w lasności X ∪Z = Y ∪Z. Sprawdzić, że r jest relacj ↪a
równoważności. Znaleźć [∅]r.

148. Niech r i s b ↪ed ↪a takimi relacjami równoważności w zbiorze A, że ich suma r ∪ s też jest
relacj ↪a równoważności. Pokazać, że dla dowolnego x ∈ A:

[x]r∪s =
⋃
{[y]s : y ∈ [x]r}.

149. Udowodnić, że jeśli r1, r2 s ↪a relacjami równoważności w A to
(r1 · r2) = A×A ⇐⇒ (r2 · r1) = A×A.

150. Niech r b ↪edzie relacj ↪a w zbiorze Q liczb wymiernych, określon ↪a tak: xry wtedy i tylko
wtedy gdy x = y · t2, dla pewnej wymiernej liczby t 6= 0. Udowodnić, że to jest relacja
równoważności, i że ma nieskończenie wiele klas abstrakcji.

151.R Ustalmy k ∈ N− {0}. Określamy relacje rk, r ⊆ Z× Z w nast ↪epuj ↪acy sposób:
〈x, y〉 ∈ rk wtedy i tylko wtedy, gdy x i y s ↪a parzyste i x− y jest podzielne przez k;
〈x, y〉 ∈ r wtedy i tylko wtedy, gdy x i y s ↪a nieparzyste oraz x · y > 0.

(a) Udowodnić, że relacja ρk = rk ∪ r jest relacj ↪a równoważności.
(b) Czy istnieje takie x ∈ Z, że [x]ρk

ma dok ladnie k elementów?
(c) Ile elementów ma zbiór ilorazowy Z/ρk

, gdy:
i. k = 4?
ii. k = 3?

152.R Niech φ : (R→ R)→ P(R) b ↪edzie określona tak: φ(f) = ~f−1(IQ) (por. zadanie 119).

(a) Czy r = {〈f, g〉 | Q ⊆ φ(f) ∩ φ(g)} jest relacj ↪a równoważności w R→ R?
(b) Czy s = {〈f, g〉 | φ(f)× φ(g) jest relacj ↪a równoważności w R} jest relacj ↪a równo-

ważności w R→ R?

153.R Niech Φ : (N→ N)→ (P(N)→ P(N)) b ↪edzie taka, że
Φ(f)(A) = f−1(f(A)),

dla wszystkich f : N→ N i A ⊆ N.

(a) Czy funkcja Φ jest różnowartościowa?
(b) Czy funkcja Φ jest na zbiór P(N)→ P(N)?
(c) Znaleźć przeciwobraz Φ−1({idP(N)}).
(d) Udowodnić, że dla dowolnego f : N → N istnieje taka relacja równoważności

r ⊆ N× N, że dla wszystkich A ⊆ N zachodzi
Φ(f)(A) =

⋃
{[a]r | a ∈ A}.
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154. Za lóżmy, że relacja r ⊆ D ×D jest zwrotna. Niech
r− = {〈x, y〉 :D ×D | ∀z ((x r z ↔ y r z) ∧ (z r x↔ z r y))}.

Pokazać, że r− jest relacj ↪a równoważności oraz r− ⊆ r. Udowodnić, że r = r− wtedy
i tylko wtedy, gdy r jest relacj ↪a równoważności.

155.R NiechR oznacza rodzin ↪e wszystkich relacji równoważności w zbiorze N liczb naturalnych
i niech funkcja F : R → (N× N→ N) b ↪edzie dana wzorem

F (R)(m,n) = min{|x− y| | mRx ∧ yRn}.
(a) Zbadać, czy funkcja F jest różnowartościowa i czy jest na N× N→ N.
(b) Które z nast ↪epuj ↪acych zbiorów s ↪a niepuste:

i. Przeciwobraz zbioru wszystkich funkcji sta lych;
ii. Przeciwobraz zbioru wszystkich funkcji różnowartościowych;
iii. Przeciwobraz zbioru wszystkich funkcji na N?

156.R Niech r ⊆ (N→ N)× (N→ N) b ↪edzie określona w nast ↪epujacy sposób:
〈f, g〉 ∈ r wtedy i tylko wtedy, gdy f(N) = g(N).

(a) Udowodnić jednym (krótkim!) zdaniem, że r jest relacj ↪a rownoważności.
(b) Znaleźć klasy [λx 1]r i [idN]r.
(c) Czy zbiór wszystkich funkcji różnowartościowych jest klas ↪a abstrakcji tej relacji?
(d) Czy istnieje dwuelementowa klasa abstrakcji?
(e) Czy iloraz (N→ N)/r jest skończony?

157.R Niech Parz oznacza zbiór liczb naturalnych parzystych i niech r ⊆ (N→ N)× (N→ N)
b ↪edzie określona w nast ↪epujacy sposób:

〈f, g〉 ∈ r wtedy i tylko wtedy, gdy f−1(Parz ) = g−1(Parz ).

(a) Udowodnić jednym (krótkim!) zdaniem, że r jest relacj ↪a równoważności.
(b) Znaleźć klasy [λx 2]r i [idN]r.
(c) Czy zbiór wszystkich funkcji ”na N” jest klas ↪a abstrakcji tej relacji?
(d) Czy istnieje jednoelementowa klasa abstrakcji?

158.R Niech f, g : A → A b ↪ed ↪a takimi funkcjami, że f ◦ g = g ◦ f . Rozpatrzmy relacj ↪e
r = {〈x, y〉 ∈ A×A | ∃n,m ∈ N. fn(gm(x)) = fn(gm(y))}.
(a) Udowodnić, że r jest relacj ↪a równoważności.
(b) Udowodnić, że r = 1A wtedy i tylko wtedy, gdy f i g s ↪a różnowartościowe.
(c) Czy w przypadku A = N można tak określić f i g, aby relacja r mia la nieskończenie

wiele nieskończonych klas abstrakcji?

159.R Niech r ⊆ A × A b ↪edzie tak ↪a relacj ↪a, że x, y, z [r(x, y) ∧ r(x, z) → r(y, z)] i niech
s = r ∪ r−1. Udowodnić, że:

(a) Suma 1A ∪ (s · s · s) jest relacj ↪a równoważności.
(b) Jeśli r jest przechodnia, to 1A ∪ (s · s) jest relacj ↪a równoważności.
(c) Jeśli r jest symetryczna, to 1A ∪ s jest relacj ↪a równoważności.

Typy indukcyjne

160.R Udowodnić, że dla dowolnych liczb m, k, l ∈ N:

(a) m+ (k + l) = (m+ k) + l;
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(b) jeśli m+ k = m to k = 0;
(c) jeśli k + l = 0 to k = 0;
(d) m+ 0 = m;
(e) s(m) + k = m+ s(k);
(f) m+ k = k +m.

161. Udowodnić, że w ⊆ v zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

• w = ε, lub
• w = aw′, v = av′, dla pewnych w′, v′, oraz w′ ⊆ v′, lub
• w = bw′, v = bv′, dla pewnych w′, v′, oraz w′ ⊆ v′.

162. Pokazać, że w ⊆ v zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy w(n) = v(n) dla n < |w|.
163. Niech w v v oznacza, że v = u · w, dla pewnego u (porz ↪adek sufiksowy). Udowodnić,

że dla dowolnego alfabetu A, relacja v jest porz ↪adkiem cz ↪eściowym w A∗. Pokazać, że
w v v wtedy i tylko wtedy, gdy albo w = v albo v = av′, gdzie a ∈ A oraz w v v′.

164. Suma prosta D ⊕ E może być uważana za typ indukcyjny. Jakie s ↪a tu konstruktory
i jaka zasada indukcji? A schemat definiowania przez indukcj ↪e?

165. Typ jednostkowy Unit ma tylko jeden element •. Czy Unit można uważać za typ induk-
cyjny? Skonstruować z niego typy skończone o dowolnej liczbie elementów.

166. Zdefiniować przez indukcj ↪e operacj ↪e λw.wR odwracania s lowa (tak aby na przyk lad
(baba)R = abab). Udowodnić przez indukcj ↪e, że (wR)R = w, dla dowolnego s lowa w.

167. Zdefiniować przez indukcj ↪e nast ↪epuj ↪ace operacje na listach:

(a) Dopisanie liczby n na końcu listy;
(b) Usuni ↪ecie ostatniego elementu listy;
(c) Odwracanie listy, itp.

168. Typ wartości logicznych Bool można utożsamiać z sum ↪e prost ↪a Unit⊕Unit a zatem za typ
indukcyjny. Uogólnić t ↪e obserwacj ↪e na typy skończone o dowolnej liczbie argumentów.
Sformu lować dla takich typów zasad ↪e indukcji i schemat definiowania przez indukcj ↪e.

169. Skończone drzewa binarne to elementy typu indukcyjnego z jednym konstruktorem
dwuargumentowym ∧ i jedn ↪a sta l ↪a ◦. Sformu lować dla tego typu zasad ↪e indukcji
i schemat definiowania przez indukcj ↪e. Zastosować ten schemat do definiowania ta-
kich funkcji jak ”lewe poddrzewo drzewa t”, ”liczba wierzcho lków drzewa t”, ”wysokość
drzewa t” itd.

170. Zdefiniować typ indukcyjny skończonych drzew binarnych etykietowanych liczbami na-
turalnymi, sformu lować dla tego typu zasad ↪e indukcji i schemat definiowania przez in-
dukcj ↪e. Zdefiniować funkcj ↪e ”suma etykiet drzewa t”.

Moce zbiorów

171. Okreslić bijekcje pomi ↪edzy nast ↪epuj ↪acymi zbiorami:

(a) Odcinek otwarty (0, 1) i ca la prosta R;
(b) Odcinek otwarty (0, 1) i odcinek domkni ↪ety [0, 2];
(c) Zbiory N i {0, 1}∗;
(d) P laszczyzna R2 i sfera {〈x, y, z〉 ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1};
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(e) Ko lo {〈x, y〉 ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1} i kwadrat {〈x, y〉 ∈ R2 | |x|+ |y| ≤ 2}.
172. Czy jeśli A ∼ B to A−B ∼ B −A? A czy jeśli A−B ∼ B −A to A ∼ B?

173.R Udowodnić, że jeśli A i B s ↪a równoliczne, to P (A)× P (B) ∼ {0, 1, 2, 3}A.

174. Jakiej mocy jest zbiór punktów leż ↪acych na powierzchni kuli?

175. Jakiej mocy jest zbiór punktów leż ↪acych na powierzchni bocznej stożka?

176. Jakiej mocy jest podzbiór p laszczyzny ograniczony krzywymi o równaniach y = x2

i y = 1− x2?

177. Niech P b ↪edzie zbiorem wszystkich prostok ↪atów na p laszczyźnie i niech r b ↪edzie relacj ↪a
podobieństwa prostok ↪atów (jest to relacja równoważności w zbiorze P). Znaleźć moc
zbioru ilorazowego P/r. Jakiej mocy s ↪a klasy abstrakcji relacji r?

178. Niech f : R3 → R. Udowodnić, że dla pewnego x ∈ R zbiór f−1({x}) nie zawiera żadnej
kuli.

179. Udowodnić, że zbiór A jest nieskończony wtedy i tylko wtedy gdy
∀f ∈ AA ∃B ∈ P(A) ((B 6= ∅) ∧ (B 6= A) ∧ (f(B) ⊆ B)).

180. Udowodnić, że jeśli A jest dowolnym zbiorem parami roz l ↪acznych przedzia lów na prostej,
to A ≤ ℵ0.

181. Udowodnić, że zbiór punktów nieci ↪ag lości funkcji rosn ↪acej z R do R jest co najwyżej
przeliczalny.

182. Czy zbiór ekstremów w laściwych funkcji ci ↪ag lej z R do R może być nieprzeliczalny?

183.* Czy zbiór zer funkcji ci ↪ag lej z R do R może być nieprzeliczalny, gdy funkcja nie jest
sta la na żadnym przedziale?

184. Znaleźć moce zbiorów ilorazowych i moce klas abstrakcji relacji równoważności rozwa-
żanych w zadaniach 130–131.

185. Czy istnieje taka funkcja f : R2 → R, że dla każdego x ∈ R zbiór f−1({x}) jest:

(a) odcinkiem?
(b) kwadratem?

186. Niech relacja równoważności r ⊆ R2 b ↪edzie taka, że:
∀x ∈ R ∃ε > 0 ((x− ε, x+ ε) ⊆ [x]r).

Co można powiedzieć o mocy zbioru R/r?
187. Niech A ⊆ R b ↪edzie taki, że:

∀x ∈ A∃ε > 0 (A ∩ (x− ε, x+ ε) = {x}).
Co można powiedzieć o mocy zbioru A?

188. Czy istnieje taka relacja równoważności r w zbiorze R, której każda klasa abstrakcji jest
mocy ℵ0, oraz

(a) R/r = C?

(b) R/r = ℵ0?

189. Czy istnieje taka relacja równoważności r w zbiorze R, której każda klasa abstrakcji jest
mocy continuum, oraz R/r jest zbiorem (a) przeliczalnym? (b) nieprzeliczalnym?

190. Które z poniższych zdań s ↪a prawdziwe, a które fa lszywe?
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(a) Jeśli f : A 1−1−→ B oraz f(A) 6= B to A < B.

(b) Jeśli A < B i C 6= ∅ to A× C < B × C.

191. Czy produkt przeliczalnej rodziny zbiorów przeliczalnych musi być przeliczalny?

192. Znaleźć moc zbioru wszystkich czteroelementowych podzia lów zbioru R.

193. Udowodnić, że na p laszczyźnie istnieje okr ↪ag, którego każdy punkt ma przynajmniej
jedn ↪a wspó lrz ↪edn ↪a niewymiern ↪a.

194. Znaleźć moc zbioru wszystkich ci ↪agów liczb wymiernych, które s ↪a zbieżne do zera.

195.R Znaleźć moc zbioru wszystkich funkcji ci ↪ag lych z R do R.

196. Znaleźć moc zbioru wszystkich otwartych podzbiorów prostej.

197. Obliczyć moce zbiorów:

(a) X = {A : A ⊆ R i A ma element najmniejszy i najwi ↪ekszy};
(b) Y = {A : A ⊆ Z i A ma element najmniejszy i najwi ↪ekszy};
(c) Z = {A : A ⊆ Q i A ma element najmniejszy i najwi ↪ekszy}.

198. Niech R b ↪edzie relacj ↪a równoważności w zbiorze Z. Znaleźć moc zbioru R.

199. Które z nast ↪epuj ↪acych zbiorów s ↪a równoliczne:
Q× Z, R×Q, R−Q, 2N, 2R, P(R× Z),

⋃
m∈NNm?

200. Które z nast ↪epuj ↪acych zbiorów s ↪a równoliczne:
Z, RN, QN, R× R, {0, 1}∗, {0, 1}N, P(Q), P(R)?

201. Relacja równoważności R w zbiorze NN jest określona nast ↪epuj ↪aco:
R = {〈f, g〉 : ∀n(f(2n) = g(2n))}.

Podać moc zbioru wszystkich klas abstrakcji relacji R, oraz moc każdej klasy.

202. Znaleźć moc zbioru C = {X ∈ P(R) : X ∩Q jest skończone}.

203. Niech A = 2C. Udowodnić, że istnieje f : A 1−1−→
na

A, taka że zbiór {x ∈ A : x = f(x)}
jest mocy C.

204. Niech A = 2C. Udowodnić, że istnieje f : A 1−1−→
na

A, taka że zbiór {x ∈ A : x 6= f(x)}
jest mocy C.

205. Niech R b ↪edzie zbiorem wszystkich relacji równoważności w zbiorze N. Określamy
relacj ↪e równoważności ρ w zbiorze R warunkiem: r1ρr2 wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory
N/r1 i N/r2 s ↪a równoliczne. Znaleźć moc R/ρ, oraz moc [r]ρ, gdzie mrn zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy 2|mn(n+ 1)

206. Niech r b ↪edzie relacj ↪a równoważności w zbiorze Q określon ↪a tak: xry wtedy i tylko
wtedy gdy x2 + y2 6= 0 lub xy = 0. Znaleźć moc zbioru Q/r oraz moce klas abstrakcji.

207.R W zbiorze R[x] wszystkich wielomianów jednej zmiennej o wspó lczynnikach rzeczy-
wistych określamy relacj ↪e równoważności r:

f r g wtedy i tylko wtedy, gdy f − g jest funkcj ↪a liniow ↪a.
Znaleźć moc zbioru ilorazowego relacji r i moc każdej klasy abstrakcji.

208. Pokazać że jeśli A = m oraz 0 6= n ≤ m, to istnieje relacja równoważności r w zbiorze A
spe lniaj ↪aca warunek A/r = n.
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209. Niech ℵ0 ≤ n ≤ m = A. Udowodnić, że istnieje taka funkcja f : A 1−1−→
na

A, że zbiór

{x ∈ A | x 6= f(x)} jest mocy n.

210. Jakiej mocy jest zbiór wszystkich skończonych (nieskończonych, przeliczalnych, mocy C)
podzbiorów R?

211. Niech ϕ : Z[x]×R→ R b ↪edzie taka, że ϕ(〈p, r〉) = p(r). Jaka jest moc zbioru ϕ−1(Q−Z)
i zbioru Z[x]×R/kerϕ? Udowodnić, że jeśli X1, X2 ⊆ R oraz X1∩Z i X2∩Z s ↪a niepuste,
to zbiory ϕ−1(X1) i ϕ−1(X2) s ↪a równoliczne.

212. Podzbiór W zbioru liczb wymiernych Q nazywamy wypuk lym, jeśli dla dowolnych trzech
liczb wymiernych a < b < c, jeśli a, c ∈ W , to także b ∈ W . Ile jest wszystkich
podzbiorów Q, które s ↪a wypuk le? Ile jest podzbiorów, które nie s ↪a wypuk le?

213. Niech X 6= ∅ b ↪edzie ustalonym zbiorem i niech a ∈ X b ↪edzie ustalonym elementem.
W zbiorze P(X) określamy nast ↪epuj ↪ac ↪a relacj ↪e równoważności: A ∼ B wtedy i tylko
wtedy gdy A = B lub a 6∈ A∪B. Zbadać moc P(X)/∼, w zależności od mocy zbioru X.

214. Czy istnieje zbiór mocy mniejszej niż zbiór jego wszystkich skończonych podzbiorów?

215.R Czy istniej ↪a takie zbiory A i B, że A < B, ale AB i BA s ↪a równoliczne?

216. Jakiej mocy jest zbiór wszystkich funkcji okresowych z Z do Z? A zbiór wszystkich
funkcji okresowych z Q do Q? (Przyjmujemy, że funkcja f : X → X jest okresowa,
jeżeli nie jest sta la, oraz istnieje takie d ∈ X, że d > 0 i dla dowolnego x ∈ X zachodzi
f(x+ d) = f(x).)

217.R Jakiej mocy jest zbiór wszystkich wypuk lych podzbiorów R2?

218. Ile jest wszystkich relacji przechodnich R ⊆ N × N? Ile jest relacji symetrycznych?
Zwrotnych? Relacji równoważności?

219. Ile jest funkcji z N do N: (a) nierosn ↪acych? (b) niemalej ↪acych?

220.R Jakiej mocy jest zbiór F tych wszystkich funkcji f : P(N) → P(N), że dla każdego
skończonego Z ⊆ N wartość funkcji f(Z) też jest skończona?

221.R Funkcja f : Z→ {0, 1} jest okresowa, gdy istnieje takie k ∈ N−{0}, że f(x) = f(x+k)
dla każdego x ∈ Z. Wykazać, że zbiór funkcji okresowych z Z w {0, 1} ma moc ℵ0.

222.R Udowodnić, że jeśli w rodzinie podzbiorów zbioru liczb naturalnych każde dwa różne
zbiory maj ↪a co najwyżej jeden element wspólny, to rodzina ta jest przeliczalna.

223.R Czy teza zadania 222 pozostaje prawdziwa przy za lożeniu, że:

(a) każde dwa różne zbiory z danej rodziny maj ↪a co najwyżej k wspólnych elementów?
(b) każde dwa różne zbiory z danej rodziny maj ↪a skończony iloczyn?

224.R Jakiej mocy jest zbiór funkcji monotonicznych z R w R ?

225. Jakiej mocy jest zbiór wszystkich funkcji różnowartościowych z R do R ?

226.R Znaleźć moc zbioru wszystkich funkcji różnowartościowych z N do P(N) i moc zbioru
wszystkich surjekcji z N na P(N).

227. Jakiej mocy jest rodzina wszystkich tych relacji równoważności w N, które maj ↪a skoń-
czenie wiele klas abstrakcji?

228. Jakiej mocy jest rodzina wszystkich tych relacji równoważności w N, które maj ↪a tylko
skończone klasy abstrakcji?
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229. Dla a ∈ N określamy Ca = {〈x, y〉 ∈ R2 : ax ≤ y < (a + 1)x}. Znaleźć moc każdego
ze zbiorów Ca. Czy istnieje takie X i takie r, że X/r = {Ca : a ∈ N}? Jeśli tak, to
znaleźć X. Co si ↪e zmieni, jeśli przyjmiemy Ca = {〈x, y〉 ∈ R2 : |ax| ≤ |y| < |(a+ 1)x|}?

230. Które ze zbiorów A, B, f , Rg(f) s ↪a równoliczne dla dowolnej funkcji f : A→ B? Które
s ↪a równoliczne pod warunkiem, że funkcja f jest różnowartościowa? (Gdy jest ”na”?
Gdy jest i taka i taka?)

231. Czy istnieje taki zbiór X, że |P(X)| = ℵ0? A taki, że |XX | = ℵ0? A może istnieje taki,
że |NX | = ℵ0?

232.R Niech A b ↪edzie zbiorem (niekoniecznie wszystkich) ci ↪agów dodatnich liczb naturalnych
o tej w lasności, że dla każdego ci ↪agu liczb dodatnich a1, a2, . . . (niekoniecznie należ ↪acego
do zbioru A) istnieje w A taki ci ↪ag b1, b2, . . . , że lim

n→∞
bn
an

=∞. Udowodnić, że |A| > ℵ0.

233. Ile jest takich funkcji f : N→ N, że każdy zbiór f−1({n}) jest skończony?

234.R Niech A,B < C. Pokazać, że A ∪B < C.

235.R Niech A < C i B ≤ ℵ0. Pokazać, że A×B < C.

236. W zbiorze R → R określamy relacj ↪e równoważności r, przyjmuj ↪ac frg wtedy i tylko
wtedy, gdy f |Q = g|Q. Ile klas abstrakcji ma relacja r i jakie s ↪a ich moce?

237. Dwa prostok ↪aty na p laszczyźnie s ↪a w relacji r wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje prze-
suni ↪ecie przekszta lcaj ↪ace jeden na drugi. Ile klas abstrakcji ma relacja r i jakie s ↪a ich
moce?

238.R Jaka jest moc zbioru F = {f ∈ RR | φ(f) = ℵ0}, jeśli φ jest funkcj ↪a z zadania 119?

239.R Relacja równoważności r w zbiorze N− {0} jest określona tak:
〈m,n〉 ∈ r ⇐⇒ m i n maj ↪a te same dzielniki pierwsze.

Ile klas abstrakcji ma relacja r i jakie s ↪a moce tych klas?

240.R Funkcja f : N→ N jest uporczywa, gdy spe lnia warunek
∀n ∈ N ∀m ∈ N ∃k ∈ N (k > m ∧ f(k) = n).

Jakiej mocy jest zbiór U wszystkich funkcji uporczywych?

241.R * Relacja równoważności w R ma przeliczaln ↪a liczb ↪e klas abstrakcji. Udowodnić, że co
najmniej jedna z nich jest mocy continuum

242.R Niech R oznacza rodzin ↪e wszystkich relacji równoważności w N. Wiadomo, że R jest
mocy continuum. Jakiej mocy s ↪a zbiory:

(a) A = {r ∈ R | [0]r = N− {7}}?
(b) B = {r ∈ R | [0]r = N− {7, 49}}?
(c) C = {r ∈ R | [0]r = {7, 49}}?

243.R Jakiej mocy jest zbiór F wszystkich funkcji z N do Nmaj ↪acych skończony zbiór wartości?

244.R Funkcj ↪e f : N→ N nazywamy zygzakiem, gdy spe lnia warunek
∀x > 0((f(x) > f(x− 1)→ f(x) > f(x+ 1)) ∧ (f(x) < f(x− 1)→ f(x) < f(x+ 1))).
Jakiej mocy jest zbiór wszystkich zygzaków?

245.R Jaka jest moc zbioru A = {f : N→ N | ∀x. f(x) ≤ x}? Jakiej mocy s ↪a podzbiory
B = {f ∈ A | f jest na N} i C = {f ∈ A | f jest różnowartościowa}?
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246. Znaleźć moc zbioru wszystkich  lańcuchów maksymalnych w zbiorze {0, 1}∗ z relacj ↪a
porz ↪adku prefiksowego.

247.R Niech ∼ b ↪edzie relacj ↪a równoważności w zbiorze NN określon ↪a nast ↪epuj ↪aco:
f ∼ g wtedy i tylko wtedy, gdy |f(n)− g(n)| jest ograniczone.

Jaka jest moc zbioru NN/∼ ?

248.R Niech f : P(N)→ N b ↪edzie zadana wzorem

f(X) =
{

minX, gdy X nieskończony;∏
x∈X x, gdy X skończony,

gdzie
∏
x∈X x to iloczyn wszystkich elementówX. Jaka jest moc zbioruA = P(N)/ker(f) ?

249.R Jaka jest moc zbioru B = {f : N→ N | (∀n : N f(n) ≤ n) ∧ (∀m : N ∃n : N f(n) > m)}?
250.R Niech R ⊆ P(N× N)2 b ↪edzie nast ↪epuj ↪ac ↪a relacj ↪a równoważności:

〈r, s〉 ∈ R ⇔ ∃π(π : N 1−1−→
na
N ∧ ∀x, y ∈ N (〈x, y〉 ∈ r ↔ 〈π(x), π(y)〉 ∈ s)).

Jakiej mocy jest zbiór P(N× N)/R?

251.R Zbiory A,B ⊆ R2 s ↪a w relacji r wtedy i tylko wtedy, gdy różnica symetryczna A−· B
jest zawarta w pewnym kole.8

(a) Udowodnić, że r jest relacj ↪a równoważności.
(b) Jakiej mocy s ↪a klasy abstrakcji relacji r?
(c) Jakiej mocy jest rodzina wszystkich klas abstrakcji relacji r?

252.R Jakiej mocy jest zbiór F tych wszystkich funkcji f : N→ N, że dla dowolnych m,n ∈ N
zachodzi równość:

(a) f(m+ n) = f(m) + f(n);
(b) f(m · n) = f(m) · f(n);
(c) f(mn) = f(m)f(n)?

Porz
↪

adki cz
↪
eściowe

253. Podać przyk lad zbioru cz ↪eściowo uporz ↪adkowanego, z dwoma elementami maksymal-
nymi i jednym minimalnym, bez elementu najmniejszego i z takim czteroelementowym
anty lańcuchem, który jest ograniczony z góry ale nie ma kresu górnego.

254. W zbiorze {2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 12, 24}, uporz ↪adkowanym cz ↪eściowo przez relacj ↪e podziel-
ności (m � n wtedy i tylko wtedy gdy n = m · k, dla pewnego k) wskazać wszystkie
elementy minimalne, maksymalne, najwi ↪eksze i najmniejsze. Czy istniej ↪a w tym zbiorze
trzyelementowe  lańcuchy lub anty lańcuchy?

255. Wskazać elementy minimalne, maksymalne, najwi ↪eksze i najmniejsze w zbiorze
{{1, 2, 3, 4, 6}, {3}, {1, 2, 3, 4, 5}, {2, 3, 3, 5, 2}, {3, 4, 2, 4, 1}, {2, 1, 2, 2, 1}, {2, 1, 2, 1}},

uporz ↪adkowanym przez inkluzj ↪e.

256. Zbiór cz ↪eściowo uporz ↪adkowany nazywamy krat ↪a, gdy każdy jego dwuelementowy pod-
zbiór ma kres górny i kres dolny. Czy zbiór z poprzedniego zadania jest krat ↪a?

257.R Dla dowolnego X ⊆ R przyjmujemy a �X b wtedy i tylko wtedy, gdy b − a ∈ X.
Zbiory X, dla których relacja �X jest cz ↪eściowym porz ↪adkiem w R, nazywamy porz ↪ad-
nymi. Które z poniższych zbiorów s ↪a porz ↪adne:

8Różnica symetryczna to zbiór A−· B = (A−B) ∪ (B −A).
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(a) N?
(b) [1,∞)?
(c) Q ∩ (−∞, 0]?
(d) {n+ q | n ∈ N ∧ q ∈ Q ∩ (−∞, 0]}?
(e) {n+ qπ | n ∈ N ∧ q ∈ Q ∩ (−∞, 0]}?
(f) ( [0,∞)−Q ) ∪ {0}?

258.R Które z nast ↪epuj ↪acych stwierdzeń s ↪a prawdziwe dla dowolnego porz ↪adnego X (patrz
zadanie 257)?

(a) Porz ↪adek 〈R,�X〉 nie ma elementu najwi ↪ekszego.
(b) Porz ↪adek 〈R,�X〉 nie ma elementu minimalnego.
(c) ∀a : R ∀B : P(R)

(
a = sup�X

B ↔ a+ 1 = sup�X
{b+ 1 | b ∈ B}

)
(d) W porz ↪adku 〈R,�X〉 każdy podzbiór skierowany jest  lańcuchem.
(e) Porz ↪adek 〈R,�X〉 jest liniowy wtedy i tylko wtedy, gdy pewien otwarty przedzia l

liczb rzeczywistych jest  lańcuchem w 〈R,�X〉.
259. Niech 〈X, r〉 i 〈Y, s〉 b ↪ed ↪a niepustymi zbiorami cz ↪eściowo uporz ↪adkowanymi. Pokazać, że:

(a) 〈X⊕Y, r⊕s〉 jest zbiorem cz ↪eściowo uporz ↪adkowanym bez elementu najwi ↪ekszego.
(b) Dla dowolnego a ∈ X⊕Y , element a jest minimalny w 〈X⊕Y, r⊕ s〉 wtedy i tylko

wtedy gdy jest elementem minimalnym w 〈X, r〉 lub w 〈Y, s〉.
260. Jeśli ≤ jest cz ↪eściowym porz ↪adkiem w zbiorze A to relacj ↪e < nazywamy ostrym upo-

rz ↪adkowaniem wyznaczonym przez ≤. Pokazać, że ostre uporz ↪adkowania wyznaczone
przez porz ↪adki cz ↪eściowe to dok ladnie te relacje, które s ↪a przechodnie i przeciwzwrotne.

261.R Niech A i B b ↪ed ↪a zbiorami cz ↪eściowo uporz ↪adkowanymi i niech funkcje f : A→ B oraz
g : B → A b ↪ed ↪a monotoniczne. Udowodnić, że nastepuj ↪ace warunki s ↪a równoważne:

(a) ∀a∈A∀b∈B(a ≤ g(b)↔ f(a) ≤ b);
(b) ∀a∈A(a ≤ g(f(a))) oraz ∀b∈B(f(g(b)) ≤ b).

262. Niech 〈D,≤〉 b ↪edzie skończonym zbiorem cz ↪eściowo uporz ↪adkowanym z elementem naj-
wi ↪ekszym i najmniejszym. Dla a, b ∈ D stosujemy oznaczenia:

(a, b) = {d ∈ D : a < d < b}; [a, b] = {d ∈ D : a ≤ d ≤ b}.
Za lóżmy, że dla dowolnych a, b ∈ D, jeśli (a, b) 6= ∅ to (a, b) = [c, d], dla pewnych c, d
(tj. że każdy przedzia l otwarty jest też przedzia lem domkni ↪etym). Udowodnić, że wtedy
〈D,≤〉 jest liniowo uporz ↪adkowany.

263. Czy zbiór tych s lów nad alfabetem {0, 1}, które maj ↪a tyle samo zer co jedynek, ma kres
górny (dolny) w porz ↪adku leksykograficznym?

264. Czy zbiory {01n : n ∈ N} i {0n1 : n ∈ N} maj ↪a kresy górne (dolne) w zbiorze {0, 1}∗
uporz ↪adkowanym leksykograficznie?

265. Ile jest relacji równoważności w N, które s ↪a jednocześnie cz ↪eściowymi porz ↪adkami?

266. Niech X b ↪edzie zbiorem cz ↪eściowo uporz ↪adkowanym i niech A ⊆ X nie ma elementu
najwi ↪ekszego. Niech B = {b ∈ X : ∀a ∈ A(b > a)}. Pokazać, że jeśli istnieje inf(B), to
istnieje sup(A) oraz sup(A) = inf(B) ∈ B.

267. Podaj przyk lady:
• Zupe lnego porz ↪adku cz ↪eściowego, który nie jest krat ↪a zupe ln ↪a;
• Przekszta lcenia monotonicznego w kracie zupe lnej, które nie jest ci ↪ag le;
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268. Podaj przyk lad takiego przekszta lcenia monotonicznego f w kracie 〈P(N),⊆〉, że kres
górny zbioru {fn(∅) : n ∈ N} nie jest najmniejszym punktem sta lym f . Czy można
tak wybrać f , aby najmniejszy punkt sta ly nie istnia l?

269. Podać przyk lad kraty, która ma element najwi ↪ekszy i najmniejszy, ale nie jest zupe lna.

270. Udowodnić, że w kracie zupe lnej każdy podzbiór ma kres dolny.

271.R Rozpatrzmy funkcj ↪e f : P(N× N)→ P(N× N) określon ↪a tak:
f(s) = s · s,

gdzie kropka oznacza sk ladanie relacji. Udowodnić, że funkcja f jest ci ↪ag la ze wzgl ↪edu
na uporz ↪adkowanie przez inkluzj ↪e, tj. że f(

⋃
X ) =

⋃
f(X ), dla dowolnej skierowanej

rodziny relacji X ⊆ P(N× N).

272. Funkcja f : P(A)→ P(A) jest ci ↪ag la. Powiemy, że zbiór x ⊆ A jest dobry , gdy f(x) ⊆ x.
Udowodnić, że iloczyn dowolnej rodziny zbiorów dobrych jest dobry i że suma dowolnej
skierowanej rodziny zbiorów dobrych jest dobra.

273. Niech f b ↪edzie ci ↪ag lym przekszta lceniem kraty zupe lnej 〈K,≤K〉 w krat ↪e zupe ln ↪a 〈L,≤L〉.
Czy f jest ci ↪ag lym przekszta lceniem z 〈K,≥K〉 do 〈L,≥L〉? (Inaczej, czy zachowuje
kresy dolne zbiorów ”skierowanych w dó l”?)

274. Niech r b ↪edzie relacj ↪a cz ↪eściowego porz ↪adku w zbiorze A. Udowodnić, że jeśli r ∪ r−1

jest relacj ↪a równoważności, to każdy skierowany podzbiór zbioru A jest  lańcuchem.

275. Niech A b ↪edzie zupe lnym cz ↪eściowym porz ↪adkiem i niech f : A→ A b ↪edzie ci ↪ag la.

(a) Jeśli a ≤ f(a) to istnieje taki punkt sta ly b funkcji f , że a ≤ b.
(b) Czy jeśli a ≥ f(a) to istnieje taki punkt sta ly b funkcji f , że a ≥ b?

276. Udowodnić, że zbiór cz ↪eściowo uporz ↪adkowany jest krat ↪a zupe ln ↪a wtedy i tylko wtedy
gdy jest jednocześnie krat ↪a i zupe lnym porz ↪adkiem cz ↪eściowym.

277. Udowodnić, że każdy skończony porz ↪adek cz ↪eściowy jest izomorficzny z pewnym pod-
zbiorem N uporz ↪adkowanym przez relacj ↪e podzielności.

278. Udowodnić, że w zbiorze Nk, uporz ↪adkowanym ”po wspó lrz ↪ednych”, wszystkie anty lań-
cuchy s ↪a skończone.

279. Niech F : P(S × S)→ P(S × S) b ↪edzie funkcj ↪a monotoniczn ↪a o takich w lasnościach:

• idS ⊆ F (idS);
• F (r) · F (r′) ⊆ F (r · r′), dla wszystkich r, r′;
• F (r)−1 ⊆ F (r−1), dla wszystkich r.

Udowodnić, że najwi ↪ekszy punkt sta ly funkcji F jest relacj ↪a równoważności.

280. Niech 〈A,≤〉 b ↪edzie zupe lnym porz ↪adkiem cz ↪eściowym, a f : A→ A niech b ↪edzie funkcj ↪a
ci ↪ag l ↪a. Zbadać prawdziwość nast ↪epuj ↪acych stwierdzeń:

(a) Jeśli a jest najmniejszym punktem sta lym
funkcji f to a = inf{x ∈ A | f(x) ≤ x}.

(b) Jeśli a jest najwi ↪ekszym punktem sta lym
funkcji f to a = sup{x ∈ A | f(x) ≥ x}.

281.R Niech A b ↪edzie nieskończonym zbiorem i niech f : P(A) → P(A) b ↪edzie monotoniczn ↪a
funkcj ↪a w kracie 〈P(A),⊆〉. Przypuśćmy, że dla dowolnego zbioru B ⊆ A i dowolnego
x ∈ f(B) istnieje taki skończony podzbiór C ⊆ B, że x ∈ f(C). Udowodnić, że f jest
ci ↪ag la, tj. dla dowolnego skierowanego S ⊆ P(A) zachodzi f(

⋃
S) =

⋃
f(S).
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282. Przez head(w) oznaczamy pierwsz ↪a liter ↪e s lowa w (jego g low ↪e), a przez tail(w) jego
ogon, czyli to, co zostaje po odci ↪eciu g lowy. Rozpatrzmy definicj ↪e rekurencyjn ↪a:

f(w) = if |w| < 3 then ε
else if head(w) = 0 then f(tail3(w)00)

else f(tail3(w)1101).
Co można powiedzieć o dziedzinie funkcji f? Wyznaczyć kilka pocz ↪atkowych wartości
ci ↪agu F k(⊥), gdzie F jest takim operatorem, że f = lfp(F ).

283. Które z nast ↪epuja̧cych stwierdzeń jest prawdziwe dla dowolnego zbioru cz ↪eściowo upo-
rz ↪adkowanego 〈X,≤〉 i dowolnych A,B ⊆ X?

(a) Jeśli w X istniej ↪a supA i supB to istnieje sup(A ∪B).
(b) Jeśli w X istnieje sup(A ∪B) to istniej ↪a supA i supB.

284.R Niech 〈A,≤〉 b ↪edzie cz ↪eściowym porz ↪adkiem i niech f : A→ A. Za lóżmy, że dla każdego
 lańcucha L w 〈A,≤〉 istniej ↪a kresy dolne9 zbiorów L i f(L), a jeśli L 6= ∅, to na dodatek
f(inf L) = inf(f(L)). Udowodnić, że f ma najwi ↪ekszy punkt sta ly.

285.R Udowodnić, że funkcja f : P(N) → P(N) jest ci ↪ag la (ze wzgl ↪edu na inkluzj ↪e) wtedy
i tylko wtedy, gdy

f(a) =
⋃
{f(e) | e skończony oraz e ⊆ a},

dla dowolnego a ∈ P(N).

286.R Dany jest nast ↪epuj ↪acy porz ↪adek cz ↪eściowy w zbiorze P(N)− {∅}:
X ≤ Y ⇔ (min(X) < min(Y )) ∨ ((min(X) = min(Y )) ∧X ⊆ Y ).

(a) Czy ten porz ↪adek jest liniowy?

(b) Czy ten porz ↪adek jest dobrze ufundowany?

(c) Wskaż w nim elementy minimalne, maksymalne, najmniejsze, najwi ↪eksze.

(d) Czy ten porz ↪adek jest krat ↪a zupe ln ↪a?

287.R Podzbiór B cz ↪eściowo uporz ↪adkowanego zbioru 〈A,≤〉 nazywamy podstaw ↪a zbioru A,
gdy dla dowolnego elementu a ∈ A istnieje takie b ∈ B, że a ≥ b. Podstawa jest mini-
malna, gdy jest elementem minimalnym rodziny wszystkich podstaw, uporz ↪adkowanej
przez inkluzj ↪e.

(a) Udowodnić, że podstawa jest minimalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest anty lańcu-
chem. Czy każdy anty lańcuch jest podstaw ↪a?

(b) Czy każdy zbiór cz ↪eściowo uporz ↪adkowany ma minimaln ↪a podstaw ↪e?

288.R Dla dowolnej rodziny S ⊆ P(N)− {∅} określamy relacj ↪e �S w S, przyjmuj ↪ac, że

A �S B ⇔ A < B ∨ (A = B ∧ minA ≤ minB).
Które z nast ↪epuj ↪acych stwierdzeń s ↪a prawdziwe?

(a) Jeśli rodzina S jest przeliczalna, to �S jest cz ↪eściowym porz ↪adkiem.

(b) Jeśli �S jest cz ↪eściowym porz ↪adkiem, to rodzina S jest przeliczalna.

(c) Jeśli r jest relacj ↪a równoważności i S = N/r, to �S jest cz ↪eściowym porz ↪adkiem.

(d) Jeśli �S jest cz ↪eściowym porz ↪adkiem, to jest dobrym porz ↪adkiem.
9Uwaga: Za lożenia o kresach dolnych dotycz ↪a tylko  lańcuchów .
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Lemat Kuratowskiego-Zorna

289.R W przestrzeni Rn, której elementami s ↪a n-tki liczb rzeczywistych określamy odleg lość
ρ(x, y) pomi ↪edzy krotkami x = 〈x1, . . . , xn〉 i y = 〈y1, . . . , yn〉 wzorem

ρ(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2

Podzbiór X ⊆ Rn nazwiemy rzadkim wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych różnych
punktów x, y ∈ X zachodzi ρ(x, y) ≥ 1. Podzbiór Y nazwiemy wsz ↪edobylskim, gdy
dla dowolnego z 6∈ Y istnieje takie x ∈ Y , że ρ(z, x) < 1. Udowodnić, że suma
 lańcucha zbiorów rzadkich jest zbiorem rzadkim. Czy istnieje rzadki zbiór wsz ↪edobylski
w przestrzeni R3 ? Czy istnieje taki zbiór w przestrzeni R2008 ?

290.R Udowodnić, że w każdym zbiorze cz ↪eściowo uporz ↪adkowanym istnieje maksymalny (ze
wzgl ↪edu na inkluzj ↪e) podzbiór skierowany.

291. Udowodnić, że w każdym zbiorze cz ↪eściowo uporz ↪adkowanym jest maksymalny  lańcuch.

292. Niech B ⊆ R+. Udowodnić, że istnieje taki zbiór C ⊆ R, że

• ∀x, y ∈ C (x 6= y → |x− y| ∈ B);
• ∀x(x 6∈ C → ∃y ∈ C |x− y| 6∈ B).

293. Niech D ⊆ A× A. Udowodnić, że istnieje zbiór Z ⊆ A taki, że (Z × Z) ∩D = ∅, oraz
jeśli Z  V ⊆ A to (V × V ) ∩D 6= ∅.

294. Niech r ⊆ N × N. Udowodnić, że istnieje maksymalny (ze wzgl ↪edu na inkluzj ↪e) zbiór
C ⊆ N taki, że C × C ∩ r = ∅.

295. Udowodnić, że jeśli R jest dowoln ↪a rodzin ↪a zbiorów, to istnieje taka rodzina S ⊆ R
zbiorów parami roz l ↪acznych, że dla każdego A ∈ R − S istnieje B ∈ S o w lasności
A ∩B 6= ∅ .

296. Czy istnieje taki  lańcuch przeliczalnych podzbiorówR, którego suma nie jest przeliczalna?

297. Za lóżmy, że B ⊆ A × A. Udowodnić, że istnieje maksymalny (ze wzgl ↪edu na inkluzj ↪e)
zbiór C ⊆ A taki, że C × C ⊆ B.

298. Rodzin ↪e zbiorów I ⊆ P(A) nazywamy idea lem, jeżeli:

(a) I 6= ∅ oraz I 6= P(A);
(b) dla każdych X,Y ∈ I zachodzi X ∪ Y ∈ I;
(c) dla każdego X ∈ I i każdego Y ⊆ X zachodzi Y ∈ I.

Udowodnić, że każdy idea l można rozszerzyć do maksymalnego idea lu.

299. Dowolny podzbiór zbioru Z nazwiemy zeznaniem. Zbiór zeznań R jest sprzeczny jeśli
istnieje takie i ∈ Z, że i,−i ∈

⋃
R. Udowodnić, że jeśli R jest dowoln ↪a rodzin ↪a zeznań,

to istnieje maksymalna niesprzeczna podrodzina R′ ⊆ R.

300. Niech f b ↪edzie bijekcj ↪a z A do A. Pokazać, że istnieje maksymalny podzbiór B ⊆ A
taki, że B ⊆ f(A−B).

301. Niech F ⊆ NN. Udowodnić, że istnieje maksymalna rodzina G ⊆ F , taka że dla dowol-
nych f, g ∈ G zachodzi warunek ∃i(f(i) = g(i)).

302. Niech C ⊆ R. Udowodnić, że istnieje zbiór A ⊆ R spe lniaj ↪acy warunki:

• ∀x∀y(x, y ∈ A→ x+ y 6∈ C);

• ∀x(x 6∈ A→ ∃y(y ∈ A ∪ {x} ∧ x+ y ∈ C)).
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303. Niech f : A × A → A i niech C ⊆ A. Udowodnić, że istnieje maksymalny podzbiór D
zbioru A taki, że obraz zbioru D ×D przy funkcji f jest zawarty w C.

304. Udowodnić, ze istnieje taki zbiór parami roz l ↪acznych prostych w R3, że każda prosta nie
należ ↪aca do tego zbioru przecina jak ↪aś prost ↪a z tego zbioru.

305. Udowodnić, że istnieje taka rodzina A ⊆ RR, że

(a) dla dowolnych f, g ∈ A istnieje takie x ∈ R, że f(x) = g(x);
(b) dla dowolnej funkcji f 6∈ A istnieje takie g ∈ A, że f(x) 6= g(x) dla wszystkich

x ∈ R.

306.R Niech f : A → B. Pokazać, że istnieje maksymalny podzbiór A, na którym f jest
różnowartościowa.

307. Udowodnić, że każdy cz ↪eściowy porz ↪adek 〈A,≤〉 ma taki podzbiór B ⊆ A, że:

(a) Żadne dwa różne elementy B nie s ↪a porównywalne;
(b) Jeśli a ∈ A−B to istnieje b ∈ B, porównywalne z a.

308.R Niech A b ↪edzie ustalonym podzbiorem p laszczyzny, który ma przynajmniej dwa ele-
menty. Udowodnić, że istnieje podzbiór B ⊆ A, o takich w lasnościach:

• Żadne trzy różne punkty zbioru B nie s ↪a wspó lliniowe;

• Każdy punkt zbioru A − B leży na pewnej prostej wyznaczonej przez dwa różne
punkty ze zbioru B.

309.R Niech D ⊆ R. Zbiór V ⊆ R jest D- latwy , gdy (x + y)3 − 2xy ∈ D dla wszystkich
x, y ∈ V , takich że x 6= y. Zbiór V ⊆ R jest D-trudny , gdy:

∀x ∈ R(x ∈ V ∨ ∃y ∈ V ((x+ y)3 − 2xy 6∈ D)).
Dla jakich D istnieje zbiór V , jednocześnie D- latwy i D-trudny?

310.R Zbiór A ⊆ R nazwiemy wzorcowym, jeżeli każda liczba rzeczywista jest wspó lmierna10

z pewn ↪a liczb ↪a ze zbioru A, ale żadne dwie różne liczby ze zbioru A nie s ↪a wspó lmierne.
Czy istniej ↪a zbiory wzorcowe?

311.R Niech A,B ⊆ R b ↪ed ↪a niepustymi zbiorami. Dla dowolnej liczby x przez |x − A| oz-
naczamy odleg lość x od zbioru A, czyli inf{|x − a| | a ∈ A}. Udowodnić, że istnieje
podzbiór T zbioru B o takich w lasnościach:
• Jeśli x, y ∈ T oraz x 6= y to |x− y| ≥ 1

2(|x−A|+ |y −A|);
• Jeśli x ∈ B − T to istnieje takie y ∈ T , że |x− y| < 1

2(|x−A|+ |y −A|).
312.R Powiemy, że dwa zbiory A,B ⊆ N s ↪a styczne wtedy i tylko wtedy, gdy A ∩ B 6= ∅.

Udowodnić, że istnieje taka rodzina R ⊆ P(N ), że:

• do R należ ↪a wszystkie zbiory koskończone (te, które maj ↪a skończone dope lnienia);
• jeśli A,B ∈ R, to A i B s ↪a styczne;
• jeśli A 6∈ R, to istnieje taki B ∈ R, że A i B nie s ↪a styczne.

Dobre ufundowanie i porz
↪

adki liniowe

10Liczby rzeczywiste x i y s ↪a wspó lmierne, gdy mx + ny = 0 dla pewnych ca lkowitych m i n, różnych od 0.
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313.R Niech X oznacza zbiór funkcji kwadratowych z R do R o wspó lczynnikach ca lkowitych.
Na X określmy porz ↪adek:

f ≤ g ⇐⇒ 〈f(1), f(2), f(3)〉 � 〈g(1), g(2), g(3)〉,
gdzie � jest porz ↪adkiem leksykograficznym w R3. Czy ten porz ↪adek:

(a) jest liniowy?
(b) jest dobrze ufundowany?
(c) jest krat ↪a zupe ln ↪a?
(d) ma element najmniejszy i najwi ↪ekszy? Jakie s ↪a elementy minimalne i maksymalne?

Gdyby w definicji zbioru X zast ↪apić funkcje kwadratowe dowolnymi wielomianami, to
jak zmieni lyby si ↪e odpowiedzi?
Rozpatrywany porz ↪adek nie jest g ↪esty. Czy istnieje inny porz ↪adek na X (jeśli tak – to
jaki), który jest g ↪esty?

314.R Przy definicjach z zadania 287:

(a) Czy każdy zbiór dobrze ufundowany ma minimaln ↪a podstaw ↪e?
(b) Czy każdy zbiór, który ma minimaln ↪a podstaw ↪e jest dobrze ufundowany?

315. Czy zbiór N∗ uporz ↪adkowany leksykograficznie jest dobrze ufundowany? A zbiór N2?

316.R Dla jakich zbiorów 〈A,≤〉 porz ↪adek leksykograficzny na A∗ jest dobrze ufundowany?

317. Przez multizbiór (zbiór z powtórzeniami) nadA, rozumiemy dowoln ↪a funkcj ↪eM : A→ N.
Wtedy M(a) uważa si ↪e za liczb ↪e powtórzeń elementu a w multizbiorze M . Multizbiór
jest skończony jeśli {a ∈ A : M(a) > 0} jest skończony. Jak można dobrze ufundować
zbiór wszystkich skończonych multizbiorów nad N?

318. Niech 〈A,≤〉 b ↪edzie zbiorem dobrze ufundowanym. W zbiorze P(A) określamy porz ↪adek
cz ↪eściowy v w nast ↪epuj ↪acy sposób: X v Y ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy X = Y
lub Y 6= ∅ i dla wszystkich x ∈ X i y ∈ Y zachodzi x ≤ y. Udowodnić, że zbiór
〈P(A),v〉 jest dobrze ufundowany.

319. Relacja r cz ↪eściowo porz ↪adkuj ↪aca zbiór N jest przyjemna, jeżeli ma nieskończony  lańcuch
i jest dobrym ufundowaniem, ale nie jest dobrym porz ↪adkiem. Jakiej mocy jest rodzina
wszystkich relacji przyjemnych?

320.R Czy dla każdej funkcji f : N → N istnieje taka relacja liniowego porz ↪adku v w N, że
dla dowolnych m,n ∈ N:

(a) jeśli m v n to f(m) v f(n)?
(b) jeśli m ≤ n to f(m) v f(n)?
(c) jeśli m v n to f(m) ≤ f(n)?

321. Dla f, g : N → N, niech f ≤ g zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f = g lub istnieje
takie n, że f(n) < g(n) oraz f(i) = g(i) dla i < n. Czy porz ↪adek ≤ jest g ↪esty?

322. Czy porz ↪adek leksykograficzny w zbiorze {0, 1}∗ jest g ↪esty? A w zbiorze Z∗?
323. Które z nast ↪epuj ↪acych podzbiorów R (ze zwyk lym uporz ↪adkowaniem) s ↪a ze sob ↪a izomor-

ficzne: Q, R, R−Q, A = Q− [0, 1], B = {m · 2−n : m,n ∈ N}, C =
⋃
m∈N(2m, 2m+ 1]?

324. Rozpatrzmy zbiory A = {3 − 1
2n : n ∈ N − {0}}, B = {π − 2

n : n ∈ N − {0}} ∪ {4},
C = {0} ∪ { 1

n : n ∈ N − {0}} ∪ {2 − 1
n : n ∈ N − {0}}. Które ze zbiorów A, B, C, N,
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Z, Q, Q−{0}, R, R−{0}, s ↪a dobrze uporz ↪adkowane przez zwyk l ↪a relacj ↪e ≤ ? Które s ↪a
izomorficzne?

325. Rozważamy R× R z porz ↪adkiem

(a) leksykograficznym;
(b) (x, y) ≤ (x′, y′) wtedy i tylko wtedy gdy x ≤ x′ i y ≤ y′.

Czy istnieje funkcja z R × R w R, zachowuj ↪aca porz ↪adek? Czy istnieje taka funkcja
na R? A czy istnieje taka funkcja różnowartościowa?

326. Niech 〈A,≤〉 b ↪edzie dobrym porz ↪adkiem, i niech {Sa : a ∈ A} b ↪edzie dowoln ↪a rodzin ↪a
zbiorów. Udowodnić, że

⋃
a∈A Sa =

⋃
a∈A(Sa −

⋃
b<a Sb).

327. Podaj trzy przyk lady zbiorów dobrze uporz ↪adkowanych mocy ℵ0, tak aby żadne dwa
nie by ly izomorficzne.

328. Czy istnieje relacja dobrze porz ↪adkuj ↪aca zbiór P(R)?

329. Czy istnieje relacja dobrze porz ↪adkuj ↪aca zbiór RN?

330. Niech Pfin(N) = {A ⊆ N | A < ℵ0}. Zdefiniować taki dobry porz ↪adek � w zbiorze
Pfin(N), żeby ∀A,B ∈ Pfin(N) (A ⊆ B → A � B).

331. Niech ≤ b ↪edzie relacj ↪a dobrego porz ↪adku w zbiorze A, i niech f : A→ A spe lnia warunek
∀x, y ∈ A (x < y → f(x) < f(y)).

Udowodnić, że x ≤ f(x), dla dowolnego x ∈ A.

332. Niech � b ↪edzie relacj ↪a liniowego porz ↪adku w zbiorze A, tak ↪a że każdy w laściwy odcinek
pocz ↪atkowy w zbiorze A jest postaci O(x) = {y ∈ A : y ≺ x}, dla pewnego x ∈ A.
Udowodnić, że � jest dobrym porz ↪adkiem.

333. Niech 〈A,≤〉 b ↪edzie nieskończonym zbiorem dobrze uporz ↪adkowanym. Pokazać, że nie
istnieje taka różnowartościowa funkcja f : A→ A, że dla dowolnych a, b ∈ A, jeśli a ≤ b
to f(b) ≤ f(a).

334. Jeśli zbiór D jest dobrym porz ↪adkiem, to użyjemy oznaczenia
D′ = {d ∈ D | d 6= minD jest elementem granicznym (nie jest nast ↪epnikiem) w D}.

Podać przyk lad takiego dobrego porz ↪adku D, że wszystkie zbiory D′, D′′, D′′′, . . . s ↪a
niepuste. Czy istnieje taki zbiór przeliczalny?

335. Podać przyk lad dobrego porz ↪adku D = 〈D,≤〉 i (ostro) rosn ↪acej funkcji f : D → D,
która spe lnia jednocześnie warunki:

(a) ∀a ∈ D ∃b ∈ D (a < b ∧ f(b) = b);
(b) ∀a ∈ D ∃b ∈ D (a < b ∧ f(b) > b);

336. Niech 〈A,≤〉 liniowy porz ↪adek z elementem najmniejszym 0 i elementem najwi ↪ekszym 1.
Funkcja f : A→ A jest zmniejszaj ↪aca jeśli f(x) < x, dla każdego x 6= 0. Funkcja f jest
zwi ↪ekszaj ↪aca, jesli f(x) > x, dla każdego x 6= 1. Rozpatrzmy nastepujace warunki:

(a) dla każdej funkcji zmniejszaj ↪acej f zachodzi ∀x∃nfn(x) = 0;
(b) dla każdej funkcji zwi ↪ekszaj ↪acej f zachodzi ∀x∃nfn(0) ≥ x.

Czy warunek (a) implikuje (b)? Czy (b) implikuje (a)?

337. Niech A ⊆ R b ↪edzie dobrze uporz ↪adkowany przez zwyk l ↪a relacj ↪e nierówności dla liczb
rzeczywistych. Udowodnić, że A jest zbiorem przeliczalnym.
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338. Rozszerzyć porz ↪adek prefiksowy na s lowach do dobrego porz ↪adku.

339.R * Niech 〈A,≤〉 b ↪edzie zbiorem dobrze ufundowanym, w którym wszystkie anty lańcuchy
s ↪a skończone. Niech {ai}i∈N b ↪edzie dowolnym ci ↪agiem elementów A. Udowodnić, że
istniej ↪a takie liczby i, j, że i < j oraz ai ≤ aj .

340.R * Mówimy, że relacja cz ↪eściowego porz ↪adku ≤ w zbiorze A jest bardzo dobrym ufun-
dowaniem, jeżeli w każdym ci ↪agu nieskończonym {an}n∈N można wskazać takie i < j,
że ai ≤ aj . Pokazać, że jeśli A jest bardzo dobrze ufundowany przez relacj ↪e ≤, to każdy
ci ↪ag nieskończony w A ma nieskończony podci ↪ag wst ↪epuj ↪acy ai1 ≤ ai2 ≤ ai3 ≤ . . .

Zadania różne

341.R Rozważmy funkcj ↪e Φ : (R→ N)→ P(P(R)), określon ↪a tak:
Φ(f) = R/ker(f)

Czy Φ jest ”na”? Czy jest różnowartościowa? Jaka jest moc zbioru wartości Φ?

342.R Funkcja g : N → N przyjmuje wartość g(x) = x + 1 dla parzystych argumentów x,
i wartość g(x) = x− 1 dla x nieparzystych.

(a) Jaka jest moc rodziny zbiorów R = {B ⊆ N | x ∈ B ↔ g(x) 6∈ B}?
(b) Relacja r = {〈A,B〉 ∈ P(N)× P(N) | g(A) ∪A = B ∪ g(B)} jest relacj ↪a równoważ-

ności. Ile elementów ma klasa abstrakcji [{0, 1, 2}]r?
343.R Funkcja Φ : (P(N) − {∅}) → (N → N) przypisuje każdemu zbiorowi A ∈ P(N) − {∅}

funkcj ↪e Φ(A) : N→ N, która jest zdefiniowana przez indukcj ↪e:

• Na pocz ↪atek Φ(A)(0) = minA.

• Jeśli Φ(A)(n) jest najwi ↪ekszym elementem A, to Φ(A)(n+ 1) = minA.

• W przeciwnym razie Φ(A)(n+ 1) = min({a ∈ A | a > Φ(A)(n)}).
Funkcja Ψ : (N→ N)→ (P(N)− {∅}) jest zaś określona wzorem Ψ(f) = Rg(f).

(a) Czy funkcja Φ jest różnowartościowa?
(b) Czy Φ jest na N→ N?
(c) Jakiej mocy jest zbiór Φ−1({f : N→ N | Rg(f) = N})?
(d) Czy Ψ ◦ Φ jest funkcj ↪a identycznościow ↪a?
(e) Czy Φ ◦Ψ jest funkcj ↪a identycznościow ↪a?

344.R Niech R oznacza rodzin ↪e wszystkich relacji równoważności w N. Określamy funkcj ↪e
f : R → P(N) tak: f(r) = {x ∈ N | ∀y. xry → x ≤ y}.
(a) Czy funkcja f jest różnowartościowa? Czy jest na P(N)? Znaleźć zbiór Rg(f).
(b) Dla dowolnego n ∈ N podać przyk lad takiego zbioru An ⊆ N, że f−1({An}) ma

dok ladnie n elementów.
(c) Dla A,B ⊆ N przyjmijmy, że A ' B wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory f−1({A})

i f−1({B}) s ↪a równoliczne. Jakiej mocy jest zbiór ilorazowy P(N)/'?

345. Niech A, B, P b ↪ed ↪a pewnymi zbiorami i niech ξ1 : P → A oraz ξ2 : P → B. Przypuśćmy,
że dla dowolnego zbioru C i dowolnych dwóch funkcji α : C → A i β : C → B istnieje
dok ladnie jedna taka funkcja γ : C → P , że ξ1 ◦ γ = α i ξ2 ◦ γ = β (por. zadanie 95).
Udowodnić, że zbiory P i A× B s ↪a równoliczne. Sformu lować analogiczne twierdzenia
dla produktu uogólnionego i dla sumy prostej (por. zadanie 97).
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346. Znaleźć moc zbioru wszystkich porz ↪adków liniowych w zbiorze R wszystkich liczb rzeczy-
wistych.

347. Znaleźć moc zbioru wszystkich dobrych porz ↪adków w zbiorze N wszystkich liczb natu-
ralnych.

348. Jakiej mocy jest zbiór wszystkich  lańcuchów

• w zbiorze N− {0}, uporz ↪adkowanym przez relacj ↪e podzielności?

• w zbiorze s lów nad alfabetem {a, b}, uporz ↪adkowanym prefiksowo?

349. Ile jest nieskończonych drzew binarnych?

350.R Niech IQ = R−Q i niech φ : RR → P(R)−{∅} b ↪edzie taka, że φ(f) = ~f(IQ). Zbadać,
czy funkcja φ jest różnowartościowa i czy jest na P(R)− {∅}.

351. Funkcja F : NN × NN → NN jest określona tak:
F (f, g)(n) = min(f(n), g(n)),

dla dowolnych f, g ∈ NN i dowolnego n ∈ N.

(a) Czy funkcja F jest ”na”?
(b) Czy jest to funkcja różnowartościowa?
(c) Jakiej mocy jest zbiór wszystkich klas abstrakcji j ↪adra11 funkcji F?
(d) Jakiej mocy s ↪a klasy abstrakcji tej relacji?

352.R Relacja równoważności r w N→ N jest określona nast ↪epuj ↪aco: 〈f, g〉 ∈ r zachodzi, gdy
istnieje taka bijekcja π : N 1−1−→

na
N, że f = g ◦ π. Udowodnić, że 〈f, g〉 ∈ r wtedy i tylko

wtedy, gdy dla każdego X ⊆ N przeciwobrazy g−1(X) i f−1(X) s ↪a równoliczne.

353.R Jakiej mocy jest zbiór klas abstrakcji relacji r określonej w zadaniu 352?

354.R * Niech r b ↪edzie relacj ↪a z zadania 352. Znaleźć wszystkie liczby kardynalne m, dla których
istnieje klasa abstrakcji relacji r o mocy m.

355. Niech ϕ : P(N)→ P(P(N)× P(N)) b ↪edzie tak ↪a funkcj ↪a, że dla dowolnego Z ∈ P(N):
ϕ(Z) = {〈X,Y 〉 | Z ⊆ X ∩ Y }.

(a) Czy ϕ jest funkcj ↪a różnowartościow ↪a?
(b) Czy ϕ jest funkcj ↪a na P(P(N)× P(N))?
(c) Niech R b ↪edzie zbiorem wszystkich relacji równoważności w P(N) a C zbiorem

wszystkich cz ↪eściowych relacji równoważności w P(N). Znajdź ϕ−1(R) i ϕ−1(C).
(d) Ile elementów maj ↪a klasy abstrakcji j ↪adra11 funkcji ϕ?
(e) Czy któraś z poniższych równości zachodzi dla dowolnych Z1, Z2 ∈ P(N)?

• ϕ(Z1 ∩ Z2) = ϕ(Z1) ∩ ϕ(Z2);
• ϕ(Z1 ∪ Z2) = ϕ(Z1) ∪ ϕ(Z2).

356.R Niech 〈K,≤〉 b ↪edzie krat ↪a zupe ln ↪a i niech S b ↪edzie zbiorem wszystkich punktów sta lych
funkcji ci ↪ag lej f : K → K. Za lóżmy, że P ⊆ S i niech a b ↪edzie kresem górnym zbioru P
w kracie K.

(a) Udowodnić, że zbiór {b ∈ S | b ≥ a} ma element najmniejszy.
(b) Czy ten element najmniejszy to musi być a?

11J ↪adro przekszta lcenia f : A→ B to relacja równoważności ker(f) = {〈x, y〉 : A×A | f(x) = f(y)}.
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(c) Czy zbiór uporz ↪adkowany 〈S,≤〉 jest krat ↪a zupe ln ↪a?

357.R Czy nast ↪epuj ↪ace stwierdzenia s ↪a prawdziwe? Jeśli nie, co należy wpisać zamiast wielo-
kropka?

(a) Przeciwobraz obrazu zbioru a przy . . . przekszta lceniu f pokrywa si ↪e ze zbiorem a.
(b) Jeśli d jest relacj ↪a równoważności w a oraz b, c ∈ a . . . to [b]d ∩ [c]d = ∅.
(c) W każdym drzewie nieskończonym . . . istnieje ga l ↪aź nieskończona.
(d) Produkt uogólniony dowolnej . . . rodziny zbiorów skończonych jest zawsze skoń-

czony lub nieprzeliczalny
(e) Każde ci ↪ag le . . . przekszta lcenie kraty zupe lnej w siebie ma najmniejszy punkt

sta ly.

(f) Jeśli A = C i B jest . . . zbiorem przeliczalnym, to AB = C.

(g) Jeśli A jest . . . zbiorem przeliczalnym, to AA = C.
(h) Każdy przedzia l . . . w zbiorze liczb rzeczywistych można dobrze uporz ↪adkować.

358.R Jaka jest moc zbioru wszystkich dobrze ufundowanych cz ↪eściowych porz ↪adków w N?

359.R Rozpatrzmy nast ↪epuj ↪ace cz ↪eściowe uporz ↪adkowanie zbioru {0, 1}N:
f ≤ g ⇔ ∀x (f(x) ≤ g(x)).

(a) Czy ten porz ↪adek jest liniowy?
(b) Czy ten porz ↪adek jest dobrym ufundowaniem?
(c) Czy ten porz ↪adek jest krat ↪a zupe ln ↪a?
(d) Czy istnieje w tym porz ↪adku  lańcuch nieskończony?
(e) Czy istnieje w tym porz ↪adku anty lańcuch nieskończony?
(f)* Czy istnieje w tym porz ↪adku anty lańcuch nieprzeliczalny?
(g)* Czy istnieje  lańcuch nieprzeliczalny w zbiorze NN uporz ↪adkowanym w analogiczny

sposób, tj. przez relacj ↪e:
f ≤ g ⇔ ∀x (f(x) ≤ g(x))?

360.R * Ile jest  lańcuchów w zbiorze P(N) uporz ↪adkowanym przez inkluzj ↪e?

361. Dana jest nast ↪epuj ↪aca relacja równoważności r ⊆ P(N)2:

P r Q wtedy i tylko wtedy, gdy P = Q = ∅ lub
P,Q 6= ∅ i minP = minQ.

Jakiej mocy jest zbiór ilorazowy P(N)/r? Jakie s ↪a moce poszczególnych klas abstrakcji?

362. Jakiej mocy jest zbiór tych wszystkich funkcji f : N→ N, że każdy ze zbiorów f−1({n})
jest innej mocy?

363.R Powiemy, że zbiór funkcji F ⊆ 2X rozróżnia elementy zbioru A ⊆ X wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnych różnych x, y ∈ A istnieje taka funkcja f ∈ F , że f(x) 6= f(y).

(a) Czy istnieje minimalny (ze wzgl ↪edu na inkluzj ↪e) zbiór F ⊆ 2N rozróżniaj ↪acy ele-
menty zbioru N?

(b) Czy istnieje maksymalny (ze wzgl ↪edu na inkluzj ↪e) zbiór F ⊆ 2N nie rozróżniaj ↪acy
elementów zbioru N?

(c) Jakiej mocy jest rodzina wszystkich tych podzbiorów zbioru 2N, które rozróżniaj ↪a
elementy zbioru N?
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(d) Czy dla każdego F ⊆ 2X istnieje maksymalny (ze wzgl ↪edu na inkluzj ↪e) zbiór
A ⊆ X, którego elementy rozróżnia zbiór F?

364. Niech Q+ = {q ∈ Q | q > 0} i niech f : N 1−1−→
na

Q i g : N 1−1−→
na

Q+. Definiujemy przez
indukcj ↪e dwa ci ↪agi liczb km, `m ∈ N, przyjmuj ↪ac dla parzystych m:

• km = min{k ∈ N | ∀i(i < m→ f(k) 6= f(ki)};
• `m = min{` ∈ N | ∀i(i < m→ (g(`i) ≤ g(`)↔ f(ki) ≤ f(km))},

a dla nieparzystych m:

• `m = min{` ∈ N | ∀i(i < m→ f(`) 6= f(`i))};
• km = min{k ∈ N | ∀i(i < m→ (f(ki) ≤ f(k)↔ g(`i) ≤ g(`m))}.

Teraz niech h : Q → Q+ b ↪edzie określona warunkiem h(f(kn)) = g(`n), dla n ∈ N.
Pokazać, że funkcja h jest izomorfizmem porz ↪adków 〈Q,≤〉 i 〈Q+,≤〉.

365. Uogólnić zadanie 364 na dowolne dwa przeliczalne g ↪este porz ↪adki liniowe bez końców.

366.R Niech 〈Er ,≤〉 b ↪edzie zbiorem liniowo uporz ↪adkowanym i niech Ku ⊆ Er b ↪edzie pod-
zbiorem zbioru Er o mocy ℵ0. Za lóżmy, że

• Każdy niepusty podzbiór zbioru Er ograniczony z góry ma kres górny.

• Jeśli x, y ∈ Er i x < y to istnieje takie ku ∈ Ku, ze x < ku < y.

• W zbiorze Er nie ma elementu pierwszego ani ostatniego.

Udowodnić, że zbiór Er jest mocy continuum.

367.R Nie powo luj ↪ac si ↪e na twierdzenie Cantora, prosz ↪e udowodnić nast ↪epuj ↪acy wariant tego
twierdzenia: Dla żadnego zbioru A nie istnieje surjekcja z A na 2A.

368.R Dla wszystkich k ∈ N określamy funkcje fk : {0, 1}N → {0, 1}N jak niżej:

fk(a)(n) =


a(n) + a(n+ 1)− a(n)a(n+ 1), dla n = k,

a(n)a(n+ 1), dla n = k + 1,
a(n), w przeciwnym razie.

Każd ↪a z takich funkcji nazywamy weso l ↪a transformacj ↪a. Wyznacz moc zbioru G wszyst-
kich tych ci ↪agów należ ↪acych do {0, 1}N, które za pomoc ↪a skończonej liczby weso lych
transformacji można przekszta lcić w jakís element zbioru

B = {a ∈ {0, 1}N | ∃n ∈ N(∀i < n(a(i) = 1) ∧ ∀i ≥ n(a(i) = 0))}.
369.R Rozpatrzmy nast ↪epuj ↪ac ↪a relacj ↪e ∼ w N→ N:

f ∼ g wtw, gdy (∀k∃` f(k) ≤ g(`)) ∧ (∀k∃` g(k) ≤ f(`)).

(a) Udowodnić, że ∼ jest relacj ↪a równoważności w N→ N.
(b) Znaleźć moc ilorazu (N→ N)/∼.
(c) Znaleźć wszystkie liczby kardynalne, które s ↪a mocami klas abstrakcji [f ]∼.
(d) Zbiór F ⊆ N → N jest niezależny , gdy żadne dwa elementy F nie s ↪a w relacji ∼.

Czy istnieje maksymalny (ze wzgl ↪edu na inkluzj ↪e) zbiór niezależny?

370.R Niech ∼ b ↪edzie relacj ↪a z zadania 369. Rozpatrzmy nast ↪epuj ↪ac ↪a definicj ↪e porz ↪adku cz ↪eś-
ciowego � w (N→ N)/∼:

[f ]∼ � [g]∼ wtw, gdy ∀k∃` f(k) ≤ g(`).
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(a) Uzasadnić, że ta definicja jest poprawna i że relacja � jest porz ↪adkiem cz ↪eściowym.
Wskazać elementy najwi ↪eksze, najmniejsze, maksymalne i minimalne przy tym
uporz ↪adkowaniu.

(b) Czy � jest porz ↪adkiem liniowym?
(c) Czy � jest dobrym ufundowaniem?
(d) Czy każdy podzbiór (N→ N)/∼ ma kres dolny (górny) ze wzgl ↪edu na porz ↪adek �?

371.R Rozpatrzmy nast ↪epuj ↪ac ↪a relacj ↪e ∼ w N→ N:
f ∼ g wtw, gdy ∀k∃`(` ≥ k ∧ f(k) ≤ g(`)) ∧ ∀k∃`(` ≥ k ∧ g(k) ≤ f(`)).

(a) Udowodnić, że ∼ jest relacj ↪a równoważności w N→ N.
(b) Znaleźć moc ilorazu (N→ N)/∼.
(c) Znaleźć wszystkie liczby kardynalne, które s ↪a mocami klas abstrakcji [f ]∼.

372. Niech ∼ b ↪edzie relacj ↪a z zadania 371 i niech
[f ]∼ � [g]∼ wtedy i tylko wtedy, gdy ∀k∃`(` ≥ k ∧ f(k) ≤ g(`)).

(a) Uzasadnić, że ta definicja jest poprawna i że relacja � jest porz ↪adkiem cz ↪eściowym.
Wskazać elementy najwi ↪eksze, najmniejsze, maksymalne i minimalne przy tym
uporz ↪adkowaniu.

(b) Czy � jest porz ↪adkiem liniowym?
(c) Czy � jest dobrym ufundowaniem?
(d) Czy 〈N→ N/∼,�〉 jest krat ↪a zupe ln ↪a?

373.R Dane s ↪a trzy zwrotne i symetryczne relacje w N→ N:

• 〈f, g〉 ∈ r1 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego n zbiory f−1({n})
i g−1({n}) s ↪a równoliczne.

• 〈f, g〉 ∈ r2 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie n0, że dla każdego
n > n0 zbiory f−1({n}) i g−1({n}) s ↪a równoliczne.

• 〈f, g〉 ∈ r3 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego n : N zbiory f−1({n})
i g−1({n}) s ↪a równoliczne.

(a) Które z relacji r1, r2 i r3 s ↪a relacjami równoważności?
(b) Jakie funkcje wyznaczaj ↪a skończone klasy abstrakcji (dotyczy tych relacji spośród

r1, r2 i r3, które s ↪a relacjami równoważności)?

374.R Formu ly α i β s ↪a wspó lspe lnialne, gdy α∧ β jest spe lnialna. Zbiór formu l Z jest parami
spe lnialny , gdy każde dwa jego elementy s ↪a wspó lspe lnialne. Udowodnić, że dla dowol-
nego parami spe lnialnego zbioru formu l A istnieje taki parami spe lnialny zbiór Z, za-
wieraj ↪acy A, że dla dowolnej formu ly α 6∈ Z istnieje taka β ∈ Z, że koniunkcja α∧β nie
jest spe lnialna.

375.R Podzbiór B zbioru cz ↪eściowo uporz ↪adkowanego A nazwiemy parterowym, gdy wszystkie
 lańcuchy zawarte w B s ↪a co najwyżej dwuelementowe.

(a) Udowodnić, że każdy cz ↪eściowy porz ↪adek ma maksymalny podzbiór parterowy.
(b) Znaleźć moc rodziny wszystkich parterowych podzbiorów zbioru P(N) uporz ↪ad-

kowanego przez inkluzj ↪e. Wskazówka: Czy istnieje parterowy podzbiór o mocy C?
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376.R Niech P b ↪edzie rodzin ↪a wszystkich podzia lów w zbiorze N. Wiadomo, że jest to rodzina
mocy continuum. Dla P ∈ P niech:

f(P ) = {min(X) | X ∈ P},
gdzie min(X) oznacza najmniejszy element niepustego zbioru X.

(a) Zbadać, czy funkcja f jest różnowartościowa i czy jest na zbiór P(N).
(b) Znaleźć moc ilorazu P/ker(f) oraz zbioru Rg(f).
(c) Znaleźć wszystkie możliwe moce klas abstrakcji relacji ker(f).

377.R Niech Φ : P({0, 1}∗)→ {0, 1}∗, b ↪edzie tak ↪a funkcj ↪a, że dla dowolnego A, s lowo Φ(A) jest
najmniejszym elementem A w porz ↪adku leksykograficznym, a jeśli w A nie ma elementu
najmniejszego, to Φ(A) = ε.

(a) Czy Φ jest różnowartościowa, czy Φ jest ”na” ?
(b) Jaka jest moc zbioru klas abstrakcji i jakich mocy s ↪a klasy abstrakcji relacji ker(Φ) ?
(c) Czy istnieje taki zbiór A, że inf(A) jest określone i Φ(A) = ε 6= inf(A) ?
(d) Znaleźć moc zbioru Φ({A ∈ P({0, 1}∗) | ∀w∈A. w � 11111011010 }), gdzie �

oznacza porz ↪adek leksykograficzny.

378.R Funkcja F : P(N)→ P(NN × NN) dana jest wzorem:
F (A) = {〈f, g〉 | ∀a:N ((a ∈ A→ f(a) ≤ g(a)) ∧ (a 6∈ A→ g(a) ≤ f(a)))}.

(a) Udowodnić, że dla każdego A relacja F (A) jest cz ↪eściowym porz ↪adkiem.
(b) Znaleźć F−1(L), gdzie L to zbiór wszystkich porz ↪adków liniowych w NN.
(c) Znaleźć F−1(M), gdzie M to zbiór tych porz ↪adków, które maj ↪a element minimalny.
(d) Znaleźć F−1(D), gdzie D to zbiór wszystkich dobrych ufundowań zbioru NN.

379.R Funkcja G : NN → P(N) jest określona tak: G(f) = {n ∈ N | f(n) ≤ f(n+ 1)}.
(a) Czy funkcja G jest na P(N) ?
(b) Czy jest to funkcja różnowartościowa?
(c) Jakiej mocy jest zbiór wszystkich klas abstrakcji j ↪adra funkcji G?
(d) Jakiej mocy s ↪a klasy abstrakcji tej relacji?

380.R Jakiej mocy jest zbiór tych wszystkich funkcji f : P(N)→ P(N), że:

(a) każda rodzina zbiorów A ⊆ P(N) spe lnia równość f(
⋃
A) =

⋃
{f(Z) | Z ∈ A}?

(b)∗ dowolne dwa zbiory A i B spe lniaj ↪a równość f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B)?
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Rozwi
↪
azania i wskazówki do niektórych zadań

10a: W przeciwieństwie do schematu zdaniowego (p→ q)∨ (q → p), nasza formu la nie jest tautologi ↪a.
Na przyk lad w dziedzinie liczb naturalnych symbol p może oznaczać w lasność podzielności przez 3,
a symbol q w lasność podzielności przez 7.
10b: Tak (przy za lożeniu niepustości dziedziny). Jeśli bowiem wszystkie elementy y danej dziedziny
spe lniaj ↪a P (y), to warunek oczywíscie jest spe lniony. A jeśli znajdzie si ↪e takie a, że P (a) nie zachodzi,
to implikacja P (a)→ ∀yP (y) jest spe lniona ”walkowerem”.
10c: Nie. Wskazówka: wybór v zależy nie tylko od u ale także od x, a nawet od y.
13: Przyczyn ↪a b l ↪edu jest dwuznaczna konstrukcja ”dla każdego x i pewnego y”, która spowodowa la
pomieszanie kolejności kwantyfikatorów. W przypadku pierwszym zak ladamy w istocie, że zachodzi
warunek ∃y∀x. x ≤ y. Zaprzeczeniem tego warunku jest ∀y∃x. x > y, a w przypadku drugim za lożono
silniejsz ↪a w lasność ∃x∀y. x > y.
16a: Jeśli w zbiorze N przyjmiemy, że R(n) zachodzi dla n > 0, a warunek S określimy jako zawsze
fa lszywy, to przes lanka naszej formu ly ∀xR(x) → ∃yS(y) b ↪edzie spe lniona ”walkowerem”. Ale kon-
kluzja ∀x∃y(R(x) → S(y)) nie b ↪edzie spe lniona. Dla x = 5 nie znajdziemy takiego n, aby ze
spe lnionego warunku 5 > 0 wynika l niemożliwy warunek S(n). A wi ↪ec formu la (a) nie jest tautologi ↪a.
16b: Ta formu la jest tautologi ↪a, bo przes lanka i konkluzja s ↪a w istocie równoważne. Aby si ↪e o tym
przekonać przekszta lcimy konkluzj ↪e ∃x(R(x) → S(x)) najpierw do postaci ∃x(¬R(x) ∨ S(x)), potem
do postaci ∃x¬R(x) ∨ ∃xS(x), a nastepnie do ¬∀xR(x) ∨ ∃xS(x). W końcu dostajemy formu l ↪e
∀xR(x)→ ∃xS(x), różni ↪ac ↪a si ↪e od ∀xR(x)→ ∃y S(y) tylko nazw ↪a jednej zmiennej zwi ↪azanej.
17: Formu la ϕ o zmiennych p1, . . . , pn wyznacza funkcj ↪e λ%. [[ϕ]]%, typu ({p1, . . . , pn}→{0, 1})→ {0, 1}.
Takich funkcji jest dok ladnie 22n

, czyli skończenie wiele. W nieskończonym zbiorze formu l nad
p1, . . . , pn musz ↪a wi ↪ec być dwie wyznaczaj ↪ace tak ↪a sam ↪a funkcj ↪e. Takie formu ly s ↪a równoważne (maj ↪a
to samo znaczenie przy każdym wartościowaniu).
20a: Za lóżmy, że A − B = B − A i przypuśćmy, że x ∈ A. Gdyby x 6∈ B to x ∈ A − B, ale skoro
A−B = B−A, to x 6∈ A, sprzeczność. Zatem x ∈ B. Udowodnilísmy wi ↪ec, że A ⊆ B. Dowód inkluzji
odwrotnej jest podobny.
22a: Tak. Za lóżmy, że P(Y ) ⊆ X. Pokażemy, że wtedy Y ⊆

⋃
X. Weźmy dowolne y ∈ Y . Zauważmy,

że wtedy {y} ∈ P(Y ). Z za lożenia P(Y ) ⊆ X wynika, że {y} ∈ X. Mamy zatem y ∈ {y} i {y} ∈ X.
Na mocy definicji

⋃
X wynika st ↪ad, że y ∈

⋃
X.

22b: Nie. Jeśli X = {{1, 2}} i Y = {1}, to Y ⊆
⋃
X = {1, 2}, ale P(Y ) = {∅, {1}} 6⊆ X.

31: Do zbioru An należ ↪a te pary 〈x, y〉, które spe lniaj ↪a warunek x2 + y2 > 1
n2 → n(y − x2 − 1) ≥ 1.

Implikacja jest spe lniona wtedy i tylko wtedy, gdy jej poprzednik jest fa lszywy lub nast ↪epnik jest
prawdziwy. Szukamy zatem tych par, które spe lniaj ↪a warunek x2 +y2 ≤ 1

n2 (negacja poprzednika) lub
n(y−x2−1) ≥ 1 (nast ↪epnik). Pierwszy warunek opisuje ko lo o środku w punkcie 〈0, 0〉 i promieniu 1

n .
Drugi warunek jest równoważny nierówności y ≥ x2 + 1 + 1

n , która opisuje obszar powyżej paraboli
o równaniu y = x2 + 1 + 1

n . Ostatecznie, dla ustalonego n, zbiór An wygl ↪ada tak jak na rysunku 1
(górna cz ↪eść).

Policzymy teraz
⋃
n∈N−{0}An.  Latwo zauważyć, że ko la o środku 〈0, 0〉 i promieniu 1

n zawieraj ↪a si ↪e
w kole o środku 〈0, 0〉 i promieniu 1. Ponadto jeśli m > n, to obszar ograniczony od do lu parabol ↪a
o równaniu y = x2 + 1 + 1

m zawiera obszar ograniczony od do lu parabol ↪a o równaniu y = x2 + 1 + 1
n

(obszary wyznaczone przez parabole tworz ↪a ci ↪ag wst ↪epuj ↪acy). Wszystkie An s ↪a wi ↪ec zawarte w ob-
szarze widocznym w dolnej cz ↪eści rysunku 1 i to samo dotyczy sumy

⋃
n∈N−{0}An.

Z drugiej strony, ten obszar także zawiera si ↪e w naszej sumie. Istotnie, jeśli n rośnie do nieskoń-
czoności, to parabola o równaniu y = x2 + 1 + 1

n znajduje si ↪e coraz bliżej paraboli y = x2 + 1.
Każdy punkt 〈x, y〉 znajduj ↪acy si ↪e powyżej wykresu y = x2 + 1 leży wi ↪ec, dla dostatecznie dużego n,
powyżej paraboli y = x2 + 1 + 1

n , a wi ↪ec należy do sumy. A każdy punkt z ko la należy do A1. Zatem⋃
n∈N−{0}An wygl ↪ada jak na rysunku 1 (dolna cz ↪eść). (Punkty należ ↪ace do paraboli y = x2 + 1 nie

należ ↪a do żadnego ze zbiorów An, nie należ ↪a wi ↪ec do sumy.)
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Rysunek 1: Zadanie 31.

41a: Zacznijmy od tego, że
⋂

P(B) = {x ∈ B | ∀Z.Z ∈ P(B)→ x ∈ Z} = {x | x ∈ ∅} = ∅, dla dowol-
nego zbioru B. Zatem po prawej stronie pierwszej równości mamy singleton {∅} i należy udowodnić,
że
⋂
{P(B) | B ⊆ A} = {∅}. Inkluzja ”⊇” wynika st ↪ad, że zawsze ∅ ∈ P(B), przypuśćmy wi ↪ec, że

Z ∈
⋂
{P(B) | B ⊆ A}. Wtedy Z ∈ P(B) dla wszystkich B ⊆ A (w tym dla B = ∅). Jedynym

zbiorem o tej w lasności jest Z = ∅.
41b: Z zadania 28 wiemy, że

⋃
P(B) = B, dla dowolnego zbioru B, zatem prawa strona równości

to {B | B ⊆ A} = P(A). Mamy wi ↪ec pokazać, że
⋃
{P(B) | B ⊆ A} = P(A). Niech najpierw

Z ∈
⋃
{P(B) | B ⊆ A}. Wtedy Z ∈ P(B), dla pewnego B ⊆ A, sk ↪ad Z ⊆ A, czyli Z ∈ P(A). Na

odwrót, jeśli Z ∈ P(A), to Z należy do zbioru po lewej stronie, bo Z ∈ P(Z).
42a: Równość jest zawsze prawdziwa. Udowodnimy najpierw inkluzj ↪e ”⊆”. Niech x ∈

⋂
A ∩

⋂
B.

Oznacza to, że x ∈
⋂
A oraz x ∈

⋂
B. A zatem, dla dowolnego a ∈ A zachodzi x ∈ a, a także dla

dowolnego b ∈ B zachodzi x ∈ b. Należy wykazać, że x ∈ c dla dowolnego c ∈ A ∪ B. Jeśli jednak
c ∈ A ∪B, to albo c ∈ A albo c ∈ B. W każdym przypadku mamy x ∈ c.

Teraz zajmijmy si ↪e inkluzj ↪a ”⊇”. Za lóżmy, że x ∈
⋂

(A ∪B). A wi ↪ec x ∈ a dla każdego a ∈ A ∪B,
w szczególności dla każdego a ∈ A. St ↪ad x ∈

⋂
A. Podobnie x ∈

⋂
B, a zatem x ∈

⋂
A ∩

⋂
B.

42b: To nie zawsze prawda, na przyk lad jeśli A = {{0}, {1}}, B = {{0}, {2}}, to
⋂
A∩

⋂
B = ∅∩∅ =

∅, ale
⋂

(A ∩B) =
⋂
{{0}} = {0}.
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43a: Tak. Weźmy dowoln ↪a par ↪e 〈x, y〉; zachodzi wtedy nast ↪epuj ↪acy ci ↪ag równoważności:

〈x, y〉 ∈
⋂
A×

⋂
B, wtedy i tylko wtedy, gdy x ∈

⋂
A ∧ y ∈

⋂
B,

wtedy i tylko wtedy, gdy x ∈
⋂
A ∧ y ∈

⋂
B,

wtedy i tylko wtedy, gdy ∀α ∈ A(x ∈ α) ∧ ∀β ∈ B (y ∈ β),
wtedy i tylko wtedy, gdy ∀α ∈ A∀β ∈ B (x ∈ α ∧ y ∈ β),
wtedy i tylko wtedy, gdy 〈x, y〉 ∈

⋂
{α× β | α ∈ A ∧ β ∈ B}.

43b: Tak. Dla dowolnej pary 〈x, y〉 zachodz ↪a równoważności:

〈x, y〉 ∈
⋃
A×

⋂
B, wtedy i tylko wtedy, gdy x ∈

⋃
A ∧ y ∈

⋃
B,

wtedy i tylko wtedy, gdy ∃α ∈ A (x ∈ α) ∧ ∃β ∈ B (y ∈ β),
wtedy i tylko wtedy, gdy ∃α ∈ A∃β ∈ B (x ∈ α ∧ y ∈ β),
wtedy i tylko wtedy, gdy ∃α ∈ A∃β ∈ B 〈x, y〉 ∈ α× β,
wtedy i tylko wtedy, gdy 〈x, y〉 ∈

⋃
{α× β | α ∈ A ∧ β ∈ B}.

44: Definiujemy przez indukcj ↪e ci ↪ag nieskończonych zbiorów Ni ⊆ N, zaczynaj ↪ac od N0 = N, w ten
sposób, że liczby ni = minNi b ↪ed ↪a tworzy ly ci ↪ag ostro rosn ↪acy: n0 < n1 < . . . Za lóżmy, że Ni
jest już określone i niech Xi = {n ∈ Ni | {ni, n} ∈ X} oraz Yi = {n ∈ Ni | {ni, n} ∈ Y }. Jako Ni+1

wybieramy ten ze zbiorów Xi, Yi, który jest nieskończony (jeśli oba s ↪a nieskończone, to wybieramy Xi).
Oczywíscie Nj ⊆ Ni dla i < j, sk ↪ad wynika, że dla każdego i albo wszystkie pary {ni, nj} dla i < j
s ↪a w X, albo wszystkie s ↪a w Y . Zatem N = AX ∪ AY , gdzie AX = {ni | ∀j(i < j → {ni, nj} ∈ X)}
oraz AY = {ni | ∀j(i < j → {ni, nj} ∈ Y )}. Jeden z tych dwóch zbiorów musi wi ↪ec być nieskończony.
Jest to szukany zbiór A.
55a: Zacznijmy od sprawdzenia, że relacja r · r∗ jest przechodnia. Za lóżmy, że 〈x, y〉, 〈y, z〉 ∈ r · r∗.
Oznacza to, że 〈x, u〉 ∈ r, 〈u, y〉 ∈ r∗, 〈y, v〉 ∈ r, 〈v, z〉 ∈ r∗, dla pewnych u i v. Ale wtedy mamy
〈u, z〉 ∈ r∗ · r · r∗ ⊆ r∗ · r∗ · r∗ ⊆ r∗, bo relacja r∗ jest przechodnia i zawiera r. Skoro 〈x, y〉 ∈ r
oraz 〈u, z〉 ∈ r∗, to 〈x, z〉 ∈ r · r∗.

Jeśli s jest relacj ↪a przechodni ↪a zawieraj ↪ac ↪a r, to r ·r∗ ⊆ s ·(s∪1) bo s∪1 jest przechodnia i zwrotna.
Ale s · (s ∪ 1) ⊆ s (zadanie 51), wi ↪ec r · r∗ ⊆ s. A wi ↪ec r · r∗ jest najmniejsz ↪a relacj ↪a przechodni ↪a
zawieraj ↪ac ↪a r. Dowód równości r+ = r∗ · r jest analogiczny.
55b: Relacja r+ ∪ 1A jest przechodnia i zwrotna, i st ↪ad wynika inkluzja z lewej do prawej. Druga
inkluzja bierze si ↪e z tego, że r∗ jest przechodnia i zawiera identyczność.
56: Należy przyj ↪ać x r y wtedy i tylko wtedy, gdy {x, y} ∈ A.
57a: Nie. Niech A = {0, 1} i niech r1 = {〈0, 1〉}, r2 = {〈1, 0〉}. Relacje r1 i r2 s ↪a przeciwzwrotne, ale
ich z lożenie r1 · r2 = {〈0, 0〉} nie jest.
57b: Tak. NiechR b ↪edzie niepust ↪a rodzin ↪a relacji przeciwzwrotnych. Przypuśćmy, że 〈a, a〉 ∈

⋂
R dla

pewnego a. Z definicji iloczynu uogólnionego wynika, że dla każdego r ∈ R zachodzi a r a. Ponieważ
rodzina R jest niepusta, wi ↪ec a r a dla co najmniej jednej relacji r ∈ R. Ta relacja jest przeciwzwrotna,
wi ↪ec mamy sprzeczność.
57c: Tak. Niech R b ↪edzie rodzin ↪a relacji przeciwzwrotnych. Przypuśćmy, że 〈a, a〉 ∈

⋂
R. Wtedy

istnieje takie r ∈ R, że 〈a, a〉 ∈ r. Zatem r nie jest relacj ↪a przeciwzwrotn ↪a. Sprzeczność.
58a: Nie. Relacje r1 = {〈3, 2〉, 〈3, 4〉, 〈1, 6〉} i r2 = {〈2, 1〉, 〈4, 5〉, 〈6, 5〉}. s ↪a krzaczaste, ale ich z lożenie
r1 · r2 = {〈3, 1〉, 〈3, 5〉, 〈1, 5〉} nie jest relacj ↪a krzaczast ↪a.
58b: Tak. Niech R b ↪edzie dowoln ↪a niepust ↪a rodzin ↪a relacji krzaczastych i niech a, b, c ∈ A b ↪ed ↪a takie,
że 〈a, b〉, 〈a, c〉 ∈

⋂
R. To oznacza, że dla każdej relacji r ∈ R zachodzi a r b i a r c. Ponieważ r jest

z za lożenia krzaczasta, to ¬ b r c i ¬ c r b. Zatem 〈b, c〉 i 〈c, b〉 nie należ ↪a do żadnej relacji r ∈ R, z czego
wynika, że 〈b, c〉, 〈c, b〉 6∈

⋂
R.

58c: Nie. Na przyk lad relacje r1 = {〈3, 1〉, 〈3, 2〉} i r2 = {〈2, 1〉} w zbiorze {1, 2, 3} s ↪a krzaczaste, ale
ich suma r1 ∪ r2 = {〈3, 1〉, 〈3, 2〉, 〈2, 1〉} nie jest relacj ↪a krzaczast ↪a.
58d: Tak. Niech a, b, c ∈ A b ↪ed ↪a takie, że 〈a, b〉, 〈a, c〉 ∈

⋃
i∈N ri i przypuśćmy że 〈b, c〉 ∈

⋃
i∈N ri.

Z definicji sumy uogólnionej istniej ↪a takie i, j, k ∈ N, że a ri b, a rj c i b rk c. Niech m = max(i, j, k).
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Ponieważ relacje ri dla i ∈ N tworz ↪a ci ↪ag wst ↪epuj ↪acy, to a rm b, a rm c i b rm c. Zatem rm nie jest
relacj ↪a krzaczast ↪a – sprzeczność. Podobnie wyprowadzimy sprzeczność z za lożenia 〈c, b〉 ∈

⋃
i∈N ri.

69: Niech A,B ∈ P(N) i niech A 6= B, np. m ∈ A − B. Istnieje dok ladnie jedna taka para 〈n, i〉, że
m = α(n, i). Wtedy i ∈ g(A)(n) oraz i 6∈ g(B)(n). Zatem g(A)(n) 6= g(B)(n), a st ↪ad g(A) 6= g(B).
Funkcja g jest wi ↪ec różnowartościowa.

Funkcja g jest też ”na” N → P(N). Jeśli bowiem ϕ : N → P(N), to dla A = {α(n, i) | i ∈ ϕ(n)}
mamy g(A)(n) = {i ∈ N | α(n, i) ∈ A} = {i ∈ N | i ∈ ϕ(n)} = ϕ(n). A wi ↪ec g(A) = ϕ.
70: Za lóżmy przeciwnie, że dla każdego n istnieje taki zbiór Cn ∈ P(N), że Cn 6= f(n) dla wszystkich n
i wszystkich f ∈ Fn. Jeśli f = λn.Cn to f ∈ Fm dla pewnego m. Wtedy Cm = f(m), sprzeczność.
71: Sprawdzimy, że podane warunki s ↪a spe lnione przez funkcje:

f(n) =
{
k dla n postaci 2k
k dla n postaci 2k + 1 g(n) =

{
2k + 1 dla n postaci 2k
2k dla n postaci 2k + 1

(a) Liczby x i g(x) maj ↪a zawsze inn ↪a parzystość, zatem g(x) 6= x. (b) Dla dowolnego k ∈ N mamy
g(g(2k)) = g(2k+ 1) = 2k, i g(g(2k+ 1)) = g(2k) = 2k+ 1. A wi ↪ec zawsze g(g(x)) = x. (c) Dla k ∈ N
zachodz ↪a równości f(g(2k)) = f(2k + 1) = k = f(2k) oraz f(g(2k + 1)) = f(2k) = k = f(2k + 1).
Zatem f ◦ g = f . (d) Dla każdego n ∈ N mamy f(2n) = n, wi ↪ec f jest na N. (e) Obraz zbioru
wszystkich liczb parzystych w odwzorowaniu g to zbiór {g(n) | n parzyste}. Aby wykazać, że jest to
zbiór liczb nieparzystych, zauważmy, że (i) jeśli n = 2k to g(n) = 2k + 1 jest nieparzyste; (ii) jeśli
m = 2k + 1 jest nieparzyste, to g(2k) = m.
72a: Obrazem jest odcinek B = [2, 5]. Najpierw pokażemy, że f(A) ⊆ B. Jeśli 〈x, y〉 ∈ A, to 2 ≤ x ≤ 4
oraz −1 ≤ y ≤ 3, zatem f(x, y) =

√
x2 + y2 ≥

√
4 + 0 = 2 i f(x, y) =

√
x2 + y2 ≤

√
16 + 9 = 5. St ↪ad

wartość funkcji f(x, y) dla 〈x, y〉 ∈ A jest zawsze elementem [2, 5].
Teraz pokażemy, że B ⊆ f(A), tj. dla każdego z ∈ B istnieje takie 〈x, y〉 ∈ A, że f(x, y) = z.

Dla z ≤ 4 bierzemy x = z, y = 0. Dla z > 4 bierzemy x = 4, y =
√
z2 − 16.  Latwo sprawdzić, że

w obu przypadkach 〈x, y〉 istotnie jest elementem zbioru A.
72b: Szukamy par 〈x, y〉 ∈ N×N, dla których f(x, y) ∈ (−3, 3)∪{5}. Kwadrat jest zawsze nieujemny,
wi ↪ec f−1((−3, 3) ∪ {5}) = {〈x, y〉 ∈ R× R | (x2 + y2 < 9) ∨ (x2 + y2 = 25)}, co w przeci ↪eciu z N× N
daje zbiór {0, 1, 2}2 ∪ {〈3, 4〉, 〈4, 3〉, 〈0, 5〉, 〈5, 0〉} o 13 elementach. Rozwi ↪azanie ilustruje rysunek 2.
Jak wiadomo ze szkolnej geometrii, f(x, y) to odleg lość punktu 〈x, y〉 od pocz ↪atku uk ladu. Zatem
interesuj ↪a nas punkty (zaznaczone czarnymi kropkami), których odleg lość od 〈0, 0〉 jest mniejsza od 3
albo równa 5.

Rysunek 2: Zadanie 72b.
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73a: Nie. Na przyk lad f(∅) = f({〈0, 0〉}) = ∅.
73b: Tak. Dla X ⊆ N określimy tak ↪a relacj ↪e rX , że f(rX) = X. Dla każdego i ∈ X do relacji rX
należ ↪a pary 〈0, pi〉, 〈pi, p2

i 〉, ..., 〈pii, p
i+1
i 〉, gdzie pi to i-ta liczba pierwsza. Wtedy 〈0, pi+1

i 〉 ∈ ri oraz dla
żadnego n nie zachodzi ani 〈n, 0〉 ∈ r ani 〈pi+1

i , n〉. Zatem i ∈ X wtedy i tylko wtedy, gdy i ∈ f(rX).
73a: Tak. Relacja r = {〈0, 1〉, 〈0, 2〉, 〈2, 3〉, 〈3, 3〉} ie jest przechodnia (bo 〈0, 3〉 6∈ r) oraz f(r) = {0}
74: Niech h(x) = c(f−1({g(x)})), dla x ∈ A. Wtedy h(x) ∈ f−1({g(x)}, czyli f(h(x)) ∈ {g(x)}, dla
każdego x. A wi ↪ec f ◦ h = g.
115: Funkcja F jest na P(N), bo każdy podzbiór A ⊆ N jest postaci F (x), gdzie x jest ci ↪agiem stale
równym A. Ale nie jest różnowartościowa, bo np. F (x) = F (y) dla ci ↪agu sta lego x(i) = N i ci ↪agu

y(i) =
{
N, jeśli i jest parzyste;
∅, w przeciwnym przypadku.

Dla A = ∅, jedyny ci ↪ag x spe lniaj ↪acy warunek F (x) = ∅ to ci ↪ag sta ly x(i) = ∅. Zatem F−1({∅}) jest
jednoelementowy. Natomiast jeśli A 6= ∅ to F−1({A}) musi być nieskończony. Do tego przeciwobrazu
należ ↪a bowiem wszystkie funkcje yk postaci

yk(i) =
{
A, jeśli i = k;
∅, jeśli i 6= k,

gdzie k jest dowoln ↪a liczb ↪a naturaln ↪a. A wi ↪ec nie istnieje taki zbiór A ⊆ N, że F−1({A}) ma dok ladnie
cztery elementy.
116a: Przyk ladem funkcji f : P(N)→ P(N), która dla żadnego T nie jest postaci Φ(T ), jest

f(A) =
{
N, jeśli A = ∅;
∅, w przeciwnym przypadku.

116b: Jeśli T = {〈{x}, x〉 | x ∈ N}, to Φ(T ) = idP(N), bo wtedy
Φ(T )(a) = {x ∈ N | {x} ⊆ a} = {x ∈ N | x ∈ a} = a.

Aby uzyskać funkcj ↪e sta l ↪a musimy przyj ↪ać T = {〈∅, x〉 | x ∈ A}, dla wybranego A. Wtedy
Φ(T )(a) = {x ∈ N | x ∈ A} = A.

116c: Przypuśćmy, że Φ(T ) = Φ(S) i przy tym T 6= S, na przyk lad 〈a, x〉 ∈ T − S. Skoro x należy
do Φ(T )(a) = Φ(S)(a), to 〈b, x〉 ∈ S dla pewnego b ⊆ a. St ↪ad x ∈ Φ(S)(b) = Φ(T )(b), wi ↪ec jest takie
c ⊆ b, że 〈c, x〉 ∈ T . Wtedy c ⊆ a, wi ↪ec c = a. Zatem 〈a, x〉 = 〈c, x〉 ∈ S i mamy sprzeczność.
117: Niech f(0) = 0 oraz f(n) = n− 1, gdy n > 0. Jeśli teraz X = {0}, to mamy g(i) = f−i({0}) =
{n | f i(n) = 0} = {0, . . . , i}. A zatem g(i) 6= g(j), dla i 6= j.
119: Funkcja φ nie jest różnowartościowa. Jeśli np. f(x) = x + 1 dla x ∈ R, to φ(idR) = φ(f) = IQ.
Ale φ : RR na−→ P(R), bo dla dowolnego B ⊆ R zachodzi B = φ(f), gdzie

f(x) =
{
π, jeśli x ∈ B,
0, w przeciwnym przypadku.

120a: Jeśli n = 0 to relacja ϕ(n) = {〈0, n〉 | n ∈ N} jest przechodnia, bo przypadek 〈x, y〉, 〈y, z〉 ∈ ϕ(n)
zachodzi tylko wtedy, gdy x = y = 0. Jeśli jednak n 6= 0, to mamy 〈0, n〉, 〈n, n + 1〉 ∈ ϕ(n), ale
〈0, n+1〉 6∈ ϕ(n), wi ↪ec ϕ(n) nie jest przechodnia. Zatem ϕ−1(T ) = {n | ϕ(n) jest przechodnia} = {0}.
120b: Tak, bo

⋃
ϕ(N) to relacja zwyk lego porz ↪adku ≤ w N. Istotnie, jeśli 〈x, y〉 ∈

⋃
ϕ(N), to dla

pewnego n mamy 〈x, y〉 ∈ ϕ(n), a wi ↪ec albo x ≤ y = n albo x = n ≤ y. Na odwrót, jeśli x ≤ y, to
〈x, y〉 ∈ ϕ(y) ∈ ϕ(N), wi ↪ec 〈x, y〉 ∈

⋃
ϕ(N).

121a: Dla dowolnego n, przypadek 〈x, y〉, 〈y, z〉 ∈ ϕ(n) zachodzi w jednej z trzech sytuacji:

1. x = n, y = n, n ≤ z ≤ 2n;
2. n ≤ x ≤ 2n, y = 2n, z = 2n;
3. x = n, n ≤ y ≤ 2n i z = 2n.

W dwóch pierwszych przypadkach to, że 〈x, z〉 ∈ ϕ(n) jest oczywiste, w trzecim również, ponieważ
〈n, 2n〉 ∈ ϕ(n). A wi ↪ec relacja ϕ(n) jest przechodnia. Zatem przeciwobraz T to N.
121b: Nie, bo 〈1, 2〉, 〈2, 3〉 ∈

⋃
ϕ(N) (ponieważ 〈1, 2〉 ∈ ϕ(1) i 〈2, 3〉 ∈ ϕ(2)), ale 〈1, 3〉 6∈

⋃
ϕ(N).

Istotnie, gdyby tak by lo, to 〈1, 3〉 ∈ ϕ(n), dla pewnego n. Wtedy albo n = 1 i 3 ≤ 2, albo 3 = 2n, a
tak jedno jak i drugie jest niemożliwe.
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122a: Nie, bo obraz niepustego zbioru P musi być niepusty, wi ↪ec ∅ 6∈ Rg(ϕ).
122b: Nie, bo f(P) = g(P) = P, gdy f = idN oraz g = λn. if n ∈ P then n else 0.
122c: Na pocz ↪atek zauważmy, że f ∈ C wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ(f) = f(P) ∈ P(P), czyli gdy dla
wszystkich p ∈ P zachodzi f(p) ∈ P. Niech teraz h ∈ C • C. Wtedy h = f ◦ g dla pewnych f, g ∈ C
i dla każdego p ∈ P mamy g(p) ∈ P, a wi ↪ec też i h(p) = f(g(p)) ∈ P. St ↪ad h ∈ C. Na odwrót, jeśli
h ∈ C, to h = h ◦ idN ∈ C • C, bo oczywíscie idN ∈ C.
146a: Tak. Jeśli Z 6= Y , na przyk lad Z 6⊆ Y , to istnieje element z ∈ Z, który nie należy do Y . Wtedy
{z}RZ ∅, ale 〈{z},∅〉 6∈ RY . Zatem RZ 6= RY .
146b: Nie. Zauważmy bowiem, że klasa abstrakcji [Z]RZ

to zawsze zbiór P(Z). Mamy bowiem
〈X,Z〉 ∈ RZ wtedy i tylko wtedy, gdy X ∪Z = Z, czyli gdy X ⊆ Z. Rozpatrzmy teraz podzia l zbioru
P(N) na dwie sk ladowe: jedna z nich to zbiór {∅, {0}, {1}} a do drugiej należ ↪a wszystkie pozosta le
podzbiory N. Relacja równoważności wyznaczona przez ten podzia l nie jest postaci RZ (a wi ↪ec nie jest
wartości ↪a funkcji f), bo żaden ze zbiorów naszego podzia lu nie jest postaci P(Z). Pierwszy dlatego,
że ma 3 elementy, drugi dlatego, że nie należy do niego zbiór pusty.
151a: Symetria: Oczywista. Zwrotność: Jeśli x jest parzyste to x − x = 0, a zero jest podzielne
przez k. Jeśli zaś x jest nieparzyste, to x · x ≥ 0, przy czym nierówność jest ostra bo x 6= 0.

Przechodniość: Niech 〈x, y〉, 〈y, z〉 ∈ ρk. Wtedy x i z musz ↪a być tej samej parzystości co y. Zatem
wszystkie trzy liczby s ↪a parzyste albo wszystkie trzy s ↪a nieparzyste. W pierwszym przypadku mamy
x − z = (x − y) + (y − z). Suma liczb podzielnych przez k jest podzielna przez k, wi ↪ec 〈x, z〉 ∈ ρk.
W drugim przypadku x · z = (x · y) · (y · z) · 1

y2 > 0 i też dobrze.
151b: Wszystkie klasy abstrakcji naszej relacji s ↪a nieskończone. Jeśli a jest liczb ↪a nieparzyst ↪a, to
[a]ρk

= {b ∈ Z | b > 0} albo [a]ρk
= {b ∈ Z | b < 0}. A jeśli a jest parzyste, to wtedy mamy

[a]ρk
= {a+ nk | n ∈ Z i nk jest parzyste}. A wi ↪ec nie ma klasy k-elementowej.

151c: Jeśli k = 4 to mamy 4 klasy abstrakcji:
• Klas ↪e liczb nieparzystych dodatnich;
• Klas ↪e liczb nieparzystych ujemnych;
• Klas ↪e liczb podzielnych przez 4;
• Klas ↪e liczb parzystych niepodzielnych przez 4.

W przypadku k = 3 jest pi ↪eć klas:
• Klasa liczb nieparzystych dodatnich;
• Klasa liczb nieparzystych ujemnych;
• Klasa liczb parzystych podzielnych przez 3;
• Klasa liczb parzystych daj ↪acych reszt ↪e 1 z dzielenia przez 3;
• Klasa liczb parzystych daj ↪acych reszt ↪e 2 z dzielenia przez 3.

152: Żadna z tych relacji nie jest relacj ↪a równoważności, bo żadna nie jest zwrotna. Z zadania 119
wynika, że φ(f) = ∅ dla pewnej funkcji f . Wtedy oczywíscie 〈f, f〉 6∈ r. Mamy też φ(f)× φ(f) = ∅,
a skoro zbiór pusty nie jest relacj ↪a równoważności w R, to 〈f, f〉 6∈ s.
153a: Nie. Jeśli idN : N→ N jest funkcj ↪a identycznościow ↪a to zawsze Φ(idN)(A) = A. Ale dla funkcji
nast ↪epnika s mamy także Φ(s)(A) = A, dla dowolnego A. Istotnie,

Φ(s)(A) = f−1({s(n) | n ∈ A}) = {m ∈ N | ∃n ∈ A (s(m) = s(n))} =
= {m ∈ N | ∃n ∈ A (m = n)} = A.

A wi ↪ec Φ(idN) = Φ(s), chociaż idN 6= s.
153b: Nie. Nietrudno zauważyć, że jeśli A 6= ∅, to także f−1(f(A)) 6= ∅. Zatem na przyk lad funkcja
sta la F : P(N)→ P(N), określona warunkiem F (A) = ∅, nie jest wartości ↪a funkcji Φ.
153c: Zauważmy, że Φ−1({idP(N)}) = {f ∈ NN | ∀A ⊆ N (f−1(f(A)) = A)}. Natomiast warunek
∀A ⊆ N (f−1(f(A)) = A) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f jest funkcj ↪a różnowartościow ↪a. Mamy
bowiem f−1(f(A)) = {m ∈ N | ∃n ∈ A (f(n) = f(m))}. Dla różnowartościowej funkcji f , równość
f(n) = f(m) zachodzi tylko dla n = m i mamy
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f−1(f(A)) = {m ∈ N | ∃n ∈ A (n = m)} = A.
W przeciwnym razie f(n) = f(m) dla pewnych n 6= m, wi ↪ec {n}  {n,m} ⊆ f−1(f({n})). A zatem
Φ−1({idP(N)}) to zbiór wszystkich funkcji różnowartościowych z N do N.
153d: Na pocz ↪atek zauważmy, że n ∈ Φ(f)(A) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f(n) ∈ f(A), czyli
gdy f(n) = f(m) dla pewnego m ∈ A. Przyjmuj ↪ac wi ↪ec r = {〈x, y〉 | f(x) = f(y)},  latwo otrzymujemy
równoważność n ∈ Φ(f)(A) ⇔ ∃m ∈ A (n ∈ [m]r), z której natychmiast wynika teza.
155a: Aby wykazać, że F jest różnowartościowa, za lóżmy, że F (R) = F (S) dla pewnych relacji R
i S, i przypuśćmy, że mRn. Wtedy F (R)(m,n) = |m −m| = 0, bo zachodzi mRm ∧mRn. A zatem
F (S)(m,n) = 0, co oznacza, że istniej ↪a takie x, y, że |x − y| = 0 oraz mSx ∧ ySn. Wtedy x = y,
a zatem mSn z przechodniości. Pokazalísmy wi ↪ec, że R ⊆ S. Podobnie S ⊆ R, co oznacza, że R = S.
Funkcja F nie jest surjekcj ↪a, ponieważ dla dowolnego R ∈ R i dowolnego n ∈ N mamy zawsze
F (R)(n, n) = 0. Zatem np. funkcja stale równa 7 nie należy do Rg(F ).
155(b)i: Przeciwobraz zbioru wszystkich funkcji sta lych jest niepusty, bo F (N×N) jest funkcj ↪a stale
równ ↪a zero.
155(b)ii: Przeciwobraz zbioru wszystkich funkcji różnowartościowych jest pusty. Żadna funkcja F (R)
nie jest różnowartościowa, bo zawsze F (R)(2, 3) = F (R)(3, 2).
155(b)iii: Przeciwobraz zbioru wszystkich surjekcji jest niepusty, bo jeśli ∆N jest relacj ↪a identycznoś-
ciow ↪a to F (∆N)(m, 0) = |m− 0| = m, dla dowolnego m ∈ N, a wi ↪ec F (∆N) jest na N.
156a: Relacja r jest j ↪adrem przekszta lcenia λf. f(N).
156b: Funkcja stale równa 1 to jedyna funkcj ↪a, której zbiorem wartości jest {1}. Zatem [λx 1]r = {λx 1}.
Natomiast idN(N) = N, wi ↪ec [idN]r to zbiór wszystkich funkcji na N.
156c: Nie, bo np. funkcja λn 2n jest różnowartościowa a nie jest w relacji z idN.
156d: Przypuśćmy, że [f ]r = {f, g} dla pewnych f 6= g. Wtedy f(n) 6= g(n), dla pewnego n,
przypuśćmy wi ↪ec, że f(n) = a i g(n) = b, przy tym a 6= b. Dla pewnego m mamy też f(m) = b.
Weźmy teraz takie k, że k 6= m,n, na przyk lad k = m + n + 1. Określimy now ↪a funkcj ↪e h : N → N.
Jeżeli f(k) = a, to niech h(m) = a, h(k) = b. Jeżeli f(k) = b, to niech h(m) = b, h(k) = a. Jeżeli
natomiast f(k) 6= a, b to przyjmijmy h(m) = f(k) i h(k) = b. Dla pozosta lych x ∈ N niech h(x) = f(x).
Wtedy h(N) = f(N) oraz w każdym przypadku h(y) 6= f(y) dla przynajmniej jednego y. Na dodatek
h(n) 6= g(n), wi ↪ec h 6= f, g i h ∈ [f ]r. A zatem nasza klasa ma trzeci element.
156e: Oczywíscie nie, bo jest nieskończenie wiele podzbiorów N.
157a: Relacja r jest j ↪adrem przekszta lcenia λf. f−1(Parz ).
157b: Ponieważ (λx 2)−1(Parz ) = {y : N | 2 ∈ Parz} = N, wi ↪ec klasa [λx 2]r sk lada si ↪e ze wszystkich
tych funkcji g, które przyjmuj ↪a wy l ↪acznie wartości parzyste:

[λx 2]r = {g : N→ N | g−1(Parz ) = N} = {g : N→ N | ∀n:N. g(n) ∈ Parz}.
Ponieważ id−1

N (Parz ) = {n : N | n ∈ Parz} = Parz , wi ↪ec klasa [idN]r sk lada si ↪e ze wszystkich funkcji,
które przyjmuj ↪a wartości parzyste dla parzystych argumentów i nieparzyste dla nieparzystych:

[idN]r = {g : N→ N | g−1(Parz ) = Parz} = {g : N→ N | ∀n:N (n ∈ Parz ⇐⇒ g(n) ∈ Parz )}.
157c: Nie, bo funkcja f , która każdej liczbie parzystej x przypisuje x+1, a każdej nieparzystej y przy-
pisuje y−1, jest ”na”, ale nie jest w relacji z idN. Istotnie, f−1(Parz ) = N−Parz i id−1

N (Parz ) = Parz .
157d: Niech f : N → N b ↪edzie dowoln ↪a funkcj ↪a i niech f ′ : N → N b ↪edzie takie, że f ′(0) = f(0) + 2
oraz f ′(x) = f(x) dla x 6= 0. Wtedy f 6= f ′ ale przeciwobrazy zbioru Parz przy f i przy f ′ s ↪a takie
same, czyli f r f ′. A wi ↪ec każda klasa ma co najmniej dwa elementy.
158a: Zwrotność i symetria wynikaj ↪a wprost z definicji, zatem wystarczy pokazać, że r jest przechod-
nia. Zauważmy, że dla dowolnych n, m zachodzi równość

fn ◦ gm = gm ◦ fn. (1)
Za lóżmy, że 〈x, y〉 ∈ r i 〈y, z〉 ∈ r. Wtedy istniej ↪a takie n1, m1, n2 i m2, że:

fn1(gm1(x)) = fn1(gm1(y)) (2)
fn2(gm2(y)) = fn2(gm2(z)). (3)

Mamy wi ↪ec nastepuj ↪ace równości:
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fn1+n2(gm1+m2(x))
= fn2(gm2(fn1(gm1(x)))) (1)
= fn2(gm2(fn1(gm1(y)))) (2)
= fn1(gm1(fn2(gm2(y)))) (1)
= fn1(gm1(fn2(gm2(z)))) (3)
= fn1+n2(gm1+m2(z)) (1)

Wynika st ↪ad, że 〈x, z〉 ∈ r. Zatem r jest przechodnia.
158b: Za lóżmy, że r = 1A. Pokażemy, że f i g s ↪a różnowartościowe. Dla dowolnych x, y ∈ A,
jeśli f(x) = f(y), to 〈x, y〉 ∈ r i musi zachodzić x = y, bo r = 1A. Zatem f jest różnowartościowa.
Analogicznie g jest również różnowartościowa.

Dla dowodu w przeciwn ↪a stron ↪e za lóżmy, że f i g s ↪a różnowartościowe. Zauważmy, że wtedy
wszystkie z lożenia postaci fn ◦ gm też s ↪a różnowartościowe. Pokażemy, że r = 1A. Niech 〈x, y〉 ∈ r.
Istniej ↪a wtedy takie n i m, że fn(gm(x)) = fn(gm(y)). Wynika st ↪ad, że x = y. Dowodzi to, że jeśli
〈x, y〉 ∈ r, to x = y. Zatem r = 1A.
158c: Niech g = idN i niech f b ↪edzie określona nast ↪epuj ↪aco:

f(n) =
{
p, jeśli n = pk, gdzie p jest liczb ↪a pierwsz ↪a i k ∈ N− {0};
n, w przeciwnym przypadku.

Oczywíscie f ◦ g = g ◦ f . Zauważmy, że jeśli p jest liczb ↪a pierwsz ↪a i k1, k2 ∈ N−{0}, to 〈pk1 , pk2〉 ∈ r.
Wynika st ↪ad, że klasa abstrakcji [p]r dla liczby pierwszej p jest nieskończona.

Jeśli p1 i p2 s ↪a różnymi liczbami pierwszymi, to 〈p1, p2〉 /∈ r, czyli [p1]r 6= [p2]r. Ponieważ istnieje
nieskończenie wiele liczb pierwszych, wi ↪ec r ma nieskończenie wiele nieskończonych klas abstrakcji.
159a: Zwrotność wynika wprost z definicji a symetria wynika z symetryczności relacji s. Pozostaje
udowodnić przechodniość. Z za lożenia

∀x y z [x r y ∧ x r z ⇒ y r z], (1)
wynika, że relacja r ma takie w lasności:

x r y ⇒ y r y (stosujemy (1) dla z = y) (2)
x0 r x1 r x2 ⇒ x2 r x1 (stosujemy (1) do r(x1, x2) i r(x1, x1)) (3)

x0 r x1 r x2 r x3 ⇒ x1 r x3 (stosujemy (1) do r(x2, x1) i r(x2, x3)). (4)
Aby wykazać przechodniość relacji 1A ∪ (s · s · s) udowodnimy, że s · s · s · s ⊆ s · s · s. Zapiszmy x r y
jako x −→ y, a x r−1 y jako x ←− y. Niech x0 s x1 s x2 s x3 s x4. Wtedy x0 jest po l ↪aczony z x4

ci ↪agiem czterech strza lek. Z (3) wynika, że jeśli w tym ci ↪agu s ↪a trzy kolejne strza lki w t ↪e sam ↪a stron ↪e,
to 〈x0, x4〉 ∈ s · s · s. W przeciwnym przypadku, jeśli we wspomnianym ci ↪agu jest zmiana kierunku
strza lek postaci←−−→, to z (1) wynika, że 〈x0, x4〉 ∈ s · s · s. Zostaje jeden przypadek nierozpatrzony
postaci −→−→←−←−. Ale wtedy drug ↪a strza lk ↪e można odwrócić przy użyciu (2).
159b: Za lóżmy, że r jest przechodnia. Wtedy r−1 jest również przechodnia. Zauważmy, że jeśli x r y r z
lub x r−1 y r−1 z lub x r−1 y r z to x s z. Z tego  latwo wynika, że s · s · s ⊆ s · s. Zatem 1A ∪ (s · s) jest
przechodnia. Zwrotność i symetria jak w zadaniu 159a.
159c: Za lóżmy, że r jest symetryczna. Jeśli x s y s z, to x r y r z i zatem x r z (1). Wynika st ↪ad, że
relacja 1A ∪ s jest przechodnia. Zwrotność i symetria jak w zadaniu 159a.
160a: Udowodnimy tez ↪e przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na m. Inaczej mówi ↪ac udowodnimy, ze każde
m ∈ N ma w lasność ∀k, l:N.m+ (k + l) = (m+ k) + l.

Po pierwsze, 0 + (k + l) = (k + l) = (0 + k) + l, po drugie z warunku m + (k + l) = (m + k) + l
wynika s(m) + (k + l) = s(m+ (k + l)) = s((m+ k) + l) = s(m+ k) + l = (s(m) + k) + l.
160b: Indukcja ze wzgl ↪edu na m. Po pierwsze 0 + k = k, a wi ↪ec warunek 0 + k = 0 oznacza, że k = 0.
Po drugie równość s(m) + k = s(m) implikuje s(m + k) = s(m) (bo s(m) + k = s(m + k)). Zatem
m+ k = m, a wi ↪ec k = 0 z za lożenia indukcyjnego.
160c: Gdyby k+l = 0 i k 6= 0, to k = s(k′), dla pewnego k′. Zatem 0 = k+l = s(k′)+l = s(k′+l) 6= 0,
sprzeczność.
160d: Indukcja ze wzgl ↪edu na m. Po pierwsze 0 + 0 = 0 z definicji, po drugie s(m) + 0 = s(m+ 0) =
s(m), wprost z za lożenia indukcyjnego.
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160e: Indukcja ze wzgl ↪edu na m. Po pierwsze s(0) + k = s(0 + k) = s(k) = 0 + s(k). Po drugie,
z równości s(m) + k = m+ s(k) wynika s(s(m)) + k = s(s(m) + k) = s(m+ s(k)) = s(m) + s(k).
160f: Indukcja ze wzgl ↪edu na m. Dla m = 0 wynika natychmiast z cz ↪esci (d). Krok indukcyjny wynika
z cz ↪esci (e): s(m) + k = s(m+ k) = s(k +m) = s(k) +m = k + s(m).

173: Skoro A ∼ B, to istnieje bijekcja f : A 1−1−→
na

B. Zdefiniujemy ϕ : P (A)× P (B) 1−1−→
na
{0, 1, 2, 3}A :

ϕ(〈X,Y 〉)(a) =


0 jeśli a /∈ X i f(a) /∈ Y,
1 jeśli a ∈ X i f(a) /∈ Y,
2 jeśli a /∈ X i f(a) ∈ Y,
3 jeśli a ∈ X i f(a) ∈ Y.

Funkcja ϕ jest różnowartościowa, bo jeśli 〈X,Y 〉 6= 〈X ′, Y ′〉, to X 6= X ′ lub Y 6= Y ′. Przypuśćmy na
przyk lad, że X 6= X ′. Wtedy istnieje element a, który odróżnia X i X ′, tzn. a ∈ X−X ′ lub a ∈ X ′−X.
Przypuśćmy, że zachodzi a ∈ X − X ′. Wtedy ϕ(〈X,Y 〉)(a) ∈ {1, 3} i ϕ(〈X ′, Y ′〉)(a) ∈ {0, 2}, czyli
ϕ(〈X,Y 〉) 6= ϕ(〈X ′, Y ′〉). Pozosta le trzy przypadki s ↪a analogiczne.

Aby pokazać, że ϕ jest ”na”, należy dla h : A → {0, 1, 2, 3} wskazać takie X,Y , że ϕ(〈X,Y 〉) = h.
Pokażemy, że X = h−1({1, 3}), Y = f(h−1({2, 3})) s ↪a dobre.

Weźmy a ∈ A. Przypuśćmy, że h(a) = 0. Wtedy oczywíscie h(a) 6= 1, 3 oraz h(a) 6= 2, 3, wi ↪ec
a 6∈ h−1({1, 3}) = X oraz f(a) /∈ f(h−1({2, 3})) = Y . Zatem z definicji, ϕ(〈X,Y 〉)(a) = 0. Podobnie,
jeśli h(a) = 1, to a ∈ h−1({1, 3}) = X i f(a) /∈ f(h−1({2, 3})) = Y , zatem ϕ(〈X,Y 〉)(a) = 1. Pozosta le
dwa przypadki s ↪a analogiczne.
195: Niech C oznacza zbiór wszystkich funkcji ci ↪ag lych z R do R. Rozpatrzmy przekszta lcenie
F : C → RQ dane przez F (f) = f |Q. To przekszta lcenie jest różnowartościowe, bo każda liczba rzeczy-
wista r jest granic ↪a pewnego ci ↪agu liczb wymiernych (qn)n∈N. Jeśli wi ↪ec funkcje f i g s ↪a ci ↪ag le i fQ = gQ
to z równości f(qn) = g(qn) dla n ∈ N wynika f(r) = limn→∞ f(qn) = limn→∞ g(qn) = g(r). Ponieważ
moc ↪a zbioru RQ jest Cℵ0 = C, wi ↪ec C ≤ C. Nierówność w przeciwn ↪a stron ↪e jest oczywista (wystarczy
ograniczyć si ↪e do funkcji sta lych), wi ↪ec C = C.
207: Każdemu wielomianowi f można przypisać funkcj ↪e α : N → R, która liczbie n przypisuje
wspó lczynnik wielomianu f przy xn. A wi ↪ec zbiór wszystkich wielomianów jest mocy co najwyżej
takiej jak zbiór RN, czyli Cℵ0 = C. Ponieważ zbiór wszystkich wielomianów sta lych jest mocy C, wi ↪ec
zbiór wszystkich wielomianów jest też mocy C. St ↪ad od razu wynika, że każda klasa abstrakcji relacji r
i zbiór wszystkich klas s ↪a mocy co najwyżej C.

Niech f = anx
n + · · ·+ a2x

2 + a1x+ a0. Do klasy [f ]r należ ↪a wszystkie wielomiany majace postać
f = anx

n + · · · + a2x
2 + a1x + b, gdzie b jest dowoln ↪a liczb ↪a rzeczywist ↪a. Zatem klasa [f ]r jest co

najmniej (a wi ↪ec dok ladnie) mocy C.
Dla a 6= b wielomiany ax3 i bx3 nie s ↪a w relacji, bo ich różnica jest stopnia 3. Zatem zbiór klas

abstrakcji też jest mocy C.
215: Tak, bo 24 = 42.
217: Wskazówka: Ko lo otwarte plus dowolny podzbiór okr ↪egu daj ↪a w sumie zbiór wypuk ly.

220: Ponieważ (P(N) → {{0}, {1}}) ⊆ F , a zbiór P(N) → {{0}, {1}} jest mocy 2C, wi ↪ec 2C ≤ F .
Nierówność w przeciwn ↪a stron ↪e wynika z inkluzji F ⊆ (P(N)→ P(N)), a zatem F = 2C.
221: Niech F b ↪edzie rodzin ↪a wszystkich funkcji okresowych z Z w {0, 1}. Rozważmy funkcje:

fn(x) =
{

1 jeśli x = kn dla pewnego k ∈ Z,
0 w przeciwnym przypadku,

Ewidentnie funkcje fn, dla n ∈ N, s ↪a parami różne, zatem rodzina F jest nieskończona. Aby wykazać,
że F jest przeliczalna, określimy injekcj ↪e ϕ : F 1−1−→ {0, 1}∗, przyjmuj ↪ac ϕ(f) = f(0)f(1) . . . f(k − 1),
gdzie k jest najmniejsz ↪a niezerow ↪a liczb ↪a naturaln ↪a tak ↪a że f(x) = f(x + k) dla wszystkich x ∈ Z.
Przypuśćmy, że ϕ(f) = ϕ(g) = x0x1 . . . xk−1 . Wtedy f(i) = xi = g(i) dla i ∈ {0, 1, . . . , k − 1}. Na
mocy okresowości, dla i ∈ {0, 1, . . . k − 1} i dowolnego j ∈ Z zachodzi

f(i+ jk) = f(i+ (j − 1)k) = · · · = f(i) = = g(i) = g(i+ k) = g(i+ 2k) = · · · = g(i+ jk).
St ↪ad, funkcje f i g przyjmuj ↪a takie same wartości na liczbach ca lkowitych postaci i+ jk dla dowolnych
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i ∈ {0, 1, . . . , k− 1}, oraz j ∈ Z. Pozostaje zauważyć, że każda liczba ca lkowita jest tej postaci, zatem
funkcje f i g s ↪a w istocie równe.
222: Wskazówka: rozpatrzmy sum ↪e

⋃
{{A ∈ R : minA = k} : k ∈ N}.

223a: (a) Tak. (b) Wskazówka: ga l ↪ezie nieskończonego pe lnego drzewa binarnego maj ↪a skończone
cz ↪eści wspólne.
224: Wskazówka: Rozwi ↪azać najpierw zadania 181 i 195.
226: Z zadania 69 wynika, że zbiór wszystkich funkcji z N do P(N) jest mocy continuum. Zatem
zbiór R funkcji różnowartościowych z N do P(N) jest mocy co najwyżej continuum.

Niech F : (N → {0, 1}) → R b ↪edzie określona tak: F (α)(n) = {α(n), n + 2}, dla α : N → {0, 1}.
Funkcja F jest dobrze określona, bo dla m 6= n mamy m + 2 6∈ F (α)(n) a wi ↪ec funkcje F (α) s ↪a
różnowartościowe. Niech teraz α, β : N→ {0, 1} i niech α 6= β, tj. α(n) 6= β(n) dla pewnego n. Wtedy
α(n) ∈ {α(n), n+ 2}, ale α(n) 6∈ {β(n), n+ 2}, bo α(n) 6= β(n) oraz α(n) < n+ 2. Zatem funkcja F
jest różnowartościowa, a st ↪ad moc zbioru R jest co najmniej continuum. Z tw. Cantora-Bernsteina
wnioskujemy, że R = C. Natomiast moc zbioru surjekcji z N na P(N) jest zero. Zbiór ten jest pusty,
bo N = ℵ0 < C = P(N).
232: Wskazówka: zastosować metod ↪e przek ↪atniow ↪a.
234: Wskazówka: Przypuśćmy, że jest funkcja f : A∪B na−→ R×R. Jest takie x, że dla dowolnego y,
punkt (x, y) nie należy do f(A). Podobnie dla drugiej wspó lrz ↪ednej. Ostatecznie jest (x, y) 6∈ f(A∪B).
235: Wskazówka 1: Zauważyć, że A×B =

⋃
b∈B A× {b} i uogólnić zadanie 234.

Wskazówka 2: Jeśli f : A×B na−→ RB , to R−{f(a, b)(b) | a ∈ A} 6= ∅, dla dowolnego b ∈ B. Funkcja
wyboru dla rodziny tych zbiorów nie należy do Rg(f).

238: Zbiór F jest mocy 2C. Nierówność F ≤ 2C wynika st ↪ad, że F ⊆ RR, a ten ostatni zbiór ma
moc CC = 2C. Aby wykazać, że F ≥ 2C, zauważmy najpierw, że zbiór QR−N jest także mocy 2C, bo
R− N = C. Funkcja ξ : QR−N 1−1−→ F może zaś być określona warunkiem

ξ(f)(x) =
{
π, jeśli x ∈ N,
f(x), w przeciwnym przypadku.

239: Funkcja przypisuj ↪aca każdej liczbie n jej klas ↪e abstrakcji [n]r jest na N − {0}/r, wi ↪ec zbiór
ilorazowy jest mocy co najwyżej ℵ0. Wystarczy wi ↪ec sprawdzić, że nasz zbiór jest mocy co najmniej ℵ0,
czyli że istnieje nieskończenie wiele klas abstrakcji. Tak jest, bo każda liczba pierwsza wyznacza inn ↪a
klas ↪e abstrakcji, wi ↪ec zbiór klas abstrakcji relacji r jest mocy ℵ0.

240: Oczywíscie U ≤ C bo zbiór wszystkich funkcji z N do N jest mocy C. Zdefiniujemy teraz funkcj ↪e
F : NN → U . Poniżej, w3(n) oznacza najwi ↪eksze takie r, że n dzieli si ↪e przez 3r.

F (f)(n) =
{
f(k), jeśli n = 2k;
w3(n), w przeciwnym przypadku.

Funkcja F jest dobrze określona, tj, F (f) ∈ U dla f : N→ N, bo dla dowolnego r istnieje nieskończenie
wiele liczb nieparzystych, które w rozk ladzie na czynniki pierwsze daj ↪a r trójek. Funkcja F jest też
różnowartościowa, bo dla f(k) 6= g(k) zachodzi F (f)(2k) 6= F (g)(2k). A wi ↪ec moc U jest co najmniej
taka jak moc zbioru NN, z czego ostatecznie wynika F = C.
241: Ponieważ R ∼ (N → P(N)), na mocy zadania 69, wi ↪ec wystarczy udowodnić, że jeśli N → P(N)
jest sum ↪a postaci

⋃
{Fn | n ∈ N} to co najmniej jeden ze zbiorów Fn jest mocy continuum. Wynika

to natychmiast z zadania 70.
242: Zbiór A jest mocy 1, bo jeśli jednym ze sk ladników podzia lu N jest N−{7} to pozosta le sk ladniki
tworz ↪a podzia l zbioru {7}. Oczywíscie można to zrobić tylko na jeden sposób (bo sk ladniki musz ↪a
być niepuste). Zbiór {7, 49} można podzielić na dwa sposoby (jedna lub dwie sk ladowe), zatem B jest
mocy dwa. Natomiast zbiór C jest pusty (mocy 0), bo zawsze 0 ∈ [0]r.
243: Moc zbioru wszystkich funkcji z N do N jest równa ℵℵ0

0 = C, zatem moc zbioru F jest co naj-
wyżej C. Aby stwierdzić, ze jest też co najmniej C, wystarczy zauważyć, że F zawiera zbiór ci ↪agów
zerojedynkowych, który jest mocy 2ℵ0 = C. Skoro C ≤ F ≤ C, wi ↪ec F = C.
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244: Moc N → N jest równa ℵℵ0
0 = C, zatem moc zbioru zygzaków jest co najwyżej C. Pokażemy,

że jest ona też co najmniej C, czyli że jest równa C. W tym celu określimy injekcj ↪e F : 2N 1−1−→ Z,
gdzie Z oznacza zbiór wszystkich zygzaków. Dla dowolnego ci ↪agu α ∈ 2N, funkcj ↪e F (α) definiujemy
przez indukcj ↪e, przyjmuj ↪ac F (α)(0) = 0, F (α)(2n+ 2) = F (α)(2n+ 1)− 1 oraz:

F (α)(2n+ 1) =
{
α(2n) + 1, jeśli α(n) = 0;
α(2n) + 2, jeśli α(n) = 1

Każde zero w ci ↪agu α odpowiada w F (α) zwi ↪ekszeniu wartości o jeden i zmniejszeniu o jeden. Każda
jedynka odpowiada przyrostowi o 2 i spadkowi o jeden. Wartość funkcji F (α) dla nieparzystych
argumentów jest zawsze dodatnia, a wi ↪ec F jest dobrze określona. Jeśli teraz α 6= β i n jest najmniejsz ↪a
liczb ↪a tak ↪a, że α(n) 6= β(n), to funkcje F (α) i F (β) różni ↪a si ↪e w punkcie 2n+ 1.
245: Dla α : N→ {0, 1} niech F (α) : N→ N b ↪edzie funkcj ↪a określon ↪a tak:

F (α)(2n) = n, oraz F (α)(2n+ 1) = α(n), dla dowolnego n ∈ N.
Ponieważ zawsze n ≤ 2n oraz α(n) ≤ 1 ≤ 2n + 1 wi ↪ec mamy F (α)(k) ≤ k, dla każdego k ∈ N.
Inaczej mówi ↪ac F (α) ∈ A. Co wi ↪ecej, w istocie mamy F (α) ∈ B, bo funkcja F (α) przyjmuje wszystkie
wartości w N. Określone w ten sposób przekszta lcenie F : (N → {0, 1}) → B jest różnowartościowe.
Jeśli bowiem α, β ∈ N oraz α 6= β, powiedzmy α(n) 6= β(n), to wtedy F (α)(2n + 1) 6= F (β)(2n + 1),
sk ↪ad F (α) 6= F (β). Wynika st ↪ad, że zbiór B (a tym bardziej zbiór A) jest mocy co najmniej takiej jak
moc N → {0, 1} czyli C. Z drugiej strony B ⊆ A ⊆ N → N, a ponieważ N → N też jest mocy C, wi ↪ec
mamy B ≤ A ≤ C. Z twierdzenia Cantora-Bernsteina otrzymujemy A = B = C.

Moc zbioru C jest równa 1. Pokażemy przez indukcj ↪e, że jeśli f ∈ C, to f(n) = n. Istotnie,
przypuśćmy, że dla i < n mamy f(i) = i i rozpatrzmy wartość f(n). Gdyby f(n) < n, to z za lożenia
indukcyjnego f(n) = f(f(n)) i funkcja f nie by laby różnowartościowa. Ponieważ f(n) ≤ n, wi ↪ec
pozostaje tylko f(n) = n. W zbiorze C jest wi ↪ec tylko funkcja identycznościowa.
247: Ponieważ NN jest mocy continuum, wi ↪ec wystarczy udowodnić, że zbiór klas abstrakcji jest mocy
co najmniej continuum. W tym celu, dla dowolnego b : N→ {0, 1} określimy ci ↪ag fb : N→ N wzorem

fb(n) = n ·
n−1∑
k=0

b(k) · 2n−1−k

Ci ↪agi fb to ci ↪agi etykiet wierzcho lków leż ↪acych na nieskończonych ga l ↪eziach drzewa na rysunku 3.
Jeśli ci ↪agi b i c s ↪a różne, to niech n b ↪edzie najmniejsz ↪a tak ↪a liczb ↪a, że b(n) 6= c(n), na przyk lad niech
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Rysunek 3: Zadanie 247.

b(n) < c(n). Dla m ≥ n mamy wtedy fc(m) − fb(m) ≥ m. Mamy wi ↪ec rodzin ↪e funkcji fb, która jest
mocy continuum, i której każdy element wyznacza inn ↪a klas ↪e abstrakcji.
248: Funkcja f może przyj ↪ać co najwyżej ℵ0 różnych wartości, bo taka jest moc jej przeciwdziedziny N.
Zatem ℵ0 jest ograniczeniem górnym mocy A. Ponadto f jest ”na”N, bo f({n}) = n dla każdego n,
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wi ↪ec poszukiwana moc jest także z do lu ogranniczona przez moc N. A wi ↪ec A = ℵ0.

249: Liczba C jest ograniczeniem górnym mocy B, gdyż NN = C. Pokażemy, że C jest również
ograniczeniem dolnym mocy tego zbioru. W tym celu skonstruujemy injekcj ↪e F : 2N 1−1−→ B:

F (g)(n) =
{

0, gdy n = 0;
n− g(n− 1), w przeciwnym przypadku.

Wpierw pokażemy, że definicja jest poprawna, czyli że F (g) rzeczywíscie należy do B, gdy g ∈ 2N.
Wtedy F (g)(0) = 0 ≤ 0. Gdy zaś n ≥ 1, to g(n−1) ≥ 0, a zatem F (g)(n) = n− g(n− 1) ≤ n. Ponadto
dla dowolnego m ∈ N istnieje n ∈ N, które czyni zadość nierówności m < F (g)(n). Wystarczy przyj ↪ać
n = m+ 2, aby otrzymać m < m+ 2− g(m+ 2) = F (g)(n).

Widzimy, że definicja F jest poprawna, sprawdźmy jeszcze, czy funkcja ta jest różnowartościowa.
Niech g, h ∈ 2N i g 6= h. Zatem istnieje takie n ∈ N, że g(n) 6= h(n). Wtedy F (g)(n+1) 6= F (h)(n+1),
a wi ↪ec pokazalísmy, że F jest różnowartościowa. Skoro ograniczylísmy moc zbioru B zarówno z do lu
jak i z góry przez C, to B = C na mocy twierdzenia Cantora-Bernsteina.
250: Oczywíscie moc ilorazu P(N×N)/R jest co najwyżej równa mocy zbioru P(N×N), czyli continuum.
Pokażemy, że moc tego zbioru jest też wi ↪eksza lub równa continuum. Określimy pomocnicz ↪a funkcj ↪e
p : P(N − {0}) → P(P(N)), która każdemu podzbiorowi A ⊆ N − {0} przyporz ↪adkowuje pewien
podzia l N. Zrobimy to tak, żeby dla dowolnego m 6= 0 zachodzi la równoważność

m ∈ A wtedy i tylko wtedy, gdy w p(A) jest zbiór m-elementowy.
Na przyk lad, dla A = {2, 3, 6} możemy przyj ↪ać p(A) = {{0, 1}, {2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8, 9, 10}, {11, 12, . . .}},
a jeśli A jest zbiorem wszystkich liczb nieparzystych, to p(A) = {{0}, {1, 2, 3}, {4, 5, 6, 7, 8}, . . . }.

Konkretna definicja funkcji p może być taka: Jeśli A jest nieskończony i A = {a1, a2, a3, . . .}, gdzie
a1 < a2 < a2 < . . . , to p(A) jest nast ↪epuj ↪acym podzia lem N:

p(A) = {{0, 1, . . . , a1 − 1}, {a1, a1 + 1, . . . , a1 + a2 − 1}, . . . }.
Jeśli A = {a1, a2, a3, . . . , an} jest zbiorem skończonym, gdzie a1 < a2 < a2 < . . . < an, to

p(A) = {{0, 1, . . . ,a1 − 1}, {a1, a1 + 1, . . . , a1 + a2 − 1}, . . . ,
{Σn−1

k=1ak, . . . . . . , (Σk∈Aak)− 1}, {Σk∈Aak, (Σk∈Aak) + 1, . . .}}.

Oznaczmy przez F (A) relacj ↪e równoważności wyznaczon ↪a przez podzia l p(A). Z powyższego wynika,
że m ∈ A wtedy i tylko wtedy, gdy relacja równoważności F (A) wyznaczona przez podzia l p(A) ma
m-elementow ↪a klas ↪e abstrakcji. Pokażemy teraz, że jeśli A 6= B, to 〈F (A), F (B)〉 6∈ R. Niech A 6= B.
Wtedy istnieje takie m, że m ∈ A i m 6∈ B (lub odwrotnie), a wi ↪ec relacja F (A) ma klas ↪e abstrakcji
mocy m, a relacja F (B) takiej klasy nie ma. Jeśli π : N 1−1−→

na
N jest tak ↪a bijekcj ↪a, że

〈a, b〉 ∈ F (A)↔ 〈π(a), π(b)〉 ∈ F (B),
to obrazem klasy abstrakcji mocy m jest również klasa abstrakcji mocy m. Zatem taka bijekcja nie
istnieje. Wnioskujemy st ↪ad, że 〈F (B), F (B)〉 6∈ R, czyli [F (A)]R 6= [F (B)]R. Mamy wi ↪ec różnowartoś-
ciow ↪a funkcj ↪e G : P(N − {0}) → P(N × N)/R dan ↪a wzorem G(A) = [F (A)]R. Zatem moc ilorazu jest
co najwyżej C i z twierdzenia Cantora-Bernsteina otrzymujemy wniosek, że P(N× N)/R = C.
251a: Relacja jest zwrotna, bo A−· A = ∅, a zbiór pusty jest zawarty w każdym kole. Symetria jest
oczywista z definicji. Przechodniość wynika natychmiast z zawierania (A−· C) ⊆ (A−· B) ∪ (B−· C)
i z tego, że dwa dowolne ko la zmieszcz ↪a si ↪e zawsze w jednym wi ↪ekszym.
251b: Weźmy dowolny zbiór A ⊆ R2 i dowolne ko lo K. Jeśli teraz L ⊆ K, to zbiór (A − K) ∪ L
jest w relacji z A, bo A−· ((A − K) ∪ L) ⊆ K. Co wi ↪ecej, każdy ze zbiorów (A − K) ∪ L jest inny,
czyli mamy różnowartościow ↪a funkcj ↪e z P(K) do [A]r. Zatem moc klasy [A]r jest co najmniej taka
jak moc P(K), czyli 2C. Ponieważ [A]r ⊆ P(R2), a zbiór P(R2) też jest mocy 2C, wi ↪ec moc [A]r jest
równa 2C.
251c: Ponieważ funkcja λX. [X]r : P(R2)→ P(R2)/r jest ”na”, wi ↪ec moc zbioru P(R2)/r jest mniejsza
lub równa 2C. Aby pokazać równość, określimy Ξ : P(R) 1−1−→ P(R2)/r wzorem Ξ(X) = [X × R]r .
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Funkcja Ξ jest różnowartościowa, bo jeśli X1 6= X2, np. d ∈ X1−· X2, to zbiór (X1 × R)−· (X2 × R)
zawiera ca l ↪a prost ↪a o równaniu x = d i nie zmieści si ↪e w żadnym kole. A wi ↪ec Ξ(X1) 6= Ξ(X2).
252a: Niech A oznacza zbiór wszystkich funkcji o w lasności (a) i niech f ∈ A oraz f(1) = k. Przez
indukcj ↪e udowodnimy, że wtedy f(n) = kn dla wszystkich n. Najpierw zauważmy, że równość 1 = 0+1
implikuje k = f(1) = f(0 + 1) = f(0) + f(1) = f(0) + k, sk ↪ad f(0) = 0 = k · 0. W kroku indukcyjnym
f(n+ 1) = f(n) + f(1) = nk + k = (n+ 1)k. A wi ↪ec jeśli f, g ∈ A oraz f(1) = g(1), to f = g. Zatem
funkcja λf. f(1) : A → N jest różnowartościowa, czyli A jest zbiorem przeliczalnym. Ponieważ A jest
oczywíscie nieskończony (wszystkie funkcje λn. kn należ ↪a do A) wi ↪ec jest mocy ℵ0.

252b: Zbiór B wszystkich funkcji o w lasności (b) jest zawarty w N → N, a wi ↪ec B ≤ C. Nierówność
przeciwn ↪a udowodnimy, definiuj ↪ac injekcj ↪e ζ : (P → N) 1−1−→ B, gdzie Π jest zbiorem wszystkich
liczb pierwszych. Dla dowolnej funkcji f : P → N przyjmujemy, że ζ(f)(0) = 0 oraz ζ(f)(1) = 1.
Każd ↪a liczb ↪e n > 1 przedstawiamy jednoznacznie jako iloczyn liczb pierwszych n = pk11 p

k2
2 · · · pkr

r

i definiujemy ζ(f)(n) = f(p1)k1f(p2)k2 · · · f(pr)kr . Nietrudno sprawdzić, że ζ(f) ∈ B, czyli funkcja ζ
jest dobrze określona. Co wi ↪ecej, ζ(f)(p) = f(p) dla p ∈ P, wi ↪ec jeśli f 6= g, to także ζ(f) 6= ζ(g).
Zatem ζ jest różnowartościowa, a ponieważ zbiór P → N jest mocy C, wi ↪ec B ≥ C. Ostatecznie B = C.
252c: Przypuśćmy, że f spe lnia warunek (c). Wtedy f(1) = f(11) = f(1)f(1). Jedyn ↪a liczb ↪a d
o w lasności dd = d jest 1, wi ↪ec f(1) = 1. Przypuśćmy teraz, że f(k) = d 6= 1 dla pewnego k. Wtedy dla
dowolnych a, b mamy df(a·b) = f(ka·b) = f((ka)b) = (df(a))f(b) = df(a)·f(b), sk ↪ad f(a · b) = f(a) · f(b),
czyli f spe lnia też warunek (b). Dalej f(a+ b) = f(a) + f(b), bo

df(a+b) = f(ka+b) = f(ka · kb) = df(a) · df(b) = df(a)+f(b),
czyli zachodzi też (a). Ale jedyn ↪a funkcj ↪a o w lasności (a), tak ↪a że f(1) = 1 jest identyczność. Mamy
wi ↪ec tylko dwie funkcje o w lasności (c): identycznościow ↪a i stale równ ↪a 1.
257: Zauważmy, że 〈R,�X〉 jest porz ↪adkiem cz ↪eściowym wtedy i tylko wtedy, gdy:

• 0 ∈ X;
• ∀x : R (x ∈ X ∧ −x ∈ X → x = 0);
• ∀x, y : R (x ∈ X ∧ y ∈ X → x+ y ∈ X).

Istotnie, pierwszy warunek jest równoważny zwrotności, drugi antysymetrii, a trzeci przechodniości.
Zatem nie s ↪a porz ↪adne zbiory z punktów (b), (d) i (f), ze wzgl ↪edu na brak odpowiednio zwrotności,
antysymetrii i przechodniości. Pozosta le zbiory spe lniaj ↪a wszystkie warunki, wi ↪ec s ↪a porz ↪adne.
258a: Tak. Za lóżmy, że x jest elementem najwi ↪ekszym w 〈R,�X〉. Wówczas x− 1 �X x, wi ↪ec 1 ∈ X,
a w konsekwencji x �X x+ 1, co jest sprzeczne z naszym za lożeniem.
258b: Nie. W porz ↪adku 〈R,�{0}〉 wszystkie elementy s ↪a minimalne.
258c: Tak. Zauważmy, że dla dowolnych x, y ∈ R zachodzi równość (y+1)−(x+1) = y−x. Oznacza to,
że x �X y wtedy i tylko wtedy, gdy x+1 �X y+1. Zatem c jest ograniczeniem górnym zbioru B wtedy
i tylko wtedy, gdy c+ 1 jest ograniczeniem górnym zbioru B′ = {b+ 1 | b ∈ B}. W szczególności, jeśli
a = supB, to a+ 1 jest ograniczeniem górnym B′. Jest to najmniejsze ograniczenie, bo jeśli B′ �X c,
to B �X c− 1, sk ↪ad a �X c− 1 i wreszcie a+ 1 �X c. A wi ↪ec a+ 1 = supB′. Podobnie dowodzimy
implikacji odwrotnej.
258d: Nie. W porz ↪adku 〈R,�X〉 dla X z punktu 1(e) zbiór {1,−π, 1 − π} jest skierowany (bo
1 �X 1− π i −π �X 1− π), ale nie jest  lańcuchem (bo 1 i −π s ↪a nieporównywalne).
258e: Tak. Implikacja w praw ↪a stron ↪e jest oczywista. Żeby pokazać implikacj ↪e w lew ↪a stron ↪e, za lóżmy,
że w pewnym porz ↪adku 〈R,�X〉 przedzia l (a, b) jest  lańcuchem, i rozpatrzmy dowolne x, y ∈ R. Niech
n b ↪edzie dostatecznie duż ↪a liczb ↪a naturaln ↪a, żeby |y−xn | < b− a. Wówczas dla pewnych a′, b′ ∈ (a, b)
zachodzi b′ − a′ = y−x

n , co oznacza, że y−x
n ∈ X lub x−y

n ∈ X. Przypuśćmy, że y−x
n ∈ X. Wiemy już,

że suma liczb ze zbioru X musi należeć do X, sk ↪ad przez  latw ↪a indukcj ↪e wynika y − x = n · y−xn ∈ X.
A wi ↪ec x �X y. W drugim przypadku analogicznie otrzymujemy y �X x. Ponieważ liczby x i y by ly
wybrane dowolnie, porz ↪adek 〈R,�X〉 jest liniowy.
261: ((a)⇒(b)) Oczywíscie f(a) ≤ f(a), wi ↪ec z warunku (a) wynika a ≤ g(f(a)). Podobnie z g(b) ≤ g(b)
otrzymamy f(g(b)) ≤ b.
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((b)⇒(a)) Przypuśćmy, że a ≤ g(b). Z monotoniczności mamy f(a) ≤ f(g(b)), a z warunku (b) także
f(g(b)) ≤ b. St ↪ad f(a) ≤ b. Implikacja odwrotna ma analogiczne uzasadnienie.
271: Niech X b ↪edzie skierowanym podzbiorem zbioru P(N×N). Ponieważ w P(N×N) kresem górnym
dowolnej rodziny zbiorów jest jej suma, wi ↪ec należy udowodnić równość

⋃
{s · s | s ∈ X} =

⋃
X ·
⋃
X .

Aby wykazać inkluzj ↪e z lewej do prawej, przypuśćmy, że 〈a, b〉 ∈
⋃
{s · s | s ∈ X}. Wtedy istnieje

takie s ∈ X , i takie c ∈ N, że 〈a, c〉, 〈c, b〉 ∈ s. Ponieważ s ⊆
⋃
X , wi ↪ec 〈a, b〉 ∈

⋃
X ·
⋃
X .

Za lóżmy teraz, że 〈a, b〉 ∈
⋃
X ·

⋃
X . Istnieje takie c ∈ N, że 〈a, c〉, 〈c, b〉 ∈

⋃
X . A wi ↪ec 〈a, c〉 ∈ s

oraz 〈c, b〉 ∈ s′, dla pewnych relacji s, s′ ∈ X . Ponieważ zbiór X jest skierowany, wi ↪ec istnieje relacja
s′′ ∈ X zawieraj ↪aca zarówno s jak s′. Zatem 〈a, c〉, 〈c, b〉 ∈ s′′ czyli 〈a, b〉 ∈ (s′′ · s′′). St ↪ad mamy
〈a, b〉 ∈

⋃
{(s · s) | s ∈ X}, co kończy dowód inkluzji z prawej do lewej.

281: Inkluzja
⋃
f(S) ⊆ f(

⋃
S) wynika wprost z monotoniczności, bo dla B ∈ S mamy B ⊆

⋃
S.

Niech wi ↪ec x ∈ f(
⋃
S). Z za lożenia istnieje skończony zbiór B = {b1, . . . bk} ⊆

⋃
S, taki że x ∈ f(B).

Skoro B ⊆
⋃
S, to każdy z elementów bk należy do pewnego sk ladnika Dk ∈ S. Ale ponieważ S

jest skierowany, to w S musi istnieć zbiór E zawieraj ↪acy wszystkie Dk. Wtedy także B ⊆ E, sk ↪ad
x ∈ f(B) ⊆ f(E) ⊆

⋃
f(S).

284: Ponieważ zbiór pusty jest  lańcuchem, wi ↪ec istnieje inf ∅, czyli najwi ↪ekszy element zbioru A.
Oznaczmy go przez >. Dalej zauważmy, że funkcja f jest monotoniczna. Jeśli bowiem a ≤ b to
zbiór {a, b} tworzy  lańcuch o kresie dolnym a. Zatem f(a) jest kresem dolnym dla {f(a), f(b)}, czyli
f(a) ≤ f(b).

Niech ak = fk(>). Z monotoniczności funkcji f wynika, że ci ↪ag ak jest zst ↪epuj ↪acy: a0 ≥ a1 ≥ a2 . . .
Zbiór {ak | k ∈ N} jest wi ↪ec  lańcuchem i ma kres dolny aω. Z za lożenia o f mamy teraz f(aω) =
inf{fk+1(>) | k ∈ N} = inf{fk(ak) | k ∈ N} = aω. A wi ↪ec aω jest punktem sta lym f . Jeśli b jest innym
punktem sta lym, to oczywíscie b ≤ >. Przez indukcj ↪e  latwo udowodnić, że b = fk(b) ≤ fk(>) = ak
sk ↪ad b jest ograniczeniem dolnym zbioru {ak | k ∈ N}. A zatem b ≤ aω, bo aω jest kresem dolnym
tego zbioru.
285: Każdy zbiór jest sum ↪a rodziny swoich skończonych podzbiorów i na dodatek ta rodzina jest
skierowana i niepusta. Zatem natychmiast z ci ↪ag lości wynika warunek

f(a) =
⋃
{f(e) | e skończony oraz e ⊆ a}.

Dla dowodu implikacji odwrotnej za lóżmy, że S jest skierowanym podzbiorem P(N). Kresem górnym
w P(N) jest oczywíscie suma, wi ↪ec równość sup f(S) = f(supS) sprowadza si ↪e do równości⋃

{f(s) | s ∈ S} =
⋃
{f(e) | e skończony oraz e ⊆

⋃
S}.

Oznaczmy lew ↪a i praw ↪a stron ↪e tej równości przez LS i PS. Przypuśćmy, że x ∈ LS. Wtedy x ∈ f(s)
dla pewnego s ∈ S, ale f(s) =

⋃
{f(e) | e skończony oraz e ⊆ s}, wi ↪ec x ∈ f(e), gdzie e jest skończony

i e ⊆ s ⊆
⋃
S. Zatem x ∈ PS. Na odwrót, jeśli x ∈ PS, to x ∈ f(e), gdzie e = {y1, . . . , yk}

jest skończonym podzbiorem
⋃
S. Istniej ↪a takie s1, . . . , sk ∈ S, że y1 ∈ s1, . . . , yk ∈ sk. Zbiór S

jest skierowany, wi ↪ec istnieje też takie s ∈ S, że s1, . . . , sk ⊆ s. Mamy wi ↪ec e ⊆ s. Ponieważ
f(s) =

⋃
{f(e) | e skończony oraz e ⊆ s}, wi ↪ec f(e) ⊆ f(s) i ostatecznie x ∈ f(s).

286: Ten porz ↪adek nie jest liniowy, bo np. zbiory {0, 1} i {0, 2} nie s ↪a porównywalne. Nie jest też
dobrze ufundowany, bo zbiory An = N − {i : N | 0 < i ≤ n} tworz ↪a nieskończony ci ↪ag malej ↪acy.
Elementem najmniejszym (a wi ↪ec jedynym minimalnym) jest {0}, natomiast elementów maksymalnych
(tym bardziej najwi ↪ekszych) nie ma. Jeśli bowiem minA = n, to w naszym porz ↪adku A < {n + 1}.
Brak elementu najwi ↪ekszego implikuje, że nasz zbiór nie jest krat ↪a zupe ln ↪a.
287a: Niech podstawa B b ↪edzie minimalna i niech x, y ∈ B. Jeśli x ≤ y to B − {y} jest podstaw ↪a
– sprzeczność. Zatem minimalna podstawa jest anty lańcuchem. Na odwrót, jeśli podstawa B jest
anty lańcuchem, to jest minimalna. Istotnie, jeśli C  B, np. c ∈ B − C, to C nie jest podstaw ↪a, bo
nie istnieje takie b ∈ B, że b ≤ c. Oczywíscie nie każdy anty lańcuch jest podstaw ↪a, np. zbiór pusty nie
jest podstaw ↪a zbioru N.
287b: Nie, na przyk lad zbiór liczb ca lkowitych Z nie ma minimalnej podstawy. Każdy anty lańcuch
w Z jest jednoelementowy, a jeśli podstawa jest jednoelementowa to ten element jest minimalny.
288a: Nie. Niech na przyk lad S = {{0, 1}, {0, 2}}. Wtedy {0, 1} �S {0, 2} i {0, 2} �S {0, 1}, wi ↪ec
relacja nie jest antysymetryczna.
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288b: Tak. Przypuśćmy, że �S jest cz ↪eściowym porz ↪adkiem i niech f : S → (N ∪ {ℵ0}) × N b ↪edzie
taka, że f(A) = 〈A,minA〉. Zauważmy, że f(A) = f(B) implikuje A �S B i B �S A, a wi ↪ec A = B
z antysymetrii. Funkcja f jest wi ↪ec różnowartościowa. Ponieważ zbiór (N∪{ℵ0})×N jest przeliczalny,
wi ↪ec i S jest przeliczalny.
288c: Tak. Zwrotność i przechodniość relacji �S jest oczywista. Udowodnimy antysymetri ↪e. Jeśli dla
A,B ∈ S zachodzi A �S B i B �S A, to A i B maj ↪a ten sam element najmniejszy, a wi ↪ec A∩B 6= ∅.
Ponieważ rodzina N/r jest podzia lem, wi ↪ec z A ∩B 6= ∅ wynika A = B.
288d: Tak. Relacja �S zawsze jest spójna, wi ↪ec jeśli jest cz ↪eściowym porz ↪adkiem, to jest to porz ↪adek
liniowy. Niech V ⊆ S b ↪edzie niepusty i niech α ∈ N ∪ {ℵ0} b ↪edzie najmniejsz ↪a tak ↪a liczb ↪a, że α = A

dla pewnego A ∈ V. Dalej, niech m = min{minA | A ∈ V ∧A = α}. Najmniejszym elementem V jest
taki zbiór A ∈ V, że A = α i minA = m.
289: Niech L b ↪edzie  lańcuchem zbiorów rzadkich. Aby pokazać, że suma

⋃
L jest rzadka, przypuśćmy,

że x, y ∈
⋃
L. Wtedy x ∈ A ∈ L oraz y ∈ B ∈ L, dla pewnych A i B, a ponieważ L jest  lańcuchem, to

albo A ⊆ B albo B ⊆ A. Wtedy albo x, y ∈ A albo x, y ∈ B i w obu przypadkach mamy ρ(x, y) ≥ 1.
Rozpatrzmy rodzin ↪e Z wszystkich rzadkich podzbiorów Rn uporz ↪adkowan ↪a przez inkluzj ↪e. Skoro suma
dowolnego  lańcucha L w 〈Z,⊆〉 należy do Z, oraz każdy zbiór A ∈ L jest zawarty w

⋃
L, wi ↪ec

⋃
L

jest ograniczeniem górnym L w zbiorze Z. Pokazalísmy w ten sposób, że zbiór uporz ↪adkowany 〈Z,⊆〉
spe lnia za lożenia lematu Kuratowskiego-Zorna, ma wi ↪ec element maksymalny. Jest to zbiór rzadki
a jednocześnie wsz ↪edobylski.

Powyższe rozwi ↪azanie dzia la dla dowolnego n. Uwaga: dla n > 3 zbiór punktów o wspó lrz ↪ednych
ca lkowitych nie jest wsz ↪edobylski.
290: Rozpatrzmy rodzin ↪e S wszystkich skierowanych podzbiorów zbioru cz ↪eściowo uporz ↪adkowanego
〈A,≤〉. Mamy udowodnić, że zbiór S (uporz ↪adkowany przez inkluzj ↪e) ma element maksymalny. Należy
w tym celu pokazać, że suma każdego  lańcucha L zbiorów skierowanych jest zbiorem skierowanym.
Wówczas bowiem suma  lańcucha L jest jego ograniczeniem górnym w S i można zastosować lemat
Kuratowskiego-Zorna.

Przypuśćmy wi ↪ec, że a, b ∈
⋃
L. Wtedy a ∈ A, b ∈ B, dla pewnych A,B ∈ L. Jeden z tych zbiorów

jest zawarty w drugim, bo L jest  lańcuchem. Jeśli na przyk lad A ⊆ B to a, b ∈ B i musi istnieć takie
c ∈ B, że a, b ≤ c. Oczywíscie c ∈

⋃
L, wi ↪ec pokazalísmy, że a i b maj ↪a wspólne ograniczenie w

⋃
L.

A wi ↪ec
⋃
L faktycznie jest zbiorem skierowanym.

306: Takim podzbiorem jest selektor rodziny przeciwobrazów {f−1({x}) | x ∈ B}. Lemat Kuratows-
kiego-Zorna jest tu niepotrzebny.
308: Należy udowodnić, że rodzina Z = {B ⊆ A | żadne trzy punkty w B nie s ↪a wspó lliniowe} ma
element maksymalny. W tym celu rozpatrzmy dowolny  lańcuch  L w Z. Suma tego  lańcucha należy
do Z. Jeśli bowiem a, b, c ∈

⋃
 L to każdy z tych punktów należy do pewnego zbioru z  lańcucha  L.

Jeden z tych trzech zbiorów zawiera pozosta le (bo przecież  L jest  lańcuchem) wi ↪ec punkty a, b, c nie
mog ↪a być wspó lliniowe.

Skoro
⋃

 L ∈ Z to
⋃

 L jest ograniczeniem górnym  lańcucha  L. A wi ↪ec pokazalísmy, że dowolny
 lańcuch w Z ma ograniczenie górne. Z lematu Kuratowskiego-Zorna wynika istnienie elementu maksy-
malnego. Jest to zbiór spe lniaj ↪acy warunki zadania.
309: Zbiór jest jednocześnie D- latwy i D-trudny, wtedy i tylko wtedy, gdy jest maksymalnym zbiorem
D- latwym (tj. elementem maksymalnym rodziny wszystkich zbiorów D- latwych, uporz ↪adkowanej przez
inkluzj ↪e). Rodzina ta spe lnia za lożenia lematu Kuratowskiego-Zorna, jeśli bowiem L jest  lańcuchem
zbiorów D- latwych, to

⋃
L też jest zbiorem D- latwym, (a jako taki, stanowi ograniczenie górne

 lańcucha). Istotnie, jeśli x, y ∈
⋃
L, to istniej ↪a takie V1, V2 ∈ L, że x ∈ V1 i y ∈ V2. Ponieważ L

jest  lańcuchem, wi ↪ec V2−i ⊆ Vi dla i = 1 lub i = 2. Wtedy x, y ∈ Vi, sk ↪ad wynika poż ↪adana w lasność
(x+ y)3 − 2xy ∈ D.

Z powyższego wynika, że dla każdego D, do rodziny wszystkich zbiorów D- latwych stosuje si ↪e lemat
Kuratowskiego-Zorna, a wi ↪ec maksymalny zbiór D- latwy istnieje zawsze.
310: Tak. S ↪a to selektory zbioru klas abstrakcji relacji wspó lmierności.
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311: Rozpatrzmy rodzin ↪e T z lożon ↪a ze wszystkich takich podzbiorów T zbioru B, że
|x− y| ≥ 1

2 (|x−A|+ |y −A|),
dla dowolnych różnych x, y ∈ T . Rodzina T , uporz ↪adkowana przez inkluzj ↪e, jest niepusta (bo każdy
jednoelementowy podzbiór B należy do T ) i spe lnia za lożenia lematu Kuratowskiego-Zorna. Niech
bowiem L b ↪edzie  lańcuchem w T i niech U =

⋃
L. Jeśli x, y ∈ U , to istniej ↪a takie T, T ′ ∈ T , że x ∈ T

i y ∈ T ′. Skoro L jest  lańcuchem, to albo T ⊆ T ′ albo T ′ ⊆ T . W obu przypadkach liczby x, y należ ↪a
do tego samego zbioru z rodziny T , wi ↪ec ich różnica spe lnia warunek powyżej.

Pokazalísmy wi ↪ec, że suma dowolnego  lańcucha w T należy do T . A zatem każdy  lańcuch w T jest
ograniczony z góry. Z lematu Kuratowskiego-Zorna wnioskujemy, że istnieje maksymalny element T
rodziny T . Zbiór T spe lnia pierwszy warunek wymieniony w zadaniu, bo należy do T . Spe lnia też
drugi warunek, bo jest maksymalny: jeśli x ∈ B − T , to zbiór T ∪ {x} nie należy już do T .
312: Udowodnimy, że szukana rodzina R jest elementem maksymalnym w pewnym cz ↪eściowym
porz ↪adku. Rozważmy rodzin ↪e A = {S ⊆ P(N ) | (K ⊆ S) ∧ ∀A,B ∈ S (A ∩ B 6= ∅)}. Pokażemy,
że 〈A,⊆〉 spe lnia za lożenie lematu Kuratowskiego-Zorna:

Każdy  lańcuch w 〈A,⊆〉 ma ograniczenie górne.
Weźmy dowolny  lańcuch £ w 〈A,⊆〉. Jeśli £ jest pusty, to jego ograniczeniem jest dowolny element
rodzinyA. Wystarczy wi ↪ec zauważyć, żeA jest niepusty, bo rodzina wszystkich zbiorów koskończonych
jest elementem A. Jeżeli £ jest niepusty, to jego ograniczeniem górnym w 〈A,⊆〉 jest

⋃
£:

• Jeśli S ∈ £, to oczywíscie S ⊆
⋃

£.
• Pokażemy, że

⋃
£ ∈ A.  Lańcuch £ jest niepusty, wi ↪ec istnieje S ∈ £. Do zbioru S należ ↪a

wszystkie zbiory koskończone, zatem należ ↪a także do zbioru
⋃

£. Aby pokazać drugi warunek,
weźmy dowolne zbiory A,B ∈

⋃
£. Wówczas istniej ↪a takie S1, S2 ∈ £, że A ∈ S1 i B ∈ S2.

Jednak £ jest  lańcuchem, wi ↪ec S1 ⊆ S2 lub S2 ⊆ S1. Za lóżmy, że S1 ⊆ S2 (w drugim przypadku
dowód jest analogiczny). Wtedy A,B ∈ S2. Jednak S2 ∈ A, zatem A i B s ↪a styczne. Zbiór

⋃
£

spe lnia oba warunki wymienione w definicji A, czyli
⋃

£ ∈ A.

Na mocy lematu Kuratowskiego-Zorna w 〈A,⊆〉 istnieje element maksymalny R. Pokażemy, że R
spe lnia warunki zadania. Wiemy, że R ∈ A, zatem do R należ ↪a wszystkie zbiory koskończone oraz
każde dwa zbiory należ ↪ace do R s ↪a styczne. Pokażemy nie wprost, że R spe lnia także trzeci warunek.
Jeśli tak nie jest, to znaczy, że istnieje zbiór A 6∈ R taki, że dla każdego B ∈ R zbiory A i B s ↪a
styczne. Wówczas jednak R ∪ {A} ∈ A oraz R ⊆ R ∪ {A}, czyli R nie jest elementem maksymalnym.
Otrzymana sprzeczność dowodzi, że każdy element maksymalny w 〈A,⊆〉 spe lnia warunki zadania.
313: Rozpatrywany porz ↪adek12 jest liniowy, gdyż relacja � jest porz ↪adkiem liniowym. Niech teraz
wk(x) = 17x2 + 42x − k, dla k ∈ N. Funkcje wk tworz ↪a ci ↪ag malejacy, wi ↪ec nasz porz ↪adek nie jest
dobrze ufundowany. Nie jest on też krat ↪a zupe ln ↪a, bo nie istnieje element najmniejszy ani nawet
minimalny: wielomian w−1 jest zawsze mniejszy od w. Analogicznie, w+ 1 jest zawsze wi ↪eksze od w,
wi ↪ec nie ma też elementów najwi ↪ekszych ani maksymalnych.

Gdyby w definicji zbioru X zast ↪apić funkcje kwadratowe dowolnymi wielomianami, to relacja prze-
staje być antysymetryczna i pytania trac ↪a sens. Zbiór X jest mocy ℵ0, wi ↪ec g ↪esty porz ↪adek w X

można okreslić przyjmuj ↪ac x1 ≤ x2 ⇔ f(x1) ≤ f(x2), gdzie f : X 1−1−→
na
Q.

314a: Tak. Jest to zbiór elementów minimalnych w A, który oczywíscie jest anty lańcuchem. Pozostaje
pokazać, że jest on też podstaw ↪a. Element x ∈ A nazwiemy brzydkim, gdy nie istnieje element
minimalny mniejszy lub równy x. Element brzydki x sam nie może być minimalny, wi ↪ec istnieje
mniejszy od niego x′ ∈ A; co wi ↪ecej każde x′ < x musi być brzydkie. A zatem jeśli istnieje jeden
brzydki element, to istnieje nieskończony ci ↪ag malej ↪acy brzydkich elementów, sk ↪ad A nie może być
dobrze ufundowane.
314b: Nie, na przyk lad przedzia l domkni ↪ety [0, 1] ma minimaln ↪a baz ↪e {0}.
316: Gdy wszystkie elementy A s ↪a nieporównywalne.

12Relacja ≤ jest cz ↪eściowym porz ↪adkiem. Zwrotność i przechodniość s ↪a oczywiste. Antysymetria wynika
st ↪ad, że wartości trójmianu kwadratowego w trzech różnych punktach wyznaczaj ↪a go jednoznacznie.
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320a: Nie. Niech np. f(2k) = 2k + 1 i f(2k + 1) = 2k dla wszystkich k. Ponieważ porz ↪adek v ma
być liniowy, to albo 0 v 1 albo 1 v 0. W pierwszym przypadku otrzymamy wtedy 1 v 0, w drugim
przypadku 0 v 1. Tak, czy owak, 0 v 1 v 0, sk ↪ad wynika sprzeczność: 0 = 1.
320b: Nie. Weźmy np. f(2k) = 0 i f(2k + 1) = 1, dla wszystkich k. Wtedy 0 ≤ 1 ≤ 2 implikuje
0 v 1 v 0 i znowu mamy 0 = 1.
320c: Tak. Przyjmijmy, że m v n wtedy i tylko wtedy, gdy (f(m) < f(n))∨ (f(m) = f(n)∧m ≤ n).
339: Za lóżmy, że dla dowolnych i < j zachodzi ai 6≤ aj . Oznacza to, że albo ai > aj albo ai, aj s ↪a
nieporównywalne. Wtedy istnieje taki wyraz ci ↪agu an0 , który jest nieporównywalny ze wszystkimi am
dla m > n. Istotnie, w przeciwnym razie mielibyśmy ci ↪ag malej ↪acy ak0 > ak1 > ak2 . . . . Stosuj ↪ac to
samo rozumowanie do ci ↪agu (am)m>n0 otrzymamy wyraz am, nieporównywalny z an i ze wszystkimi
dalszymi wyrazami. W ten sposób skonstruujemy nieskończony anty lańcuch.
340: Powiemy, że element ai w ci ↪agu jest końcowy , gdy ∀j(j > i ⇒ aj 6≥ ai). Jeśli takich elementów
jest nieskończenie wiele, to one tworz ↪a nieskończony ci ↪ag bi, w którym i < j implikuje bi 6≤ bj , a wi ↪ec nie
spe lniaj ↪acy warunku bardzo dobrego ufundowania. Jest wi ↪ec ostatni element końcowy an. Poczynaj ↪ac
od an+1 można teraz zbudować nieskończony ci ↪ag wst ↪epuj ↪acy.

341: Dziedzina Φ ma moc |N||R| = ℵC
0 = 2C. Zbiór P(P(R)) jest mocy 22C

> 2C, wi ↪ec Φ nie może
być ”na”. Funkcja Φ nie jest też różnowartościowa. Na przyk lad Φ(λf. 1) = Φ(λf. 2) = {R}.

Na koniec pokażemy, że moc zbioru wartości Φ jest równa 2C. Z pewności ↪a zbiór Rg(Φ) jest co
najwyżej takiej mocy jak dziedzina. Wystarczy pokazać wi ↪ec 2C różnych elementów tego zbioru. Dla
A ⊆ R niech χA oznacza funkcj ↪e charakterystyczn ↪a zbioru A, tj. tak ↪a funkcj ↪e, że fA(x) = 1 dla x ∈ A
oraz fA(x) = 0, gdy x /∈ A. Oczywíscie Φ(fA) = {A,R−A}. Niech X = {A | 42 ∈ A}. Jeśli A,B ∈ X
i A 6= B to Φ(fA) 6= Φ(fB), bo A i B nie s ↪a swoimi dope lnieniami. Zatem rodzina {Φ(fA) | A ∈ X}
jest mocy 2C.
342a: Ponieważ R ⊆ P(N), oraz P(N) = C, wi ↪ec R ≤ C. Aby pokazać, że także R ≥ C, rozpatrzmy
funkcj ↪e F : P(N) → P(N) określon ↪a tak: F (X) = {2k | k ∈ X} ∪ {2k + 1 | k 6∈ X}. Dla dowolnego
X ⊆ N i dowolnego k ∈ N, zbiór F (X) spe lnia warunki

2k ∈ F (X)↔ 2k + 1 6∈ F (X) oraz 2k + 1 ∈ F (X)↔ 2k 6∈ F (X),
a wi ↪ec dla każdego x mamy x ∈ F (X) ↔ g(x) 6∈ F (X). Zatem F (X) ∈ R. Ponadto funkcja F jest
różnowartościowa: jeśli k ∈ (X − Y ) ∪ (Y −X), to 2k ∈ (F (X)− F (Y )) ∪ (F (Y )− F (X)). Oznacza
to, że F : P(N) 1−1−→ R, sk ↪ad R ≥ P(N) = C. Ostatecznie otrzymujemy R = C.
342b: Skoro {0, 1, 2} ∪ g({0, 1, 2}) = {0, 1, 2, 3}, to [{0, 1, 2}]r = {A | A ∪ g(A) = {0, 1, 2, 3}}. Na
to, aby A ∪ g(A) = {0, 1, 2, 3} potrzeba i wystarcza aby A ⊆ {0, 1, 2, 3} i aby do zbioru A należa la co
najmniej jedna z liczb 0 i 1 oraz co najmniej jedna z liczb 2 i 3. Takich zbiorów jest dziewi ↪eć: {0, 2},
{1, 2}, {0, 3}, {1, 3}, {0, 1, 2}, {0, 1, 3}, {0, 2, 3}, {1, 2, 3}, {0, 1, 2, 3}.
343a: Tak. Zbiorem wartości funkcji Φ(A) jest A.13 Jeśli wi ↪ec A 6= B to Rg(Φ(A)) 6= Rg(Φ(B))
i w konsekwencji Φ(A) 6= Φ(B).
343b: Nie. Funkcje postaci Φ(A) s ↪a rosn ↪ace (gdy A jest zbiorem nieskończonym) lub okresowe (gdy A
jest zbiorem skończonym). Funkcja g z zadania 342 nie jest ani rosn ↪aca ani okresowa, wi ↪ec nie jest
wartości ↪a funkcji Φ.
343c: Ponieważ Rg(f(A)) = A dla każdego A, wi ↪ec z tego, że A ∈ Φ−1({f : N→ N | Rg(f) = N}),
czyli Φ(A) ∈ {f : N → N | Rg(f) = N} wynika, że A = Rg(Φ(A)) = N. Zatem przeciwobraz
Φ−1({f : N→ N | Rg(f) = N}) jest jednoelementowy.
343d: Tak. Mamy (Ψ ◦ Φ)(A) = Ψ(Φ(A)) = Rg(Φ(A)) = A, dla każdego A.
343e: Nie. Jeśli na przyk lad f = λn. bn2 c, to Φ(Ψ(f)) = Φ(N) = λn. n. Tymczasem 1 6= b 1

2c = 0, wi ↪ec
funkcje f i Φ(Ψ(f)) s ↪a różne.

13W przeciwnym razie niech a ∈ A b ↪edzie najmniejszym elementem A, który nie jest wartości ↪a funkcji.
Wtedy a 6= min A, bo min A = Φ(A)(0), wi ↪ec s ↪a w A liczby mniejsze od a. Jest ich skończenie wiele; niech b
b ↪edzie najwi ↪eksz ↪a z nich i niech b = Φ(A)(n). Wówczas a = Φ(A)(n + 1).
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344a: Zauważmy, że f(r) sk lada si ↪e z najmniejszych elementów wszystkich klas abstrakcji relacji r.
Oczywíscie zero musi być jednym z tych elementów, jeśli wi ↪ec 0 6∈ A, na przyk lad A = {3}, to nie
istnieje taka relacja r, że f(r) = A. Funkcja nie jest wi ↪ec ”na”. Zero jest jedyn ↪a przeszkod ↪a: jeśli 0 ∈ A,
to A = f(r), gdzie r wyznaczaja podzia l na zbiory Xa = {n ∈ N | (a ≤ n) ∧ ∀b∈A(a < b → n < b)}.
Zatem Rg(f) = {A ⊆ N | 0 ∈ A}.

Funkcja f nie jest różnowartościowa. Na przyk lad niech relacje r0 i r1 wyznaczaj ↪a odpowiednio
podzia ly {{0},N− {0}} i {{1},N− {1}}. Wtedy f(r0) = f(r1) = {0, 1}.
344b: Już zauważylísmy, że f−1({{3}}) jest zbiorem pustym (ma zero elementów), można wi ↪ec przyj ↪ać
A0 = {3}. Dla n > 0 niech An = N− {n}. Jeśli f(r) = An, to klasy abstrakcji r s ↪a jednoelementowe,
z wyj ↪atkiem jednej klasy – tej, do której należy liczba n. Jest dok ladnie n takich relacji, zatem
przeciwobraz f−1({An}) jest n-elementowy.
344c: Z poprzedniej cz ↪eści zadania wynika już, że moc naszego ilorazu jest co najmniej ℵ0. Oczywíscie
przeciwobrazy f−1({A}) s ↪a mocy co najwyżej continuum, nie wiemy jednak ile jest takich mocy, nie
zak ladamy bowiem hipotezy continuum. Należy wi ↪ec zbadać, jakiej mocy mog ↪a być nieskończone
zbiory postaci f−1({A}) = {r ∈ R | f(r) = A}, dla różnych A.  Latwo zauważyć, że jeśli f−1({A}) jest
nieskończony, to zbiór A musi mieć co najmniej dwa elementy (w tym zero) i nieskończone dope lnienie.
Niech a b ↪edzie niezerowym elementem zbioru A i niech D = {x ∈ −A | x > a}. Weźmy dowolny
podzbiór Z zbioru D i relacj ↪e rZ wyznaczaj ↪ac ↪a podzia l z lożony ze zbiorów {a} ∪Z, {0} ∪ (−A ∩−Z)
i singletonów {x}, dla liczb x ∈ A − {0, a}. Wtedy rZ ∈ f−1({A}). Ponieważ takich relacji rZ
jest continuum (tyle ile podzbiorów ma D) wi ↪ec nieskończony zbiór postaci f−1({A}) musi mieć moc
continuum. Nasz iloraz jest wi ↪ec równoliczny ze zbiorem N⊕ {C}, czyli ma moc ℵ0.
350: Funkcja φ nie jest różnowartościowa, bo na przyk lad φ(idR) = φ(λx. x+1) = IQ. Aby wykazać, że
φ : RR na−→ P(R)− {∅}, zauważmy, że dla każdego niepustego zbioru B ⊆ R zachodzi B ≤ C. Istnieje
wi ↪ec funkcja fB : IQ na−→ B. Wtedy φ(f) = B, gdzie

f(x) =
{
fB(x), jeśli x ∈ IQ,
0, w przeciwnym przypadku:

352: (⇒) Dla dowolnego z mamy równoważność z ∈ f−1(X) ↔ π(z) ∈ g−1(X). Zatem funkcja π
obci ↪eta do zbioru f−1(X) ustala równoliczność f−1(X) ∼ g−1(X). (⇐) Z za lożenia wynika, że dla
dowolnego y ∈ N istnieje bijekcja πy : f−1({y}) 1−1−→

na
g−1({y}). Funkcj ↪e π : N 1−1−→

na
N, określamy

wzorem π(x) = πf(x)(x). Definicja jest poprawna, bo x ∈ f−1({y)}) zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy y = f(x).

353: Zbiór ilorazowy jest mocy co najwyżej C bo mamy surjekcj ↪e κ : (N→N) na−→ (N→N)/r, określon ↪a
przez κ(f) = [f ]r. Jest on też mocy co najmniej C, a to dlatego, że każdy niepusty podzbiór A
zbioru N, jako zbiór przeliczalny, jest zbiorem wartości pewnej funkcji fA : N → N. Jeśli przyjmiemy
F (A) = [fA]r, to funkcja F : P(N) − {∅} → (N→N)/r, jest różnowartościowa, bo funkcje o różnych
zbiorach wartości nie mog ↪a pozostawać w relacji r. Rzeczywíscie, jeśli np. x ∈ Rg(f) − Rg(g) to
f−1({x}) 6= ∅ = g−1({x}).
354: S ↪a tylko trzy możliwości: 1, ℵ0 i C. Dowolna funkcja sta la, np. funkcja f = λx.1, jest w relacji r
tylko sama ze sob ↪a, bo f−1({n}) = ∅, dla n 6= 1. Nie ma innej takiej funkcji, wi ↪ec klasa [f ]r ma jeden
element. Dalej zak ladamy, że funkcja f nie jest sta la.

Niech S = {A ⊆ N | zbiory A i −A s ↪a nieskończone }. Wiadomo, że zbiór S jest mocy C. Przy-
puśćmy najpierw, że dla pewnego X ⊆ N zbiór A = f−1(X) należy do S. Jeśli B ∈ S to istnieje
taka bijekcja πB : N 1−1−→

na
N, że πB(B) = A. Funkcja f ◦ πB jest wtedy elementem [f ]r, co wi ↪ecej,

przyporz ↪adkowanie, które każdemu zbiorowi B ∈ S przypisuje funkcj ↪e f ◦ πB jest różnowartościowe.
(Istotnie, jeśli np. x ∈ B − C to f(πB(x)) ∈ X ale f(πC(x)) 6∈ X.) Zatem klasa [f ]r jest co najmniej
mocy continuum. Ponieważ ca ly zbiór N→ N jest mocy continuum wi ↪ec klasa [f ]r też ma moc C.

Jeśli żaden ze zbiorów f−1(X) nie należy do S to istnieje takie x ∈ N, że zbiór A = f−1(x) ma skońc-
zone dope lnienie, powiedzmy n-elementowe. Jeśli teraz g ∈ [f ]r to funkcja g jest wyznaczona przez
swoje wartości na n-elementowym zbiorze f−1(N− {x}). Takich funkcji jest zatem nie wi ↪ecej niż ele-
mentów przeliczalnego zbioru {ρ : N −◦� N | Dom(ρ) ma n elementów}. W tym przypadku klasa [f ]r



1 października 2011, godzina 0: 17 strona 53

ma moc ℵ0.
356a: Funkcja f jest monotoniczna (bo jest ci ↪ag la), wi ↪ec f(a) ≥ f(p) = p, dla dowolnego p ∈ P .
Zatem f(a) jest ograniczeniem górnym zbioru P i mamy a ≤ f(a). Dalej przez indukcj ↪e wynika,
że elementy fn(a), gdzie n ∈ N, tworz ↪a ci ↪ag wst ↪epuj ↪acy. Niech b b ↪edzie kresem górnym tego ci ↪agu
(w kracie K). Wówczas

f(b) = f(sup{fn(a) | n ∈ N}) = sup{fn+1(a) | n ∈ N} = sup{fn(a) | n ∈ N} = b,
a wi ↪ec b jest punktem sta lym. Przy tym b jest najmniejszym punktem sta lym wi ↪ekszym lub równym a.
Jeśli bowiem c ≥ a jest punktem sta lym, to  latwo pokazać przez indukcj ↪e, że c ≥ fn(a) dla dowolnego n,
i w konsekwencji c ≥ b.
356b: Nie. Na przyk lad weźmy tak ↪a funkcj ↪e f : P(N)→ P(N):

f(X) =
{
X, jeśli X ≤ 1;
X ∪ {7}, w przeciwnym przypadku.

.

Wtedy każdy zbiór jednoelementowy jest punktem sta lym funkcji f . Jeśli teraz P = {{2}, {3}}, to
kresem zbioru P w kracie P(N) jest zbiór {2, 3}, który nie jest punktem sta lym.
356c: Tak. W zadaniu 356a mowa o tym, że każdy podzbiór P zbioru S ma kres górny w S.
357a: Nieprawda. Trzeba wstawić ”różnowartościowym”.
357b: Nieprawda. Trzeba wstawić ”i nie s ↪a w relacji d”.
357c: Nieprawda. Trzeba wstawić ”o skończonym rozga l ↪ezieniu”.
357d: Prawda. Jeśli wszystkie zbiory s ↪a niepuste, i nieskończenie wiele z nich ma przynajmniej dwa
elementy to produkt musi być nieprzeliczalny.
357e: Prawda. W kracie zupe lnej wystarczy aby przekszta lcenie by lo monotoniczne.
357f: Nieprawda. Trzeba wstawić ”niepustym”.
357g: Nieprawda. Trzeba wstawić ”nieskończonym”.
357h: Prawda. Nie tylko przedzia l w R, ale w ogóle każdy zbiór można dobrze uporz ↪adkować.
358: Niech Z oznacza zbiór wszystkich dobrze ufundowanych cz ↪eściowych porz ↪adkow w N. Oczywíscie
Z ≤ C, bo Z ⊆ P(N×N). Aby udowodnić nierówność C ≤ Z określimy funkcj ↪e F : P(N− {0}) 1−1−→ Z.
Dla dowolnego A ⊆ N− {0} przyjmiemy

F (A) = {〈a, 0〉 | a ∈ A} ∪ {〈n, n〉 | n ∈ N}.

Relacja F (A) jest dobrym ufundowaniem zbioru N ( lańcuchy s ↪a co najwyżej dwuelementowe). Ponadto
jeśli A 6= B, np. jeśli a ∈ A−B, to 〈a, 0〉 ∈ F (A)−F (B), wi ↪ec funkcja faktycznie jest różnowartościowa.
Z nierówności Z ≤ C i C ≤ Z i z twierdzenia Cantora-Bernsteina wynika równość.
359a: Nie. Na przyk lad funkcje g0 i g1 (zob. cz ↪eść 359e) nie s ↪a porównywalne.
359b: Nie. Na przyk lad takie funkcje fn tworz ↪a ci ↪ag malej ↪acy:

fn(m) =
{

0, jeśli m ≤ n;
1, w przeciwnym przypadku.

359c: Tak. Jest izomorficzny z 〈P(N),⊆〉.
359d: Tak. Ci ↪ag malej ↪acy (cz ↪eść 359b) jest oczywíscie nieskończonym  lańcuchem.
359e: Tak, na przyk lad zbiór {gn | n ∈ N}, gdzie

gn(m) =
{

1, jeśli m = n;
0, w przeciwnym przypadku.

359f: Tak. Wystarczy oczywíscie wskazać nieprzeliczalny anty lańcuch w 〈P(N),⊆〉 (por. cz ↪eść 359c).
Dla dowolnego ci ↪agu α : N → {0, 1} skonstruujemy przez indukcj ↪e ścísle rosn ↪ac ↪a funkcj ↪e fα : N → N.
Przyjmujemy fα(0) = 1, oraz

fα(n+ 1) =
{

2fα(n), jeśli α(n) = 0;
2fα(n) + 1, jeśli α(n) = 1.

Jeśli teraz Aα = Rg(fα), to zbiory Aα tworz ↪a anty lańcuch. Istotnie, przypuśćmy, że α 6= β i niech
m = min{k ∈ N | α(k) 6= β(k)}. Wtedy mamy fα(m+ 1) ∈ Aα −Aβ oraz fβ(m+ 1) ∈ Aβ −Aα.
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Rysunek 4: Zadania 359f i 375b.

Zbiory Aα odpowiadaj ↪a nieskończonym kraw ↪edziom drzewa na rysunku 4.
359g: Funkcje fα z cz ↪eści 359f tworz ↪a nieprzeliczalny  lańcuch w NN.
360: Wskazówka: rozwi ↪azać najpierw zadanie 359g.
363a: Niech dla n ∈ N funkcja fn : N → 2 b ↪edzie funkcj ↪a charakterystyczn ↪a zbioru {n}, tzn. niech
fn(k) = 1, gdy k = n, a fn(k) = 0, gdy k 6= n. Niech F = {fn |n ∈ N, n > 0}. Wtedy F
rozróżnia elementy zbioru N. Weźmy bowiem dowolne dwie różne liczby naturalne i oznaczmy wi ↪eksz ↪a
przez x, a mniejsz ↪a przez y (zatem x > 0). Wtedy fx(x) = 1, zaś fx(y) = 0, a zarazem fx ∈ F .
Zbiór F jest także minimalnym zbiorem rozróżniaj ↪acym N. Weźmy bowiem dowolny jego podzbiór F0

rozróżniaj ↪acy N oraz dowolne naturalne n > 0. Wiemy, że istnieje takie naturalne x > 0, że fx ∈ F0

oraz fx(0) 6= fx(n). Ponieważ fx(0) = 0, wi ↪ec fx(n) = 1, a zatem x = n. Dowodzi to, że dla każdego
naturalnego n > 0 mamy fn ∈ F0. A zatem F0 = F .
363b: Niech F = {f : N → 2 | f(0) = f(1)}. Zbiór F nie rozróżnia zbioru N, ponieważ dla każdego
f ∈ F zachodzi f(0) = f(1). Niech F ′ b ↪edzie dowolnym nadzbiorem F nie rozróżniaj ↪acym N i niech
g b ↪edzie dowolnym jego elementem. Istniej ↪a różne liczby naturalne x, y takie, że dla każdego f ∈ F ′
zachodzi f(x) = f(y), gdyż w przeciwnym razie F ′ rozróżnia lby N. Jeżeli x > 1, to fx ∈ F oraz
fx(x) = 1 jest różne od fx(y) = 0. Podobnie jeśli y > 1. A zatem x = 1 i y = 0 lub x = 0 i y = 1.
Skoro g ∈ F ′, to g(x) = g(y), a wi ↪ec g(0) = g(1). Zatem g ∈ F . Dowodzi to, że F ′ = F .
363c: Zbiór F z cz ↪eści 363a rozróżnia elementy zbioru N i jest mocy ℵ0. Ponieważ dla dowolnej mocy
nieskończonej m zachodzi m+ℵ0 = m, wi ↪ec moc zbioru 2N−F jest równa continuum. Ponieważ każdy
zbiór postaci F ∪ G, gdzie G ⊆ 2N − F , rozróżnia elementy zbioru N, wi ↪ec rodzina tych podzbiorów
zbioru 2N, które rozróżniaj ↪a ca le N jest mocy co najmniej 2C. Ta rodzina jest wi ↪ec dok ladnie mocy 2C,
bo jest zawarta w zbiorze P(2N), który też jest mocy 2C.
363d: Rozważamy uporz ↪adkowany przez inkluzj ↪e zbiór Z wszystkich tych A ⊆ X, których elementy
rozróżnia zbiór F . Zauważmy, że nasz zbiór spe lnia za lożenia lematu Kuratowskiego-Zorna, tj. suma
dowolnego  lańcucha zbiorów należ ↪acych do Z sama należy też do Z. (Istotnie, jeśli x, y s ↪a elementami
sumy  lańcucha L to x ∈ A, y ∈ B, dla pewnych A,B ∈ L. Jeden ze zbiorów A,B zawiera drugi, a zatem
oba elementy x, y do niego należ ↪a, istnieje wi ↪ec poż ↪adana funkcja.) Istnienie elementu maksymalnego
rodziny Z wynika wi ↪ec z lematu Kuratowskiego-Zorna.
366: Zbiór Ku jest mocy ℵ0, jest g ↪esty i nie ma elementu pierwszego ani ostatniego, a wi ↪ec (por. za-
danie 365) jest izomorficzny ze zbiorem liczb wymiernych Q (uporz ↪adkowanym tak jak zwykle). Niech
f : Ku 1−1−→

na
Q b ↪edzie izomorfizmem. Dla er ∈ Er przez er↓ oznaczymy zbiór {ku ∈ Ku | ku < er}.

Rozpatrzmy przekszta lcenie F : Er → R, dane wzorem F (er) = sup f(er↓). Przekszta lcenie to
jest różnowartościowe, bo jeśli x < y to x < ku1 < ku2 < y dla pewnych ku1, ku2 ∈ Ku. Wtedy dla
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dowolnego d ∈ x↓ mamy f(d) < f(ku1), sk ↪ad F (x) ≤ f(ku1) < f(ku2) ≤ F (y).
Analogicznie, jeśli G(r) = sup f−1({q ∈ Q | q < r}) dla r ∈ R, to G : R 1−1−→ Er . Dowód jest w

zasadzie taki sam. A wi ↪ec pokazalísmy, że Er ≤ R oraz R ≤ Er . Zatem Er = C.
367: Niech F : A na−→ 2A, i niech

f(a) =
{

1, jeśli F (a)(a) = 0;
0, jeśli F (a)(a) = 1.

Skoro F jest surjekcj ↪a wi ↪ec f = F (b) dla pewnego b i mamy sprzeczność: f(b) = 1↔ f(b) = 0.

368: Zbiór G jest mocy ℵ0. Oczywíscie B = ℵ0, wi ↪ec G ≥ ℵ0, bo B ⊆ G. Pokażemy, że G ≤ ℵ0.
Niech H b ↪edzie zbiorem tych ci ↪agów z {0, 1}N, w których wyst ↪epuje tylko skończenie wiele jedynek.
Jako przeliczalna suma przeliczalnych zbiorów

Hk = {a ∈ {0, 1}N | ∀n ≥ k. a(n) = 0},
zbiór H sam jest zbiorem przeliczalnym. Ponadto G ⊆ H. Istotnie, każda weso la transformacja
zmienia ci ↪ag w co najwyżej dwóch miejscach, aby wi ↪ec w skończonej liczbie kroków otrzymać element
zbioru B, trzeba zacz ↪ać od ci ↪agu, który od pewnego miejsca ma same zera.
369a: Niech f : N → N. Jeśli zbiór Rg(f) ma najwi ↪ekszy element, to oznaczymy go przez max(f).
W przeciwnym razie przyjmijmy, że max(f) = ∞, gdzie ∞ 6∈ N. Zdefiniowalísmy wi ↪ec funkcj ↪e
max : (N→ N)→ N ∪ {∞}. Oczywíscie f ∼ g zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy max(f) = max(g).
A zatem relacja ∼ jest j ↪adrem przekszta lcenia max, i jako taka jest relacj ↪a równoważności.
369b: Funkcja Max : (N → N)/∼ → N ∪ {∞} określona wzorem Max([f ]∼) = max(f) jest bijekcj ↪a.
Istotnie, dla f 6∼ g mamy max(f) 6= max(g), wi ↪ec Max jest różnowartościowa. Ponadto, dla każdego
x ∈ N∪ {∞} istnieje taka funkcja fx, że max(fx) = x. Wystarczy przyj ↪ać f∞ = λn. n oraz fx = λn. x
dla x ∈ N. Zatem Max jest także ”na”. A wi ↪ec moc (N→ N)/∼ jest taka jak moc N ∪ {∞}, czyli ℵ0.
369c: S ↪a to liczby 1 i C. Klasa [λn. 0]∼ jest jednoelementowa, przypuśćmy wi ↪ec, że funkcja f nie jest
stale równa zeru. Dla α ∈ N→ {0, 1}, rozpatrzmy tak ↪a funkcj ↪e F (α) : N→ N, że

F (α)(x) =
{
α(x/2), jeśli x parzyste;
f((x− 1)/2), w przeciwnym przypadku.

dla dowolnego x ∈ N. Nieformalnie, w ci ↪agu F (α) na przemian wyst ↪epuj ↪a wyrazy ci ↪agu α (na miejscach
parzystych) i ci ↪agu f (na miejscach nieparzystych). Ponieważ do Rg(f) należy choć jedna liczba różna
od zera, wi ↪ec mamy maxF (α) = max f , czyli F (α) ∈ [f ]∼. Operacja F : (N → {0, 1}) → [f ]∼
jest różnowartościowa, bo dla α(k) 6= β(k) mamy F (α)(2k) 6= F (β)(2k). St ↪ad moc zbioru [f ]∼ jest co
najmniej C. Ale [f ]∼ ⊆ N→ N, a moc ↪a zbioru N→ N też jest C, wi ↪ec z twierdzenia Cantora-Bernsteina
ostatecznie wnioskujemy, że [f ]∼ = C.
369d: Tak, selektor ilorazu :)
370a: Elementem najwi ↪ekszym jest klasa wszystkich funkcji nieograniczonych, najmniejszym jest
klasa funkcji stale równej zeru.
370b,370c,370d: Funkcja Max z rozwi ↪azania 369b jest izomorfizmem porz ↪adków 〈N → N/∼,�〉
i 〈N ∪ {∞},≤〉, gdzie n ≤ ∞ dla wszystkich n ∈ N, a dla liczb naturalnych relacja ≤ jest określona
jak zwykle. Zatem wszystkie w lasności porz ↪adku 〈N→ N/∼,�〉 s ↪a takie same jak w lasności porz ↪adku
〈N ∪ {∞},≤〉. W szczególności nasz porz ↪adek jest dobry (jest liniowy i jest dobrym ufundowaniem).
Skoro każdy niepusty podzbiór ma element najmniejszy, to ten element jest jego kresem dolnym. Zbiór
pusty też ma kres dolny. Jest nim∞. Mamy wi ↪ec krat ↪e zupe ln ↪a, w której s ↪a też wszystkie kresy górne.
371b: Iloraz (N → N)/∼ jest mocy ℵ0, a to z nast ↪epuj ↪acych powodów: Po pierwsze, wzystkie
funkcje nieograniczone s ↪a w tej samej klasie. Po drugie, niech f b ↪edzie ograniczona i niech Mf

b ↪edzie najwi ↪eksze w Rg(f). Natomiast mf niech b ↪edzie najwi ↪eksz ↪a wartości ↪a w Rg(f), przyjmowan ↪a
dla nieskończenie wielu argumentów. Jeśli Mf 6= mf , to niech f ′(Mf ) b ↪edzie najwi ↪eksz ↪a tak ↪a
liczb ↪a x, że f(x) = Mf (ostatni argument, dla którego f przyjmuje swoj ↪a najwi ↪eksz ↪a wartość).
Dalej, dla y ∈ {mf + 1, . . . ,Mf − 1} niech f ′(y) b ↪edzie najwi ↪eksz ↪a tak ↪a liczb ↪a, że f(f ′(y)) ≥ y
oraz f ′(y) ≥ f ′(y + 1). Indeksem funkcji f nazwiemy skończony ci ↪ag 〈mf , f

′(mf + 1), . . . , f ′(Mf )〉.
Dwie funkcje o takim samym indeksie musz ↪a być w relacji.
371c: Wszystkie skończone (oprócz zera) i C. Jeśli funkcja f nie jest prawie wsz ↪edzie równa zeru, to
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niech k b ↪edzie najwi ↪eksz ↪a wartości ↪a przyjmowan ↪a nieskończenie wiele razy. Wtedy wszystkie funkcje
λx. if x nieparzyste then k else α(x/2), gdzie α ∈ 2N, należ ↪a do klasy wyznaczonej przez f . Jeśli
f(n) = 0 prawie wsz ↪edzie, to z poprzedniej cz ↪eści zadania wynika, że klasa jest skończona. Klas ↪e
o dok ladnie n+ 1 elementach wyznacza funkcja f(0) = 0, f(1) = n, f(x) = 0 dla x > 1.
373: Relacja r1 nie jest przechodnia, a wi ↪ec nie jest relacj ↪a równoważności. Istotnie, niech f(n) = n,
g(n) = n + 1 oraz h(n) = dn+1

2 e, dla n ∈ N. Wtedy 〈f, g〉 ∈ r1 (bo f−1({1}) i g−1({1}) s ↪a jed-
noelementowe) oraz 〈g, h〉 ∈ r1 (bo g−1({0}) = h−1({0}) = ∅). Ale 〈f, h〉 6∈ r1, bo przeciwobrazy
jednoelementowych zbiorów przy funkcji f s ↪a zawsze jednoelementowe, a przy funkcji h s ↪a (z wyj ↪atkiem
h−1({0})) dwuelementowe.

Relacje r2 i r3 s ↪a przechodnie, a wi ↪ec s ↪a relacjami równoważności, bo wiadomo, że s ↪a zwrotne
i symetryczne. Aby sprawdzić przechodniość relacji r2, za lóżmy, że 〈f, g〉, 〈g, h〉 ∈ r2. Istniej ↪a wtedy
takie n1, n2 ∈ N, że f−1({n}) ∼ g−1({n}) dla wszystkich n > n1 oraz g−1({n}) ∼ h−1({n}) dla
wszystkich n > n2. Dla n > max{n1, n2} mamy wi ↪ec też f−1({n}) ∼ h−1({n}), czyli 〈f, g〉 ∈ r2.
Podobnie (ale  latwiej) otrzymamy przechodniość dla r3.

Funkcje sta le wyznaczaj ↪a jednoelementowe klasy abstrakcji relacji r3 i s ↪a to jedyne skończone klasy.
Przypuśćmy bowiem, że funkcja f nie jest sta la. Istniej ↪a wtedy takie n, a ∈ N, że f(n) = a oraz zbiór
B = {m | f(m) 6= a} jest nieskończony. Dla dowolnego m ∈ B weźmy tak ↪a funkcj ↪e gm, że gm(m) = a,
gm(n) = f(m) oraz gm(x) = f(x) dla x 6= m,n. Wszystkie funkcje gm dla m ∈ B s ↪a w klasie [f ]r3 .

Relacja r2 nie ma skończonych klas abstrakcji. Jeśli f nie jest sta la, to [f ]r3 ⊆ [f ]r2 , bo r3 ⊆ r2.
Skoro klasa [f ]r3 jest nieskończona, to tym bardziej klasa [f ]r2 jest nieskończona. Zostaj ↪a wi ↪ec funkcje
sta le. Ale wszystkie funkcje sta le należ ↪a do tej samej klasy [λx.0]r2 .
374: Weźmy dowolny  lańcuch (ze wzgl ↪edu na inkluzj ↪e) zbiorów parami spe lnialnych zawieraj ↪acych A.
Pokażemy, że suma tego  lańcucha jest zbiorem parami spe lnialnym. W tym celu rozpatrzmy dwie
formu ly α i β należ ↪ace do tej sumy. Wówczas musz ↪a istnieć takie zbiory X i Y , należ ↪ace do  lańcucha,
że α ∈ X i β ∈ Y . Ale ponieważ to jest  lańcuch, to mamy X ⊆ Y lub Y ⊆ X, zatem α, β ∈ X lub
α, β ∈ Y . Ponieważ zarówno X jak Y s ↪a parami spe lnialne, wi ↪ec α i β musz ↪a być wspó lspe lnialne.

Pokazalísmy, że suma każdego  lańcucha zbiorów parami spe lnialnych jest parami spe lnialna. Suma
zawiera wszystkie elementy  lańcucha, jest wi ↪ec jego ograniczeniem górnym w rodzinie wszystkich
zbiorów parami spe lnialnych. A wi ↪ec każdy  lańcuch w tej rodzinie ma ograniczenie górne. Z lematu
Kuratowskiego-Zorna, zbiór wszystkich zbiorów parami spe lnialnych zawieraj ↪acych A ma zatem ele-
ment maksymalny Z. Niech teraz α 6∈ Z. Jeśli każda koniunkcja α ∧ β, dla β ∈ Z jest spe lnialna, to
zbiór Z ∪ {α} jest parami spe lnialny. Jest to sprzeczne z maksymalności ↪a zbioru Z.
375a: Stosujemy lemat Kuratowskiego-Zorna do (uporz ↪adkowanej przez inkluzj ↪e) rodziny P wszyst-
kich parterowych podzbiorów cz ↪eściowo uporz ↪adkowanego zbioru A. Rozpatrzmy dowolny  lańcuch G
w 〈P,⊆〉. Jego suma

⋃
G jest parterowym podzbiorem zbioru A. Istotnie, jeśli L ⊆

⋃
G jest  lańcuchem

w A i ma trzy różne elementy x, y, z, to każdy z tych elementów należy do pewnego zbioru z  lańcucha G,
na przyk lad x ∈ X, y ∈ Y , z ∈ Z, gdzie X,Y, Z ∈ G. Jeden ze zbiorów X,Y, Z zawiera pozosta le,
niech to b ↪edzie na przyk lad X. Wtedy x, y, z ∈ X ∈ P i mamy sprzeczność, bo X jest parterowy.

A zatem
⋃
G ∈ P . Skoro każdy X ∈ G jest zawarty w

⋃
G, wi ↪ec

⋃
G jest ograniczeniem górnym

 lańcucha G w 〈P,⊆〉.
Z powyższego wynika, że rodzina 〈P,⊆〉 spe lnia za lożenie lematu Kuratowskiego-Zorna (każdy

 lańcuch ma ograniczenie górne), a wi ↪ec istnieje element maksymalny, tj. maksymalny zbiór parterowy.
375b: Każdy anty lańcuch jest parterowy i każdy podzbiór zbioru parterowego jest parterowy. Wystar-
czy wi ↪ec wskazać w P(N) anty lańcuch mocy C aby wywnioskować, że rodzina parterowych podzbiorów
P(N) jest mocy 2C. Taki anty lańcuch wyznaczaj ↪a nieskończone ga l ↪ezie drzewa na rysunku 4.
376a: Funkcja nie jest różnowartościowa, bo podzia ly P1 = {{0, 2},N− {0, 2}} i P1 = {{0},N− {0}}
wyznaczaj ↪a t ↪e sam ↪a wartość funkcji: f(P1) = f(P2) = {0, 1}. Nie jest też ”na” bo zero jest najmniej-
szym elementem swojej klasy podzia lu, a wi ↪ec zawsze 0 ∈ f(P ). Niemożliwe jest wi ↪ec np. f(P ) = {1}.
376b: Zauważmy najpierw, że Rg(f) = {X | 0 ∈ X}. Istotnie, jeśli 0 ∈ X, to można określić podzia l
P = {pi | i ∈ X}, gdzie pi = {a ∈ N | (i ≤ a) ∧ (∀j ∈ X(i < j → a < j))}. Wtedy f(P ) = X. Moc
zbioru Rg(f) jest wi ↪ec równa mocy zbioru P(N − {0}), czyli continuum. Oczywíscie zbiory P/ker(f)

i Rg(f) s ↪a równoliczne – klasy abstrakcji odpowiadaj ↪a możliwym wartościom funkcji.
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376c: S ↪a to wszystkie liczby naturalne wi ↪eksze od zera i continuum. Klasa skończona o n elementach
to przeciwobraz f−1({m | m 6= n}). Istotnie, jeśli P należy do tego przeciwobrazu, to P sk lada si ↪e
prawie wy l ↪acznie z singletonów, a jedynym wyj ↪atkiem jest para {i, n} dla pewnego i < n. Takie i
można wybrać na n sposobów, mamy wi ↪ec klas ↪e n-elementow ↪a.

Zauważmy od razu, że jeśli dope lnienie zbioru X jest skończone, to przeciwobraz f−1(X) jest klas ↪a
skończon ↪a. Jeśli bowiem −X ⊆ {0, . . . , k}, to do podzia lu należ ↪a singletony liczb wi ↪ekszych od k,
a skończony zbiór −X można podzielić tylko na skończenie wiele sposobów.

Jeśli f(P ) = {0} to P = {N}, rozpatrzmy wi ↪ec przypadek, gdy X ma co najmniej jeden niezerowy
element a, oraz −X jest zbiorem nieskończonym. Wtedy klasa f−1(X) ma moc continuum, bo dla
każdego podzbioru Y ⊆ −X ∩ (N − {0, . . . , a}) możemy wyznaczyć podzia l PY , którego sk ladowymi
s ↪a zbiory {a} ∪ Y oraz {0} ∪ (−X ∩ −Y ) a także singletony {i}, dla wszystkich i ∈ X oprócz 0 i a.
Podzia ly PY s ↪a różne dla różnych Y , ale zawsze f(PY ) = X. A wi ↪ec moc naszej klasy jest co najmniej
taka jak moc zbioru P(−X ∩ (N−{0, . . . , a})). Z drugiej strony, moc ta jest co najwyżej taka, jak moc
zbioru wszystkich relacji równoważności w N.
377a: Funkcja Φ nie jest różnowartościowa, np. Φ({ε}) = ε = Φ(∅). Ale Φ jest ”na”, bo dla dowolnego
w ∈ {0, 1}∗ mamy Φ({w}) = w.
377b: Z powyższego wynika, że zbiór klas abstrakcji relacji ker(Φ) ma moc ℵ0. Moc ↪a każdej klasy
jest C. Istotnie, niech [B]ker(Φ) b ↪edzie dowoln ↪a klas ↪a abstrakcji i niech w = Φ(B). Określimy funkcj ↪e
różnowartościow ↪a Ww : P({0, 1}∗)→ P({0, 1}∗) w taki sposób, by Φ(Ww(A)) = w, dla każdego A.

Ww(A) = {w} ∪ {w0v | v ∈ A}.
Zatem każdy ze zbiorów Ww(A) jest w relacji z B, wi ↪ec [B]ker(Φ) ≥ C. Ograniczenie górne wynika

z tego, że P({0, 1}∗) = C.
377c: Nie. Zauważmy najpierw, że jeśli A posiada element najmniejszy, to jest on jego kresem dolnym.
Zatem A nie posiada elementu najmniejszego. Niech w = inf(A). Ponieważ w 6∈ A, wi ↪ec w0 b ↪edzie
wi ↪ekszym od w ograniczeniem dolnym A, co jest w sprzeczności z definicj ↪a kresu dolnego.
Istotnie, dla dowolnego v ∈ A, skoro w � v, to albo v różni si ↪e od w na pozycji mniejszej b ↪adź
równej |w| albo w jest w laściwym prefiksem v. W obu przypadkach w0 � v.
377d: Moc ↪a tego zbioru jest ℵ0. Wystarczy pokazać, że jest on nieskończony, bo wszystkich s lów
jest przeliczalnie wiele. Ponieważ 0n � 11111011010, dla każdego n, wi ↪ec każdy ze zbiorów postaci
Zn = {0n, 11111011010} jest ograniczony przez 11111011010 i ponadto Φ(Zn) = 0n, zatem obraz ten
istotnie jest nieskończony.
378a: Zwrotność relacji F (A) jest oczywista. Aby udowodnić przechodniość, weźmy dowolne funkcje
f, g, h : N→ N, takie że 〈f, g〉 ∈ F (A) oraz 〈g, h〉 ∈ F (A). Wtedy dla a ∈ A mamy f(a) ≤ g(a) ≤ h(a),
natomiast dla a 6∈ A mamy h(a) ≤ g(a) ≤ f(a), czyli 〈f, h〉 ∈ F (A). Antysymetria wynika z tego, że
〈f, g〉 ∈ F (A) oraz 〈g, f〉 ∈ F (A) implikuje f(a) = g(a) zarówno dla a ∈ A, jak a 6∈ A. A wi ↪ec f = g.
378b: Szukamy zbioru F−1(L) = {A ⊆ N | F (A) ∈ L}, czyli pytamy dla jakich A ⊆ N relacja F (A)
jest liniowym porz ↪adkiem. Otóż nigdy tak nie jest, bo jeden ze zbiorów A i −A ma co najmniej dwa
różne elementy a, b. Wtedy funkcje f = λx. if x = a then 0 else 1 oraz g = λx. if x = b then 0 else 1 s ↪a
nieporównywalne. A wi ↪ec F−1(L) = ∅.
378c: Tym razem pytamy które F (A) maj ↪a element minimalny. Jeśli A = N to elementem mini-
malnym ze wzgl ↪edu na relacj ↪e F (A) jest funkcja λx. 0. W przeciwnym razie element minimalny nie
istnieje. Istotnie, jeśli a 6∈ A, to dla dowolnej funkcji f zachodzi 〈f ′, f〉 ∈ F (A), gdzie f ′ jest określona
tak: f ′ = λx. if x = a then f(a) + 1 else f(a). A zatem F−1(M) = {N}.
378d: Pokażemy, że F (A) nigdy nie jest dobrym ufundowaniem (sk ↪ad F−1(D) = ∅) bo zawsze
istnieje ci ↪ag malej ↪acy ze wzgl ↪edu na F (A). Istotnie, jeśli a 6∈ A, to ci ↪ag malej ↪acy tworz ↪a funkcje
fn = λx. if x = a then n else 0. Pozostaje przypadek A = N. Wtedy ci ↪ag malejacy tworz ↪a funkcje
gn = λx. if x ≤ n then 0 else 1.
379a: Nie. Na przyk lad ∅ 6= G(f) dla każdej funkcji f . Gdyby bowiem G(f) = ∅, to dla wszystkich
liczb n ∈ N mielibyśmy f(n) > f(n+ 1), czyli istnia lby nieskończony ci ↪ag malej ↪acy w N.
379b: Nie. Na przyk lad jeśli f = λx. x i g = λx. x+ 1, to G(f) = G(g) = N.
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379c: Zbiór ilorazowy j ↪adra jest zawsze równoliczny ze zbiorem wartości funkcji, wystarczy wi ↪ec
zbadać moc Rg(G). Ponieważ Rg(G) ⊆ P(N), wi ↪ec Rg(G) ≤ C. Z drugiej strony, jeśli A jest dowolnym
podzbiorem zbioru liczb parzystych P , to dla funkcji f = λx. if (x > 0 ∧ x − 1 ∈ A) then 0 else 1
zachodzi N−A = G(f). Zatem Rg(G) ≥ P(P ) = C i w końcu Rg(G) = C.
379d: Niech G(f) = A. Dla dowolnego α : N → {0, 1} niech α(n) oznacza sum ↪e α(0) + · · · + α(n).
Ci ↪ag α : N → N jest niemalej ↪acy i dla α 6= β mamy α 6= β. Teraz niech fα(n) = 2f(n) + α(n).
Zauważmy, że G(fα) = A, czyli 〈fα, f〉 ∈ ker(G). Istotnie, jeśli f(n) ≤ f(n+ 1), to

fα(n) = 2f(n) + α(n) ≤ 2f(n+ 1) + α(n+ 1) = fα(n+ 1).
Natomiast jeśli f(n) > f(n+1), to f(n)−f(n+1) ≥ 1 i α(n)−α(n+1) ≥ −1, wi ↪ec fα(n)−fα(n+1) ≥ 1,
czyli fα(n) > fα(n+1). Udowodnilísmy, że fα ∈ [f ]ker(G). Ale jeśli α 6= β to także fα 6= fβ , co oznacza,
że moc klasy [f ]ker(G) jest co najmniej równa mocy zbioru {0, 1}N, czyli C. Ponieważ [f ]ker(G) ⊆ NN,
wi ↪ec moc naszej klasy jest równa C.
380a: Niech G oznacza zbiór wszystkich funkcji o w lasności (a). Zauważmy, że jeśli f ∈ G to dla dowol-
nego A zachodzi równość f(A) =

⋃
{f({x}) | x ∈ A}. Zatem każda funkcja z G jest jednoznacznie wyz-

naczona przez swoje obci ↪ecie do argumentów jednoelementowych. Jeśli wi ↪ec P1(N) = {{x} | x ∈ N},
to mamy injekcj ↪e ϑ : G 1−1−→ (P1(N)→ P(N)) dan ↪a przez ϑ(f) = f |P1(N). Zbiór P1(N)→ P(N) jest oczy-

wíscie tej samej mocy co zbiór N→ P(N), czyli mocy Cℵ0 = C. Zatem G ≤ C. Z drugiej strony mamy
też injekcj ↪e $ : (N→ N) 1−1−→ G dan ↪a wzorem $(α) = λX.

⋃
{{α(n)} | n ∈ X}, a wi ↪ec G ≥ N→ N = C.

W konsekwencji, G = C.
380b: Niech R b ↪edzie tak ↪a rodzin ↪a nieskończonych podzbiorów N, w której każde dwa różne zbiory
maj ↪a skończone przeci ↪ecie i która jest mocy C. (To, że taka rodzina istnieje, wynika z rozwi ↪azania
zadania 359f.) Dla dowolnego Z ⊆ R określimy funkcj ↪e

fZ = λA. if (∃D ∈ Z.D ∩A = ℵ0) then {0} else ∅.
Zauważmy, że jeśli fZ(A∪B) = {0} to zbiór D ∩ (A∪B) = (D ∩A)∪ (D ∩B) jest nieskończony. Ale
wtedy jeden ze sk ladników D ∩A i D ∩B musi być nieskończony, wi ↪ec fZ(A) = {0} lub fZ(B) = {0}.
St ↪ad  latwo wynika, że funkcje postaci fZ spe lniaj ↪a warunek (b). Dalej, jeśli Z 6= Y , np. D ∈ Z − Y ,
to fZ(D) = {0} ale fY (D) = ∅, sk ↪ad fZ 6= fY . Zatem funkcji o w lasności (b) jest co najmniej tyle
ile podzbiorów R, czyli 2C. Ponieważ wszystkich funkcji z P(N) do P(N) też jest 2C, wi ↪ec taka jest
szukana moc.


