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Izomor�zmy porz¡dków

De�nicja

Mówimy, »e zbiory cz¦±ciowo uporz¡dkowane 〈A,≤〉 i 〈B ,≤〉
s¡ izomor�czne, gdy istnieje taka bijekcja f : A

1−1−→
na

B , »e

a ≤ a′ ⇔ f (a) ≤ f (a′),

dla dowolnych a, a′ ∈ A. Piszemy 〈A,≤〉 ≈ 〈B ,≤〉 lub A ≈ B .
Funkcj¦ f nazywamy izomor�zmem.

◦



Izomor�zmy porz¡dków

Je±li dwa zbiory cz¦±ciowo uporz¡dkowane s¡ izomor�czne
i jeden z nich

I ma element najmniejszy, najwi¦kszy, maksymalny,
minimalny;1

I jest liniowo uporz¡dkowany;

I jest cpo, jest krat¡ zupeªn¡;

I ma jak¡± inn¡ wªasno±¢ porz¡dkow¡,

to ten drugi te».

◦

1Niepotrzebne skre±li¢.



Przykªady

I Zbiór N jest izomor�czny z {1− 1

n
| n ∈ N− {0}}. . .
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I . . . ani ze zbiorami Z, Q, R.
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Uporz¡dkowanie g¦ste

De�nicja

Zbiór liniowo uporz¡dkowany A jest g¦sty , gdy dla dowolnych
a, b ∈ A, je±li a < b to a < c < b dla pewnego c .

Twierdzenie

1. Ka»dy przeliczalny zbiór liniowo uporz¡dkowany jest
izomor�czny z pewnym podzbiorem zbioru Q wszystkich
liczb wymiernych.

2. Ka»dy przeliczalny zbiór g¦sty bez elementu najwi¦kszego
i najmniejszego jest izomor�czny z Q.
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Uporz¡dkowanie ci¡gªe

I Zbiór liniowo uporz¡dkowany jest ci¡gªy , gdy ka»dy jego
podzbiór ograniczony z góry ma kres górny.

I Przykªad: zbiór liczb rzeczywistych R.

I Podzbiór A zbioru liniowo uporz¡dkowanego B
jest g¦sty w B , gdy zachodzi warunek

∀a, b ∈ B(a < b → ∃c ∈ A(a < c < b)).

I Przykªad: podzbiór Q zbioru R.
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Twierdzenie

Je±li liniowo uporz¡dkowany zbiór A (bez ko«ców) jest ci¡gªy
i ma przeliczalny podzbiór g¦sty B, to A ≈ R.

Dowód: Wtedy istnieje izomor�zm ϕ : Q→ B .
Mo»na go rozszerzy¢ do izomor�zmu ϕ : R→ A, bo ka»da
liczba a ∈ R jest kresem górnym pewnego zbioru X ⊆ Q.
Przyjmujemy wtedy ϕ(a) = supϕ(X ).
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Wniosek

I Zbiory Q oraz Q− {0} s¡ izomor�czne.

I Zbiory R oraz R− {0} nie s¡ izomor�czne.
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Wniosek
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Dobre ufundowanie

Niech 〈A,≤〉 b¦dzie zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym.
Je±li ka»dy niepusty podzbiór zbioru A ma element minimalny,
to mówimy, »e 〈A,≤〉 jest cz¦±ciowym dobrym porz¡dkiem,
lub, »e A jest dobrze ufundowany .

Je±li ponadto porz¡dek 〈A,≤〉 jest liniowy,
to jest to dobry porz¡dek.

(Wtedy ka»dy niepusty podzbiór A ma element najmniejszy.)

◦



Przykªady

I Zbiór N jest dobrze uporz¡dkowany przez zwykªe ≤ .

I Zbiór N jest dobrze ufundowany przez podzielno±¢.

I Zbiory Z, Q, R nie s¡ dobrze ufundowane.
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Inna de�nicja dobrego ufundowania

Fakt

Zbiór 〈A,≤〉 jest dobrze ufundowany wtedy i tylko wtedy, gdy
nie istnieje w nim ci¡g malej¡cy, tj. taki podzbiór {ai | i ∈ N},
»e ai+1 < ai dla dowolnego i .

Dowód: (⇒) Gdyby taki istniaª, to by nie miaª elementu
minimalnego.

(⇐) Przypu±¢my, »e niepusty podzbiór B ⊆ A nie ma
elementu minimalnego. Skoro B jest niepusty to ma jaki±
element b0. On oczywi±cie nie jest minimalny, wi¦c jest takie
b1 ∈ B , »e b1 < b0. I tak dalej: przez indukcj¦ okre±lamy ci¡g
malej¡cy b0 > b1 > b2 > · · ·
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Przykªady

I Relacja porz¡dku pre�ksowego jest dobrym ufundowaniem
zbioru A∗.

I Niech r = {〈`, n :: `〉 | n ∈ N ∧ ` ∈ list} i niech v b¦dzie
domkni¦ciem przechodnim relacji r ∪ idlist. Wtedy v jest
dobrym ufundowaniem typu list.

I Je±li w A s¡ dwa elementy a, b, takie »e a < b, to
porz¡dek leksykogra�czny � nie jest dobrym
ufundowaniem zbioru A∗.

(Zbiór {anb | n ∈ N} nie ma elementu minimalnego.)
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Przykªad

Dla dowolnego k , zbiór Nk , zªo»ony z k-krotek liczb
naturalnych (sªów dªugo±ci k) jest dobrze uporz¡dkowany
przez porz¡dek leksykogra�czny.

Dla k = 2 ten porz¡dek jest izomor�czny ze zbiorem

{m − 1

n
| m, n ∈ N− {0}} ⊆ R,

uporz¡dkowanym przez zwykªy porz¡dek liczb rzeczywistych.

◦



De�nicja

Je±li a < b, ale dla »adnego c nie zachodzi a < c < b, to:

I element a jest bezpo±rednim poprzednikiem b;

I element b jest bezpo±rednim nast¦pnikiem a.

◦



Odcinki pocz¡tkowe

Podzbiór B zbioru cz¦±ciowo uporz¡dkowanego A nazywamy
odcinkiem pocz¡tkowym w A, gdy

∀x , y ∈ A (x ∈ B ∧ y ≤ x → y ∈ B).

Szczególny przypadek odcinka pocz¡tkowego to odcinek
wyznaczony przez element x ∈ A:

OA(x) = {y ∈ A | y < x}.

◦
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Dendrologia

Zbiór cz¦±ciowo uporz¡dkowany 〈T ,≤〉 nazywamy drzewem,
gdy speªnia on nast¦puj¡ce warunki:

1) Istnieje element najmniejszy.

2) Ka»dy odcinek OT (x) jest sko«czonym ªa«cuchem.

Je±li ªa«cuch OT (x) ma n elementów, to powiemy, »e x jest
wierzchoªkiem o wysoko±ci n. Element najmniejszy, nazywany
korzeniem, ma wysoko±¢ zerow¡.

Fakt: ka»de drzewo jest dobrze ufundowane.
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Drzewa rosn¡ z góry na dóª.
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Drzewo sªów

Niepusty podzbiór T zbioru A∗ nazywamy drzewem sªów ,
gdy jest on odcinkiem pocz¡tkowym w 〈A∗,⊆〉, czyli gdy

∀w , u ∈ A∗ (w · u ∈ T → w ∈ T ).

Przykªad: {ε, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, abb,
bab, bba, bbb, aaba, aabb, baba, bbab}.

Drzewa nad alfabetem dwuliterowym to drzewa binarne.
Zbiór {a, b}∗ to peªne niesko«czone drzewo binarne.
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Dendrologia

Twierdzenie

Ka»de drzewo jest izomor�czne z pewnym drzewem sªów.

Dowód: Wybieramy alfabet dostatecznie du»ej mocy.
Ka»demu wierzchoªkowi x przypisujemy sªowo f (x):

I Korzeniowi przypisujemy sªowo puste;

I Je±li f (x) = w , to nast¦pnikom x przypisujemy
sªowa postaci wa, dla ró»nych liter a.

Funkcja f jest szukanym izomor�zmem.
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Przykªad
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De�nicje

I Gaª¦zi¡ w drzewie T nazywamy dowolny ci¡g postaci
ε= a0, a1, a2, . . . (sko«czony lub niesko«czony) gdzie
ka»de ai+1 jest bezpo±rednim nast¦pnikiem ai .

I Mówimy, »e T jest drzewem o sko«czonym rozgaª¦zieniu,
je±li ka»dy element T ma sko«czenie wiele bezpo±rednich
nast¦pników.

◦



Lemat Königa

Twierdzenie

Je±li T jest niesko«czonym drzewem o sko«czonym
rozgaª¦zieniu to w T jest gaª¡¹ niesko«czona.

Dowód: Dla a ∈ T niech Ta = {b ∈ T | a ≤ b}.

Przez indukcj¦ konstruujemy gaª¡¹ ε= a0, a1, a2, . . .
tak, aby ka»de Tai byªo niesko«czone.

Krok bazowy jest poprawny, bo Tε = T .

Niech Tan b¦dzie niesko«czony. Poniewa»

Tan = {an} ∪ Tb1 ∪ · · · ∪ Tbk ,

gdzie b1, . . . , bk s¡ bezp. nast¦pnikami an, wi¦c które± Tbi jest
niesko«czone. Mo»na przyj¡¢ an+1 = bi .

◦



Lemat Königa

Twierdzenie

Je±li T jest niesko«czonym drzewem o sko«czonym
rozgaª¦zieniu to w T jest gaª¡¹ niesko«czona.

Dowód: Dla a ∈ T niech Ta = {b ∈ T | a ≤ b}.

Przez indukcj¦ konstruujemy gaª¡¹ ε= a0, a1, a2, . . .
tak, aby ka»de Tai byªo niesko«czone.

Krok bazowy jest poprawny, bo Tε = T .

Niech Tan b¦dzie niesko«czony. Poniewa»

Tan = {an} ∪ Tb1 ∪ · · · ∪ Tbk ,

gdzie b1, . . . , bk s¡ bezp. nast¦pnikami an, wi¦c które± Tbi jest
niesko«czone. Mo»na przyj¡¢ an+1 = bi .

◦



Lemat Königa

Twierdzenie

Je±li T jest niesko«czonym drzewem o sko«czonym
rozgaª¦zieniu to w T jest gaª¡¹ niesko«czona.

Dowód: Dla a ∈ T niech Ta = {b ∈ T | a ≤ b}.

Przez indukcj¦ konstruujemy gaª¡¹ ε= a0, a1, a2, . . .
tak, aby ka»de Tai byªo niesko«czone.

Krok bazowy jest poprawny, bo Tε = T .

Niech Tan b¦dzie niesko«czony. Poniewa»

Tan = {an} ∪ Tb1 ∪ · · · ∪ Tbk ,

gdzie b1, . . . , bk s¡ bezp. nast¦pnikami an, wi¦c które± Tbi jest
niesko«czone. Mo»na przyj¡¢ an+1 = bi .

◦



Lemat Königa

Twierdzenie

Je±li T jest niesko«czonym drzewem o sko«czonym
rozgaª¦zieniu to w T jest gaª¡¹ niesko«czona.

Dowód: Dla a ∈ T niech Ta = {b ∈ T | a ≤ b}.

Przez indukcj¦ konstruujemy gaª¡¹ ε= a0, a1, a2, . . .
tak, aby ka»de Tai byªo niesko«czone.

Krok bazowy jest poprawny, bo Tε = T .

Niech Tan b¦dzie niesko«czony. Poniewa»

Tan = {an} ∪ Tb1 ∪ · · · ∪ Tbk ,

gdzie b1, . . . , bk s¡ bezp. nast¦pnikami an, wi¦c które± Tbi jest
niesko«czone. Mo»na przyj¡¢ an+1 = bi .

◦



Lemat Königa

Twierdzenie

Je±li T jest niesko«czonym drzewem o sko«czonym
rozgaª¦zieniu to w T jest gaª¡¹ niesko«czona.

Dowód: Dla a ∈ T niech Ta = {b ∈ T | a ≤ b}.

Przez indukcj¦ konstruujemy gaª¡¹ ε= a0, a1, a2, . . .
tak, aby ka»de Tai byªo niesko«czone.

Krok bazowy jest poprawny, bo Tε = T .

Niech Tan b¦dzie niesko«czony. Poniewa»

Tan = {an} ∪ Tb1 ∪ · · · ∪ Tbk ,

gdzie b1, . . . , bk s¡ bezp. nast¦pnikami an, wi¦c które± Tbi jest
niesko«czone. Mo»na przyj¡¢ an+1 = bi .

◦



Zasada indukcji

Fakt

Niech 〈A,≤〉 b¦dzie dobrze ufundowany i niech P ⊆ A.
Zaªó»my, »e dla dowolnego a ∈ A zachodzi implikacja:

OA(a) ⊆ P ⇒ a ∈ P.

Wtedy P = A.

Dowód: Przypu±¢my, »e P 6= A. Zbiór A− P jest wtedy
niepusty i ma element minimalny a. Z minimalno±ci mamy
jednak OA(a) ⊆ P , wi¦c a ∈ P .

◦
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Dobre porz¡dki

Przykªady dobre:

I Zbiór liczb naturalnych N;

I Ka»dy sko«czony liniowy porz¡dek;

I Zbiór Nk uporz¡dkowany leksykogra�cznie.

Przykªady zªe:

I Zbiór liczb caªkowitych Z;
I Odcinek [0, 1];

I Zbiór N∗ uporz¡dkowany leksykogra�cznie.

◦



Nast¦puj¡ce podzbiory R s¡ dobrze uporz¡dkowane
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Wªasno±ci dobrych porz¡dków

Fakt:

I Niepusty zbiór dobrze uporz¡dkowany ma element
najmniejszy.

Ale [0, 1] te» ma.

I W zbiorze dobrze uporz¡dkowanym ka»dy element oprócz
ostatniego ma bezpo±redni nast¦pnik.
Ale w zbiorze Z te».

I W zbiorze dobrze uporz¡dkowanym ka»dy odcinek
wªa±ciwy jest postaci OA(x).
I na odwrót.

◦
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Wªasno±ci dobrych porz¡dków

I Je±li A jest zbiorem dobrze uporz¡dkowanym, to A nie
jest izomor�czny z »adnym swoim wªa±ciwym odcinkiem
pocz¡tkowym.

I Je±li A i B s¡ dobrze uporz¡dkowane, to jeden z nich jest
izomor�czny z odcinkiem pocz¡tkowym drugiego.

I Ka»dy zbiór mo»na dobrze uporz¡dkowa¢. (E. Zermelo)

◦
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Porównywalno±¢ liczb kardynalnych

Wniosek

Dla dowolnych zbiorów A i B zachodzi

A ≤ B lub B ≤ A.

Dowód: Zbiory A i B mo»na dobrze uporz¡dkowa¢,
a wtedy jeden z nich jest izomor�czny z odcinkiem
pocz¡tkowym drugiego.
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Liczby porz¡dkowe

I Liczby porz¡dkowe zbiorów sko«czonych to liczby
naturalne.

I Liczba porz¡dkowa zbioru N to ω.

Niech A = α i B = β.

I Suma α + β to liczba porz¡dkowa zbioru A⊕ B
uporz¡dkowanego tak:

〈x〉i ≤ 〈y〉j ⇔ i < j , lub i = j oraz x ≤ y .

I Iloczyn α · β to liczba porz¡dkowa zbioru A× B
uporz¡dkowanego �antyleksykogra�cznie�:

〈a, b〉 ≤ 〈a′, b′〉 ⇔ b < b′, lub b = b′ oraz a ≤ a′.

◦



Przykªady

I A = {1− 1

n
| n ∈ N− {0}}; (ω)r r r r r rrr b

0
1

2

2

3

3

4

4

5
· · · 1

I A
′ = {1− 1

n
| n ∈ N− {0}} ∪ {1}; (ω + 1)r r r r r rrr r

0
1

2

2

3

3

4

4

5
· · · 1

I A
′′ = A ∪ {2− 1

n
| n ∈ N− {0}}; (ω + ω)r r r r r rrr r

0
1

2

2

3

3

4

4

5
· · ·

r r r r rrr r
1 2

I B = {m − 1

n
| m, n ∈ N− {0}}. (ω · ω)r r r rrr r

0

r r rrr r
1 2 3

r r rrr r
◦



Dziaªania na liczbach porz¡dkowych

I 1 + ω = ω 6= ω + 1;

I 2 · ω = ω 6= ω + ω = ω · 2;

I α2 := α · α;

I αk+1 := α · αk ;

I αω := najmniejsza liczba wi¦ksza od wszystkich αk .

I 2ω = ω.

◦
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Multizbiory

Multizbiór to ,zbiór z powtórzeniami� (funkcja M : A→ N).

Na przykªad {1, 2, 2, 3, 4, 4, 4} to taka funkcja M, »e

M(1) = M(3) = 1, M(2) = 2 i M(4) = 3.

Dla x 6= 1, 2, 3, 4 przyjmujemy M(x) = 0.

Multizbiór M jest sko«czony , je±li zbiór {n | M(n) > 0} jest
sko«czony.

◦



Porównujemy sko«czone multizbiory

Niech M1, M2 to sko«czone multizbiory.
Je±li M1 6= M2, to niech

m0 = max{m | M1(m) 6= M2(m)}.

Przyjmujemy, »e M1 ≤ M2, gdy

M1 = M2 ∨ M1(m0) < M2(m0)

Fakt: To jest dobre uporz¡dkowanie typu ωω.

◦


