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Izomorfizmy porzadkow

Definicja
Moéwimy, ze zbiory czeSciowo uporzadkowane (A, <) i (B, <)

sa izomorficzne, gdy istnieje taka bijekcja f : A L B ze
na

a<ad <& f(a)<f(d),

dla dowolnych a,a’ € A. Piszemy (A, <) ~ (B, <) lub A~ B.
Funkcje f nazywamy izomorfizmem.



Izomorfizmy porzadkow

Jesli dwa zbiory czesciowo uporzadkowane sa izomorficzne
i jeden z nich

» ma element najmniejszy, najwiekszy, maksymalny,
minimalny;?

» jest liniowo uporzadkowany;
> jest cpo, jest kratg zupetng;

» ma jakas inng wiasnos$¢ porzadkows,

to ten drugi tez.

!'Niepotrzebne skresli¢.



Przyktady

> Zbior N jest izomorficzny z {1 — 1 | n € N — {0}}...
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Przyktady

> Zbior N jest izomorficzny z {1 — 1 | n € N — {0}}...
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» ...ani ze zbiorami Z, Q, R.



Uporzadkowanie geste

Definicja
Zbiér liniowo uporzadkowany A jest gesty, gdy dla dowolnych
a,be A, jeslia< btoa< c<bdlapewnego c.



Uporzadkowanie geste

Definicja
Zbiér liniowo uporzadkowany A jest gesty, gdy dla dowolnych
a,be A, jeslia< btoa< c<bdlapewnego c.

Twierdzenie

1. Kazdy przeliczalny zbiér liniowo uporzadkowany jest
izomorficzny z pewnym podzbiorem zbioru Q wszystkich
liczb wymiernych.

2. Kazdy przeliczalny zbiér gesty bez elementu najwickszego
i najmniejszego jest izomorficzny z Q.
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Uporzadkowanie ciggte

» Zbiér liniowo uporzadkowany jest ciggty, gdy kazdy jego
podzbiér ograniczony z géry ma kres gérny.

» Przyktad: zbiér liczb rzeczywistych R.



Uporzadkowanie ciggte

» Zbiér liniowo uporzadkowany jest ciggty, gdy kazdy jego
podzbiér ograniczony z géry ma kres gérny.

» Przyktad: zbiér liczb rzeczywistych R.

» Podzbiér A zbioru liniowo uporzadkowanego B
jest gesty w B, gdy zachodzi warunek

Va,be B(a< b— dce Al(a< c <b)).
» Przyktad: podzbiér Q zbioru R.



Twierdzenie

Jesli liniowo uporzadkowany zbior A (bez koricéw) jest ciagty
i ma przeliczalny podzbiér gesty B, to A ~ R.



Twierdzenie

Jesli liniowo uporzadkowany zbior A (bez koricéw) jest ciagty
i ma przeliczalny podzbiér gesty B, to A ~ R.

Dowdd:  Wtedy istnieje izomorfizm ¢ : Q — B.

Mozna go rozszerzy¢ do izomorfizmu @ : R — A, bo kazda
liczba a € R jest kresem gérnym pewnego zbioru X C Q.
Przyjmujemy wtedy ®(a) = sup o(X). [



Whiosek

» Zbiory Q oraz Q — {0} sa izomorficzne.



Whiosek

» Zbiory Q oraz Q — {0} sa izomorficzne.

» Zbiory R oraz R — {0} nie sa izomorficzne.



Dobre ufundowanie

Niech (A, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym.
Jesli kazdy niepusty podzbiér zbioru A ma element minimalny,
to méwimy, ze (A, <) jest czesciowym dobrym porzadkiem,
lub, ze A jest dobrze ufundowany.

Jesli ponadto porzadek (A, <) jest liniowy,
to jest to dobry porzadek.

(Wtedy kazdy niepusty podzbiér A ma element najmniejszy.)



Przyktady

» Zbior N jest dobrze uporzadkowany przez zwykte < .



Przyktady

» Zbior N jest dobrze uporzadkowany przez zwykte < .

» Zbiér N jest dobrze ufundowany przez podzielnosé.



Przyktady

» Zbior N jest dobrze uporzadkowany przez zwykte < .
» Zbiér N jest dobrze ufundowany przez podzielnosé.

» Zbiory Z, Q, R nie sa dobrze ufundowane.



Inna definicja dobrego ufundowania

Fakt

Zbiér (A, <) jest dobrze ufundowany wtedy i tylko wtedy, gdy
nie istnieje w nim ciag malejacy, tj. taki podzbior {a; | i € N},
ze aj11 < a; dla dowolnego i.



Inna definicja dobrego ufundowania

Fakt

Zbiér (A, <) jest dobrze ufundowany wtedy i tylko wtedy, gdy
nie istnieje w nim ciag malejacy, tj. taki podzbior {a; | i € N},
ze aj11 < a; dla dowolnego i.

Dowdéd: (=) Gdyby taki istniat, to by nie miat elementu
minimalnego.



Inna definicja dobrego ufundowania

Fakt

Zbiér (A, <) jest dobrze ufundowany wtedy i tylko wtedy, gdy
nie istnieje w nim ciag malejacy, tj. taki podzbior {a; | i € N},
ze aj11 < a; dla dowolnego i.

Dowdéd: (=) Gdyby taki istniat, to by nie miat elementu
minimalnego.

(<) Przypusémy, ze niepusty podzbiér B C A nie ma
elementu minimalnego. Skoro B jest niepusty to ma jakis
element by. On oczywiscie nie jest minimalny, wiec jest takie
by € B, ze by < by. | tak dalej: przez indukcje okreslamy ciag
malejacy by > by > by > - - O



Przyktady

» Relacja porzadku prefiksowego jest dobrym ufundowaniem
zbioru A*.



Przyktady

» Relacja porzadku prefiksowego jest dobrym ufundowaniem
zbioru A*.

» Niech r = {(¢, n::l) | n€ NAL € list} i niech C bedzie
domknieciem przechodnim relacji r U idjise. Wtedy C jest
dobrym ufundowaniem typu list.



Przyktady

» Relacja porzadku prefiksowego jest dobrym ufundowaniem
zbioru A*.

» Niech r = {(¢, n::l) | n€ NAL € list} i niech C bedzie
domknieciem przechodnim relacji r U idjise. Wtedy C jest
dobrym ufundowaniem typu list.

» Jesli w A s3 dwa elementy a, b, takie ze a < b, to
porzadek leksykograficzny < nie jest dobrym
ufundowaniem zbioru A*.

(Zbiér {a"b | n € N} nie ma elementu minimalnego.)



Przyktad

Dla dowolnego k, zbiér N, ztozony z k-krotek liczb
naturalnych (stéw dtugosci k) jest dobrze uporzadkowany
przez porzadek leksykograficzny.

Dla k = 2 ten porzadek jest izomorficzny ze zbiorem
{m—-L]mneN-{0}} CR,

uporzadkowanym przez zwykty porzadek liczb rzeczywistych.



Definicja
Jesli a < b, ale dla zadnego ¢ nie zachodzi a < ¢ < b, to:

» element a jest bezposrednim poprzednikiem b;

» element b jest bezposrednim nastepnikiem a.



Odcinki poczatkowe

Podzbiér B zbioru cze$ciowo uporzadkowanego A nazywamy
odcinkiem poczatkowym w A, gdy

Vx,y e A(xe BANy <x—ye€B).



Odcinki poczatkowe

Podzbiér B zbioru cze$ciowo uporzadkowanego A nazywamy
odcinkiem poczatkowym w A, gdy

Vx,y e A(xe BANy <x—ye€B).

Szczegolny przypadek odcinka poczatkowego to odcinek
wyznaczony przez element x € A:

Oa(x) ={y € Aly <x}



Dendrologia

Zbiér czesciowo uporzadkowany (T, <) nazywamy drzewem,
gdy spetnia on nastepujace warunki:

1) Istnieje element najmniejszy.

2) Kazdy odcinek O1(x) jest skonczonym fancuchem.



Dendrologia

Zbiér czesciowo uporzadkowany (T, <) nazywamy drzewem,
gdy spetnia on nastepujace warunki:

1) Istnieje element najmniejszy.
2) Kazdy odcinek O1(x) jest skonczonym fancuchem.

Jesli tancuch O7(x) ma n elementéw, to powiemy, ze x jest
wierzchotkiem o wysokosci n. Element najmniejszy, nazywany
korzeniem, ma wysokos$¢ zerowa.



Dendrologia

Zbiér czesciowo uporzadkowany (T, <) nazywamy drzewem,
gdy spetnia on nastepujace warunki:

1) Istnieje element najmniejszy.

2) Kazdy odcinek O1(x) jest skonczonym fancuchem.

Jesli tancuch O7(x) ma n elementéw, to powiemy, ze x jest
wierzchotkiem o wysokosci n. Element najmniejszy, nazywany
korzeniem, ma wysokos$¢ zerowa.

Fakt: kazde drzewo jest dobrze ufundowane.
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Drzewo stow

Niepusty podzbiér T zbioru A* nazywamy drzewem sfoéw,
gdy jest on odcinkiem poczatkowym w (A* C), czyli gdy

VwueA*(w-ueT —-weT).

Przyktad: {e,a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, abb,
bab, bba, bbb, aaba, aabb, baba, bbab}.

Drzewa nad alfabetem dwuliterowym to drzewa binarne.
Zbiér {a, b}* to petne nieskoriczone drzewo binarne.



Dendrologia

Twierdzenie

Kazde drzewo jest izomorficzne z pewnym drzewem stéw.

Dowdd:  Wybieramy alfabet dostatecznie duzej mocy.
Kazdemu wierzchotkowi x przypisujemy stowo f(x):

» Korzeniowi przypisujemy stowo puste;

» Jesli f(x) = w, to nastepnikom x przypisujemy
stowa postaci wa, dla réznych liter a.

Funkcja f jest szukanym izomorfizmem.



Przyktad

VAN
VARNAN
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Definicje

» Gafezig w drzewie T nazywamy dowolny cigg postaci
€=ay, ai, a, ... (skonczony lub nieskonczony) gdzie
kazde aj,; jest bezposrednim nastepnikiem a;.

» Méwimy, ze T jest drzewem o skoriczonym rozgatezieniu,
jesli kazdy element T ma skonczenie wiele bezposrednich
nastepnikéw.



Lemat Koniga

Twierdzenie

Jesli T jest nieskoriczonym drzewem o skoriczonym
rozgatezieniu to w T jest gataz nieskoriczona.



Lemat Koniga

Twierdzenie

Jesli T jest nieskoriczonym drzewem o skoriczonym
rozgatezieniu to w T jest gataz nieskoriczona.

Dowéd: Dlaae T niech T,={be T |a<b}.



Lemat Koniga

Twierdzenie

Jesli T jest nieskoriczonym drzewem o skoriczonym
rozgatezieniu to w T jest gataz nieskoriczona.

Dowéd: Dlaae T niech T,={be T |a<b}.

Przez indukcje konstruujemy gataz ¢ = ag, ay, ap, ...
tak, aby kazde T, byto nieskoficzone.



Lemat Koniga

Twierdzenie

Jesli T jest nieskoriczonym drzewem o skoriczonym
rozgatezieniu to w T jest gataz nieskoriczona.

Dowéd: Dlaae T niech T,={be T |a<b}.

Przez indukcje konstruujemy gataz ¢ = ag, ay, ap, ...
tak, aby kazde T, byto nieskoficzone.

Krok bazowy jest poprawny, bo T, = T.



Lemat Koniga

Twierdzenie

Jesli T jest nieskoriczonym drzewem o skoriczonym
rozgatezieniu to w T jest gataz nieskoriczona.

Dowéd: Dlaae T niech T,={be T |a<b}.

Przez indukcje konstruujemy gataz ¢ = ag, ay, ap, ...
tak, aby kazde T, byto nieskoficzone.

Krok bazowy jest poprawny, bo T, = T.
Niech T,, bedzie nieskoriczony. Poniewaz
To, ={an} U Tp U---U T,

gdzie by, ..., by s3 bezp. nastepnikami a,, wiec ktdres T, jest
nieskonczone. Mozna przyjac a1 = b;. O



Zasada indukcji

Fakt

Niech (A, <) bedzie dobrze ufundowany i niech P C A.
Zatézmy, ze dla dowolnego a € A zachodzi implikacja:

(’)A(a)gP = acP.
Wtedy P = A.



Zasada indukcji

Fakt

Niech (A, <) bedzie dobrze ufundowany i niech P C A.
Zatézmy, ze dla dowolnego a € A zachodzi implikacja:

(’)A(a)gP = acP.
Wtedy P = A.

Dowdd:  Przypusémy, ze P # A. Zbiér A — P jest wtedy
niepusty i ma element minimalny a. Z minimalnosci mamy
jednak Oa(a) C P, wiec a € P.



Dobre porzadki

Przyktady dobre:

» Zbiér liczb naturalnych N;
» Kazdy skonczony liniowy porzadek;

» Zbiér N¥ uporzadkowany leksykograficznie.

Przyktady zte:

» Zbior liczb catkowitych Z;
» Odcinek [0, 1];
» Zbiér N* uporzadkowany leksykograficznie.



Nastepujace podzbiory R sa dobrze uporzadkowane

» A={1-1|neN-{0}}
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Nastepujace podzbiory R sa dobrze uporzadkowane

» A={1-1|neN-{0}}

0

M=
w)
»
o

M=
w)
»
@

o]

N=
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» B={m—-1|mneN-{0}}.

0 1 2



WHtasnosci dobrych porzadkow

Fakt:

» Niepusty zbiér dobrze uporzadkowany ma element
najmniejszy.
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» Niepusty zbiér dobrze uporzadkowany ma element
najmniejszy.
Ale [0, 1] tez ma.
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Fakt:

» Niepusty zbiér dobrze uporzadkowany ma element
najmniejszy.
Ale [0, 1] tez ma.

» W zbiorze dobrze uporzadkowanym kazdy element oprécz
ostatniego ma bezpos$redni nastepnik.
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Fakt:
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WHtasnosci dobrych porzadkow

Fakt:

» Niepusty zbiér dobrze uporzadkowany ma element
najmniejszy.
Ale [0, 1] tez ma.

» W zbiorze dobrze uporzadkowanym kazdy element oprécz
ostatniego ma bezpos$redni nastepnik.
Ale w zbiorze Z tez.

» W zbiorze dobrze uporzadkowanym kazdy odcinek
wtasciwy jest postaci Oa(x).



WHtasnosci dobrych porzadkow

Fakt:

» Niepusty zbiér dobrze uporzadkowany ma element
najmniejszy.
Ale [0, 1] tez ma.

» W zbiorze dobrze uporzadkowanym kazdy element oprécz
ostatniego ma bezpos$redni nastepnik.
Ale w zbiorze Z tez.

» W zbiorze dobrze uporzadkowanym kazdy odcinek
wtasciwy jest postaci Oa(x).
| na odwrét.



WHtasnosci dobrych porzadkow

» Jesli A jest zbiorem dobrze uporzadkowanym, to A nie
jest izomorficzny z zadnym swoim wtasciwym odcinkiem
poczatkowym.



WHtasnosci dobrych porzadkow

» Jesli A jest zbiorem dobrze uporzadkowanym, to A nie
jest izomorficzny z zadnym swoim wtasciwym odcinkiem
poczatkowym.

» Jesli Ai B sg dobrze uporzadkowane, to jeden z nich jest
izomorficzny z odcinkiem poczatkowym drugiego.



WHtasnosci dobrych porzadkow

» Jesli A jest zbiorem dobrze uporzadkowanym, to A nie
jest izomorficzny z zadnym swoim wtasciwym odcinkiem
poczatkowym.

» Jesli Ai B sg dobrze uporzadkowane, to jeden z nich jest
izomorficzny z odcinkiem poczatkowym drugiego.

» Kazdy zbiér mozna dobrze uporzadkowa¢. (E. Zermelo)



Poréwnywalnosc liczb kardynalnych

Whiosek
Dla dowolnych zbioréw A i B zachodzi

A<B lub B<A



Poréwnywalnosc liczb kardynalnych

Whiosek
Dla dowolnych zbioréw A i B zachodzi
A<B lub B<A.

Dowdd:  Zbiory A i B mozna dobrze uporzadkowag,
a wtedy jeden z nich jest izomorficzny z odcinkiem
poczatkowym drugiego.



Liczby porzadkowe

» Liczby porzadkowe zbioréw skonczonych to liczby
naturalne.

» Liczba porzadkowa zbioru N to w.
Niech A=ai B = §.

» Suma «a + (3 to liczba porzadkowa zbioru A @ B
uporzadkowanego tak:
(x)i < (y)j & i<j,lubi=jorazx<y.

» lloczyn « - 3 to liczba porzadkowa zbioru A x B
uporzadkowanego ,antyleksykograficznie™

(a,b) < (a,b) < b<b, lubb=>boraza<a.



Przyktady

» A={1-1|neN-{0}}; (w)
0 CHN B3 RERE

» A={1-L|neN-{0}}uU{L} (w+1)
0 CHN I3 AR

» AV=Au{2-1|neN-{0}}; (w+w)
0 EH I S AR 2

» B={m—1|mneN-{0}}. (w-w)
) 1 > 3




Dziatania na liczbach porzadkowych

> litw=wH#w+1;
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Dziatania na liczbach porzadkowych

> litw=wH#w+1;

v

2rw=wHFwtw=w-2;



Dziatania na liczbach porzadkowych

> litw=wH#w+1;

> w=wHEwtw=w-2;
» o’ i=a-«
> okt = o ok

» o := najmniejsza liczba wieksza od wszystkich a*.



Dziatania na liczbach porzadkowych

> litw=wH#w+1;

> w=wHEwtw=w-2;
» o’ i=a-«
> okt = o ok

» o := najmniejsza liczba wieksza od wszystkich a*.

> 2Y = .



Multizbiory

Multizbiér to ,zbiér z powtérzeniami” (funkcja M : A — N).

Na przyktad {1,2,2,3,4,4 4} to taka funkcja M, ze
M(1)=M@3)=1, M(2)=2i M(4) =3.

Dla x # 1,2,3,4 przyjmujemy M(x) = 0.

Multizbiér M jest skoriczony, jesli zbiér {n | M(n) > 0} jest
skonczony.



Poréwnujemy skonczone multizbiory

Niech My, M, to skonczone multizbiory.
Jesli My # M,, to niech

mg = max{m | My(m) # My(m)}.

Przyjmujemy, ze M; < M,, gdy

M =M, V Ml(mo) < Mz(mo)

Fakt: To jest dobre uporzadkowanie typu w*.



