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W poprzednim odcinku: naturalna dedukcja

» Reguty wprowadzania spéjnikéw logicznych: jak mozna
udowodni¢ formute danej postaci?

» Reguty eliminacji spéjnikéw: jak mozna wykorzystaé
formute tej postaci do udowodnienia innej?



Reguty wnioskowania dla rachunku zdan (1)
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Reguty wnioskowania dla rachunku zdan (2)
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Dowdéd formalny

Dowdéd formalny osadu ' F o w naturalnej dedukcji, to drzewo
skonczone, w ktérym kazdemu wierzchotkowi przypisano
pewien osad. Przy tym:

» Korzeniowi drzewa przypisano osad ' - ¢.

» Osad przypisany dowolnemu wierzchotkowi powstaje
z osadow przypisanych jego poprzednikom poprzez
zastosowanie jednej z regut wnioskowania.

» Lisciom przypisano osady postaci A, a b «.
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Eliminacja kwantyfikatora ogélnego

= Vx A(x)
M= A(y)

(W miejscu y moze by¢ nazwa dowolnego obiektu.)



Woprowadzanie kwantyfikatora ogélnego

M= A(x)
[ Vx A(x)

(x nie jest wolne w T)



Woprowadzanie kwantyfikatora szczegétowego

= Ay)
M= 3Ix A(x)

(W miejscu y moze by¢ nazwa dowolnego obiektu.)



Eliminacja kwantyfikatora szczegétowego
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(x nie jest wolne w T U {B})



Poprawnos¢ i petnos¢ (dla rachunku zdan)

Twierdzenie (o petnosci)

» System naturalnej dedukcji jest poprawny: Jesli formuta
ma dowdd (jest twierdzeniem) to jest tautologia.



Poprawnos¢ i petnos¢ (dla rachunku zdan)

Twierdzenie (o petnosci)

» System naturalnej dedukcji jest poprawny: Jesli formuta
ma dowdd (jest twierdzeniem) to jest tautologia.

» System naturalnej dedukcji jest petny: Kazda tautologia
ma dowdd.



Przypomnienie notacji

Piszemy o =T, gdy [y], = 1, dla kazdego v € T.

Piszemy ' = «, gdy dla dowolnej interpretacji zdaniowe;j o:

jezeli o =T, to takze [¢], = 1.

Jesli osad T F o ma dowéd, to piszemy po prostu “T F o



Poprawnoéc¢

Twierdzenie: Jesli osad '+ «a ma dowdd, to T = a.



Poprawnoéc¢

Twierdzenie: Jesli osad '+ «a ma dowdd, to T = a.

Dowdd: Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu
na wielkos¢. .. dowodu I - «.



Poprawnoéc¢

Twierdzenie: Jesli osad '+ «a ma dowdd, to T = a.

Dowdd: Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu
na wielkos¢. .. dowodu ' - a. Rozwazamy kilka przypadkéw,
zaleznie od ostatniej uzytej reguty.

Przypadek 1: Osad I - « jest aksjomatem, tj. [ =" U {a}.
Wtedy teza jest oczywista.

Przypadek 2: Osad I = o otrzymano przez (E—) z osadéw
3 — ailF (. Z zatozenia indukcyjnego I' = 5 — «
oraz I = /3, bo te dowody maja mniejsze rozmiary.

Jesli wiec o =T, to o spetnia obie formuty g — « i (.
Wtedy o musi tez spetniac «.



JesliThHa tol Ea

Przypadek 3: Osad I - « otrzymano przez (W—).
Wtedy a = 3 — «y oraz I, G «v ma dowdd mniejszych
rozmiaréw, zatem [ U {3} = ~, z zatozenia indukcyjnego.

Zatézmy, ze o =T. Jesli [B], =1, to o =T U {3}, wigc
[7], = 1. skad [6 — 7], = 1. A jesli [B], = O, to tym
bardziej [5 — ~], = 1.



JesliThHa tol Ea

Przypadek 4: Osad I = o otrzymano przez (EL) z T+ L.
Z zatozenia indukcyjnego dostajemy ' = L, co oznacza,
ze nie istnieje interpretacja zdaniowa spetniajaca I'.

A wiec I = «, walkowerem.



JesliThHa tol Ea

Przypadek 4: Osad I = o otrzymano przez (EL) z T+ L.
Z zatozenia indukcyjnego dostajemy ' = L, co oznacza,
ze nie istnieje interpretacja zdaniowa spetniajaca I'.

A wiec I = «, walkowerem.

Przypadek 5: Osad I = o otrzymano z pomoca reguty (E——)
zosadu U {—a}F L. Wtedy I', —a |= L z zatozenia
indukcyjnego, czyli nie istnieje interpretacja zdaniowa
spetniajaca ' U {—a}. Znaczy to doktadnie tyle, ze kazda
interpretacja zdaniowa spetniajaca I musi spetnia¢ a.



JesliThHa tol Ea

Przypadek 6: Osad I - o otrzymano z pomoca reguty (EV)
z trzech osadéw: = p3V~y, TU{B}Fa, TU{y}Fa.
Z zatozenia indukcyjnego wiemy, ze [ = 5V 7.

Jesli wiec o =T, to [B], =1 lub [v], = 1, skad o spetnia
jeden ze zbioréw ' U {3}, T U {y}. W obu przypadkach

z zatozenia indukcyjnego wynika, ze [a]o = 1.

Przypadki 7-13: Podobnie.



Petnos¢: Jesli = «, to - «

Lemat 1:
Nastepujace osady maja dowody w naturalnej dedukgji:
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2) B.~yE=(6—7)

Oznaczenie: [ = {3, —y, 0 — v}
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(3) =B, F-(BVy)

Oznaczenie: [ = {=3,—y, 8V v}
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(8) aV-«a

Oznaczenie: £ = aV ~«
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Petnos¢: Jesli = «, to - «

Lemat 2 (Ostabianie): Jesli I - « to takze TUA F «.

Dowdd: We wszystkich osadach wystepujacych
w dowodzie ' F o dopisujemy A po lewej stronie.
(Porzadny dowéd jest przez indukcje.)



Lemat 3 (Reguta ciecia):
JesliTHaorazlTU{a} -G, tol 3.

Dowdd:

rdf{a} kg
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Whiosek:
JesliTHay,...,TFay oraz Ta;...,a,-0,to TH}.



Lemat 4: JesliTU{y} FaorazTU{—}Fa,tolF a.

Dowdd: Poniewaz vV =y, wiec I F v vV =y (ostabianie).
Teraz nalezy zastosowa¢ regute eliminacji alternatywy:

My V—y ru{v}+a FrU{-}ra
N«




Lemat Kalmara

Oznaczenie: Dla dowolnej interpretacji zdaniowej o
i dowolnej formuty a przyjmijmy, ze

0o = { a,  jesli[o], =1,

-, w przeciwnym przypadku.

Na przyktad jesli o(p) =01 0(q) =1, to g = q oraz
((p—q) = p)¢=~((p— q) = p).

Lemat Kalmara: Niech py, ..., p, beda wszystkimi

symbolami zdaniowymi wystepujacymi w formule c.
Woéwczas pf, ..., p2 F af.



Lemat Kalmara

Jesli py, ..., p, sa wszystkimi symbolami zdaniowymi
wystepujacymi w formule o, to p{, ..., p?F 2.

Dowdéd: Indukcja ze wzgledu na dtugosé formuty «.
Przypadek 1: Jesli o = p;, to pf,...,p2+ p? jest aksjomatem.

Przypadek 2: Jesli oo = 1, to a® = —L. A skoro - —L,
to takze p?,...,p2F =L,



Dowéd lematu Kalmara

Przypadek 3: Niech a = § — 7.

Jesli [a],=0to [Bl,=1i[v],=0. Formuty 5i~ sa
krétsze od «, wiec p7,...,p2F [ oraz pf, ..., p2F -y

z zatozenia indukcyjnego. Z lematu 1(2) wiadomo,

ze 3,—y F —=(6 — 7). Uzywajac ostabiania i reguty ciecia
dostaniemy teze.



Dowéd lematu Kalmara

Przypadek 3: Niech a = § — 7.

Jesli [a],=0to [Bl,=1i[v],=0. Formuty 5i~ sa
krétsze od «, wiec p7,...,p2F [ oraz pf, ..., p2F -y

z zatozenia indukcyjnego. Z lematu 1(2) wiadomo,

ze 3,—y F —=(6 — 7). Uzywajac ostabiania i reguty ciecia
dostaniemy teze.

Jesli [a], =1, to albo [3], = 0 albo [v], = 1.

W pierwszym przypadku z zatozenia indukcyjnego wiemy, ze
pi,...,p2F -3, awdrugim, ze p{,...,p2 F~. W obu
przypadkach potrafimy udowodni¢ 5 — 7 z lematu 1(5,6).



Dowéd lematu Kalmara

Przypadek 4: Zatézmy, ze « = [V 7y i niech [a], = 1. Zatem
[5], =1 lub [v], = 1. Wtedy jedna z formut 3, v ma dowéd
przy zatozeniach p{, ..., p? i stosujac zasade wprowadzania
alternatywy od razu dostajemy p7,...,p2F GV 7.



Dowéd lematu Kalmara

Przypadek 4: Zatézmy, ze « = [V 7y i niech [a], = 1. Zatem
[5], =1 lub [v], = 1. Wtedy jedna z formut 3, v ma dowéd
przy zatozeniach p{, ..., p? i stosujac zasade wprowadzania
alternatywy od razu dostajemy p7,...,p2F GV 7.

Jesli natomiast [a], = 0, to z zatozenia indukcyjnego wynika,
ze mamy dowody formut = i =3. Ale z lematu 1(3) mamy
=0, =y F (B V), skad wynika p{, ..., pg = 3V .



Dowéd lematu Kalmara

Przypadek 5: Niech o = B Ay

Jesli [a], =1, to [A], = [7], = 1 i mamy dowody
osadéw p?,...,p2+ Gips,...,p2H v. Pozostaje
zastosowac regute (WA).



Dowéd lematu Kalmara

Przypadek 5: Niech o = B Ay

Jesli [a], =1, to [A], = [7], = 1 i mamy dowody
osadéw p?,...,p2+ Gips,...,p2H v. Pozostaje
zastosowac regute (WA).

Jesli [a], =0, to jedna z wartosci [5],, [V], jest zerem,
istnieje wiec dowéd osadu p7, ..., p2 F =5 lub osadu
pi,...,p2F —y. Mozna teraz skorzysta¢ z tego,

ze 7 F (B Ay)oraz =y F =(8 A 7).



Dowéd lematu Kalmara

Przypadek 6: Niech o = —[3.

Jesli [a], =1 to [5], = 0 i z zatozenia indukcyjnego
pr,. .., P2k —p.



Dowéd lematu Kalmara

Przypadek 6: Niech o = —[3.

Jesli [a], =1 to [5], = 0 i z zatozenia indukcyjnego
pr,. .., P2k —p.

W przeciwnym razie, p{,...,p2F (3, a skoro 3+ =0,
wiec p7, ..., p2E —a.



Petnosé rachunku zdan

Twierdzenie (o petnosci): Kazda tautologia ma dowdd.



Petnos¢ rachunku zdan
Twierdzenie (o petnosci): Kazda tautologia ma dowdd.

Dowdd: Niech « bedzie tautologia zdaniows.
Wtedy a? = « dla dowolnej interpretacji o.

Niech py, ..., p, beda wszystkimi symbolami zdaniowymi
w formule . Udowodnimy, ze dla dowolnego m < n
i dowolnego o zachodzi pf, ..., p2 F .

Przyjmujac m = 0 otrzymamy F a.

Dowdd przebiega przez indukcje ze wzgledu na n — m.
Dla m = n teza wynika z lematu Kalmara.



Krok indukcyjny

Zatozenie indukcyjne:

Py, P, Pmiq -« dla dowolnego o.
Teza:

pis- .., p%, F «, dla dowolnego o.



Krok indukcyjny

Zatozenie indukcyjne:

Py, P, Pmiq -« dla dowolnego o.

Teza:

pis- .., p%, F «, dla dowolnego o.

Wezmy dowolne ¢. Z zatozenia indukcyjnego wynika, ze

4 4
P15 P% Pmy1 - oraz  pr,...,p% Pmi b



Krok indukcyjny

Zatozenie indukcyjne:
Py, P, Pmiq -« dla dowolnego o.

Teza:
o

pi, ..., p%, F a, dla dowolnego o.

Wezmy dowolne ¢. Z zatozenia indukcyjnego wynika, ze

PLs- - P Pmer o oraz  pr... PR, opmyr o
Pozostaje skorzysta¢ z lematu 4

(JesliTU{y}FaorazlTU{—y}F a, tol F a.)



Nieco silniejsza wersja twierdzenia o petnosci

Twierdzenie (tatwe): Dla dowolnej formuty ¢ i dowolnego
skonczonego zbioru formut T zachodzi réwnowaznos¢:

M=o wtedy i tylko wtedy, gdy M=o



Nieco silniejsza wersja twierdzenia o petnosci

Twierdzenie (tatwe): Dla dowolnej formuty ¢ i dowolnego
skonczonego zbioru formut T zachodzi réwnowaznos¢:

M=o wtedy i tylko wtedy, gdy M=o

Twierdzenie (trudne): Jezeli I |= ¢, to istnieje taki
skoriczony podzbiér Ty C T, ze [g - .



Nieco silniejsza wersja twierdzenia o petnosci

Twierdzenie (tatwe): Dla dowolnej formuty ¢ i dowolnego
skonczonego zbioru formut T zachodzi réwnowaznos¢:

M=o wtedy i tylko wtedy, gdy M=o

Twierdzenie (trudne): Jezeli I |= ¢, to istnieje taki
skoriczony podzbiér Ty C T, ze [g - .

Twierdzenie (o zwartosci): Jezeli I |= ¢, to istnieje taki
skoriczony podzbiér Ty C T, ze [y = .



/wartosé

Twierdzenie (o zwartosci): Jezeli I |= ¢, to istnieje taki
skoriczony podzbicr Ty C T, ze [y = .

Whiosek: Jezeli kazdy skoriczony podzbidr zbioru T
Jest spetnialny, to caty zbior I jest spetnialny.

Dowdd: Jesli I nie jest spetnialny, to ' = L. Z twierdzenia
o zwartosci istnieje wiec skonczony niespetnialny podzbiér.



Przyktad: kolorowanie nieskonczonego grafu

Niech G bedzie (by¢ moze nieskoficzonym) zbiorem, w ktérym
okreslono symetryczna relacje r.

(Myslimy o G jak o zbiorze wierzchotkéw nieskoriczonego

grafu i o relacji r jak o zbiorze krawedzi tego grafu.)

Relacja r jest tréjkolorowa, gdy istnieje taki tréjelementowy
podziat zbioru G, ze elementy nalezace do réznych sktadnikéw
nie s3 nigdy w relacji r.

(Wierzchotki potaczone krawedziami sa réznych koloréw.)

Relacja r jest tréjkolorowa w podzbiorze H C G, gdy
tréjkolorowa jest relacja r N (H x H) w zbiorze H.



Kolorowanie nieskonczonego grafu

Twierdzenie: Jesli relacja r jest trojkolorowa w kazdym
skonczonym podzbiorze zbioru G, to jest tréjkolorowa w G.

Dowdd: Zdefiniujemy pewien nieskonczony zbiér I formut
rachunku zdan. Uzyjemy do tego (nieskonczenie wielu)
zmiennych zdaniowych postaci p, dla a € G oraz i € {1,2,3}.

W zbiorze I s3 takie formuty:

az = (p; vV p5V p3) A =(pz Ap3) A=(ps A p3) A=(p: A p3),
dla kazdego a € G. (Element a ma dok{adnie jeden kolor.)

Bab = =(p3 A pb) A =(p3 A p3) A =(p3 A p3),
dla kazdej pary (a, b) € r. (Elementy a i b sa réznego koloru.)



Kolorowanie nieskonczonego grafu
az = (p; V 5V p3) A =(pz A P3) A=(ps Ap3) A=(p:AP3)
Bab = =(p3 A py) A =(P3 A pp) A= (P] A P)

Th={as|acec HYU{Bas | (a,b) e rnH}
=Tg.



Kolorowanie nieskonczonego grafu
az = (p; V 5V p3) A =(pz A P3) A=(ps Ap3) A=(p:AP3)
Bab = =(p3 A py) A =(P3 A pp) A= (P] A P)

My={a.|ac HYU{Bw | (ab) €rnH}
M=Tre.

Zbior Ty jest spetnialny wtw, gdy relacja r jest trojkolorowa
w podzbiorze H. A tak jest dla wszystkich skonczonych H.



Kolorowanie nieskonczonego grafu

az = (p; V 5V p3) A =(pz A P3) A=(ps Ap3) A=(p:AP3)
Bab = =(p3 A py) A =(P3 A pp) A= (P] A P)

My={a.|ac HYU{Bw | (ab) €rnH}
M=Tre.

Zbior Ty jest spetnialny wtw, gdy relacja r jest trojkolorowa
w podzbiorze H. A tak jest dla wszystkich skonczonych H.

Niech " C I bedzie skonczony. Wtedy " C 'y dla pewnego
skonczonego H C G. Zatem [ jest spetnialny.



Kolorowanie nieskonczonego grafu

az = (p; V 5V p3) A =(pz A P3) A=(ps Ap3) A=(p:AP3)
Bab = =(pa A Py) A (P53 A p) A =(p3 A Pj)

Th={as|acec HYU{Bas | (a,b) e rnH}
=Tg.

Zbior Ty jest spetnialny wtw, gdy relacja r jest trojkolorowa
w podzbiorze H. A tak jest dla wszystkich skonczonych H.

Niech " C I bedzie skonczony. Wtedy " C 'y dla pewnego
skonczonego H C G. Zatem [ jest spetnialny.

Z twierdzenia o zwartosci caty zbiér I jest spetnialny, czyli
relacja r jest trojkolorowa.



