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» Zbiory zadan:
» Marek, Onyszkiewicz,
» Guzicki, Zakrzewski,
» tawrow, Maksimowa.



Ale po co ksigzki?

http://www.mimuw.edu.pl/ urzy/Pmat

urzy@mimuw.edu.pl
chrzaszczOmimuw.edu.pl


http://www.mimuw.edu.pl/~urzy/Pmat
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Spojniki zdaniowe

Koniunkcja: oo A B czytamy ,,a i 37
Alternatywa: a V (8 czytamy ,a lub 57
Implikacja: @ — 3 czytamy ,,jesli a to 37,

Réwnowaznosé: o < [ czytamy ,,a wtedy 1 tylko wtedy, gdy 3";

Negacja: -« czytamy ,nieprawda, ze o.



Dwuwartosciowa logika: 1 = prawda, 0 = fatsz

= oo™
= Oolol ol >
=== o<

== oo 2




Implikacja materialna
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Wartos¢ logiczna implikacji zalezy wytacznie od wartosci
logicznych stwierdzen « i (3, a nie zalezy od zwiazku
przyczynowo-skutkowego nastepstwa w czasie, itp.



Implikacja materialna

L=l Ek=]1E")
= Ol RO

—lolm=| |

Wartos¢ logiczna implikacji zalezy wytacznie od wartosci
logicznych stwierdzen « i (3, a nie zalezy od zwiazku
przyczynowo-skutkowego nastepstwa w czasie, itp.

Wazne: Implikacja & — [ znaczy to samo, co -« V [3



Ktore z nastepujacych zdan jest materialnie prawdziwe:

» Jesli w baku jest paliwo, to samochdd jedzie?

» Jesli samochéd jedzie, to w baku jest paliwo?



Kwantyfikatory
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Kwantyfikatory

Ogdlny:
Vx W(x) czytamy: ,Kazde x ma witasnos¢ W (x)"

Szczegbtowy:

dx W(x) czytamy: ,Pewne x ma wtasnos¢ W(x)"
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Zmienne wolne i zwigzane

Interpretacja stwierdzenia ,,x > 4" zalezy od wartosci x.
Interpretacja zdania Vx:N x > 4 nie zalezy od wartosci x.
Zdanie ,Vx:N x > 4" wyraza te samg mysl co ,,Vy:N y > 4",
W formule , x > 4" zmienna x jest wolna.

W zdaniu ,,Vx:N x > 4" zmienna x jest zwigzana.
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Ktére zmienne sa tu wolne, a ktére zwigzane?

VxN(x>0Vvx<y)—x=1

Jak to lepiej zapisac¢?

VzN(z>0Vvz<y)—x=1



Ktopoty z logika

Jezyk formut matematycznych rzadzi sie swoimi prawami.



Ktopoty z logika

Jezyk formut matematycznych rzadzi sie swoimi prawami.

Ma inng skfadnie niz jezyki naturalne.



Ktopoty z logika

Jezyk formut matematycznych rzadzi sie swoimi prawami.
Ma inng skfadnie niz jezyki naturalne.

Nie potrafi , powiedzie¢ wszystkiego, co pomysli gtowa’.



Ktopoty z logika

Jezyk formut matematycznych rzadzi sie swoimi prawami.
Ma inng skfadnie niz jezyki naturalne.
Nie potrafi , powiedzie¢ wszystkiego, co pomysli gtowa’.

Ale za to ma jednoznaczna semantyke.



Ktopoty z logika

Jezyk formut matematycznych rzadzi sie swoimi prawami.
Ma inng skfadnie niz jezyki naturalne.
Nie potrafi , powiedzie¢ wszystkiego, co pomysli gtowa’.

Ale za to ma jednoznaczna semantyke.



Przyktad

Czy te dwa zdania s3 podobne?
Nie wolno pi¢ i gra¢ w karty.

Nie wolno plu¢ i fapaé.



Przyktad

Czy te dwa zdania s3 podobne?
Nie wolno pi¢ i gra¢ w karty.
Nie wolno plu¢ i fapaé.
Niezupetnie. W pierwszym zdaniu jest domyslne powtorzenie:

Nie wolno pi¢ i nie wolno gra¢ w karty.



Przyktad

Czy te dwa zdania s3 podobne?
Nie wolno pi¢ i gra¢ w karty.
Nie wolno plu¢ i fapaé.

Niezupetnie. W pierwszym zdaniu jest domyslne powtorzenie:
Nie wolno pi¢ i nie wolno gra¢ w karty.

W drugim zdaniu jest domyslny nawias:

Nie wolno (plu¢ i tapac).



Przyktad

Czy te dwa zdania s3 podobne?
Nie wolno pi¢ i gra¢ w karty.
Nie wolno plu¢ i fapaé.
Niezupetnie. W pierwszym zdaniu jest domyslne powtorzenie:
Nie wolno pi¢ i nie wolno gra¢ w karty.
W drugim zdaniu jest domyslny nawias:
Nie wolno (plu¢ i tapac).

Oba zdania sg poprawne. Ich znaczenie wynika z kontekstu.



A co znaczy to zdanie?

ZABRANIA SIE

JEDZENIA LUB PICIA
NA TERENIE
LABORATORIUM
KOMPUTEROWEGO

(DOTYCZY ROWNIEZ KORYTARZA) i
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Przyktad

Czy te dwa zdania s3 podobne?

Liczby m i n sa pierwsze.
Liczby m i n sa wzglednie pierwsze.

Pierwsze zdanie méwi o wiasnosciach pojedynczych liczb:

Pierwsze(m) N\ Pierwsze(n).

Drugie zdanie méwi o zwiazku miedzy liczbami:

Wezglednie _pierwsze(m, n).

Jak brzmi zaprzeczenie kazdego z tych zdan?
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A co znaczy to zdanie?

Warunek W (x,y) zachodzi dla pewnego x i dla kazdego y.

Prawdopodobnie znaczy IxVy W(x,y),

ale zmienmy tylko kolejnos¢:
Warunek W (x,y) zachodzi dla kazdego y i dla pewnego x.

Teraz mozna je zozumie¢ na dwa sposoby:
IxVy W(x,y) i Vydx W(x,y).
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., Odpowiednie dac rzeczy stowo"

W matematyce postugujemy sie jezykiem naturalnym.
Rébmy to w sposéb precyzyjny i jednoznaczny.
Ale nie nasladujmy mechanicznie konstrukcji jezyka formalnego.

Ani na odwrét.



Teoria zbioréw



Georg Cantor:

Zbiorem nazywamy zgromadzenie w jedna catos¢
wyraznie wyréznionych przedmiotéw
naszej intuicji lub naszej mysli.



Ktopoty ze zbiorami

{x | W(x)} oznacza zbiér wszystkich x o wtasnosci W (x)



Ktopoty ze zbiorami

{x | W(x)} oznacza zbiér wszystkich x o wtasnosci W (x)

R = {x | x jest zbiorem i x & x}



Ktopoty ze zbiorami

{x | W(x)} oznacza zbiér wszystkich x o wtasnosci W (x)
R = {x | x jest zbiorem i x & x}

JesliReR toRZR. ..



Ktopoty ze zbiorami

{x | W(x)} oznacza zbiér wszystkich x o wtasnosci W (x)
R = {x | x jest zbiorem i x & x}

JeSli Re R, toR¢Z R... alejesli RZ R, to R € R!



Ktopoty ze zbiorami (Antynomia Russella)

{x | W(x)} oznacza zbiér wszystkich x o wtasnosci W (x)
R = {x | x jest zbiorem i x & x}

JeSli Re R, toR¢Z R... alejesli RZ R, to R € R!
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Typy

Zbiér {x | W(x)} to ,zmaterializowane” kryterium W(x).
Ale nie kazde kryterium VW(x) ma sens dla dowolnego x.

Warto$ci zmiennej x nalezg zawsze do pewnej dziedziny D.
Takie dziedziny nazywamy typami.

Zbiory tworzymy wybierajac elementy ustalonego typu:

{x:D [ W(x)}
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Definiowanie zbioréw

» Przez ,wycinanie™ {x:D | W(x)}.

yDAW(y) < ye{xD| W(x)}.

» Przez wyliczanie”: {xi,...,x,}, np. {2}, {1,5}.



Réwnosc (zasada Leibniza)

Przedmioty A i B s3 réwne (jest to jeden i ten sam przedmiot)
wtedy i tylko wtedy, gdy spetniaja doktadnie te same kryteria:

x=y <o VAx e A yeA).
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Réwnos¢ zbiorow (zasada jednoznacznosci)

Zbiory A'i B s3 réwne (jest to jeden i ten sam zbiér)
wtedy i tylko wtedy, gdy maja dokfadnie te same elementy.

A=B & Vz(ze A~z € B)

A zatem {a, b}, {b,a}, {b,a,b} i {a,b,b,a} to to samo.
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Zawieranie (inkluzja):



Zawieranie (inkluzja):

Notacja:
A B oznacza, ze “AC B
AC B oznacza,ze ACB,ale A#B
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Zbicr (typ) potegowy:
Elementami zbioru P(A) sa wszystkie podzbiory zbioru A
XeP(A) & XCA

Zbiory obiektéw typu D s3 typu P(D).

P(A) ={X:P(D) | X C A}
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Zbior pusty

Moéwimy, ze zbiér jest pusty, gdy nie ma zadnego elementu.

Fakt
Kazdy typ D ma doktadnie jeden pusty podzbior.

Dowdéd: Gdyby byty dwa, to miatyby te same elementy. [

Zbiér pusty oznaczamy symbolem .
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Prawa De Morgana

Uwaga: Méwiac, ze zbiér A jest pusty, zaprzeczamy
stwierdzeniu dx. x € A; zauwazmy, ze znaczy to tyle samo,
co stwierdzenie Vx. x € A. Inaczej:

—Ix.x € A wtedy i tylko wtedy, gdy  Vx.x & A.

Ogolnie:
—dx. W(x)  wtedy i tylko wtedy, gdy  Vx. =W/(x).

—Vx W(x)  wtedy i tylko wtedy, gdy  Ix. ~W(x).
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Dziatania na zbiorach

Niech A, B : P(D). Wéwczas:

» Suma zbioréw A i B nazywamy zbiér
AUB={x:D|xeAvxe B}

» lloczyn lub przeciecie zbioréw A i B to zbidr
ANB={x:D|xeAANx¢c B}.

» Ré6znicg zbioréw A i B nazywamy zbiér
A-B={x:D|xeAAx¢ B}.

» Dopetnienie zbioru A (do typu D) to zbiér
—A={x:D|x & A}

(czyli roznica D — A).
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xe AUB &= x€eEAV xeB

xeANB & xXEANXx€EB

xeA-B & xeEANXx¢EB



Ztote mysli

xe AUB

xeANB

xeA-B

x € —A

xXeEAV xeB

xXeEANXxeB

xeEANXx¢EB
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Cwiczenie

Udowodnié¢, ze dla dowolnych A i B jesli A— B = & to A C B.

Rozwigzanie: Niech A— B = @ oraz x € A. Gdyby x ¢ B,
to x € A— B = @, sprzeczno$¢. Zatem x € B.
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JesiA—B =2 toACB

Zatézmy, ze A— B = @. (Cel 1: AC B)
Wezmy dowolne x € A. (Cel 2: x € B)
Zatézmy, ze x ¢ B. (Cel 3: sprzecznos¢)

Skorox e Aix¢ B, toxec A—B.

Ale A— B = &, wiec x € &, sprzeczno$¢. (Cel 3 osiagniety)
Zatem x € B. (Cel 2 osiagniety)
Zatem Vx(x € A — x € B), czyli AC B.



JesiA—B =2 toACB

Zatézmy, ze A— B = @. (Cel 1: AC B)
Wezmy dowolne x € A. (Cel 2: x € B)
Zatézmy, ze x ¢ B. (Cel 3: sprzecznos¢)

Skorox e Aix¢ B, toxec A—B.

Ale A— B = &, wiec x € &, sprzeczno$¢. (Cel 3 osiagniety)
Zatem x € B. (Cel 2 osiagniety)
Zatem Vx(x € A — x € B), czyli AC B. (Cel 1 osiagniety)



JesiA—B =2 toACB

Zatézmy, ze A— B = @. (Cel 1: AC B)
Wezmy dowolne x € A. (Cel 2: x € B)
Zatézmy, ze x ¢ B. (Cel 3: sprzecznos¢)

Skorox e Aix¢ B, toxec A—B.

Ale A— B = &, wiec x € &, sprzeczno$¢. (Cel 3 osiagniety)
Zatem x € B. (Cel 2 osiagniety)
Zatem Vx(x € A — x € B), czyli AC B. (Cel 1 osiagniety)

Zatem jesli A— B=3to AC B.



JesiA—B =2 toACB

Zatézmy, ze A— B = @. (Cel 1: AC B)
Wezmy dowolne x € A. (Cel 2: x € B)
Zatézmy, ze x ¢ B. (Cel 3: sprzecznos¢)

Skorox e Aix¢ B, toxec A—B.

Ale A— B = &, wiec x € &, sprzeczno$¢. (Cel 3 osiagniety)
Zatem x € B. (Cel 2 osiagniety)
Zatem Vx(x € A — x € B), czyli AC B. (Cel 1 osiagniety)

Zatem jesli A— B=3to AC B.



JesiA—B =2 toACB

Zatézmy, ze A— B = @. (Cel 1: AC B)
Wezmy dowolne x € A. (Cel 2: x € B)
Zatézmy, ze x ¢ B. (Cel 3: sprzecznos¢)

Skorox e Aix¢ B, toxec A—B.

Ale A— B = &, wiec x € &, sprzeczno$¢. (Cel 3 osiagniety)
Zatem x € B. (Cel 2 osiagniety)
Zatem Vx(x € A — x € B), czyli AC B. (Cel 1 osiagniety)

Zatem jesli A— B=3to AC B.

Niech A— B = @ oraz x € A. Gdyby x ¢ B,
tox € A— B = @, sprzeczno$¢. Zatem x € B.



