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◦

W poprzednim odcinku: naturalna dedukcja

I Reguªy wprowadzania spójników logicznych: jak mo»na
udowodni¢ formuª¦ danej postaci?

I Reguªy eliminacji spójników: jak mo»na wykorzysta¢
formuª¦ tej postaci do udowodnienia innej?

◦

Reguªy wnioskowania dla rachunku zda« (1)

(Ax)
Γ ∪ {ϕ} ` ϕ

Γ ` A Γ ` B
(W∧)

Γ ` A ∧ B

Γ ` A ∧ B
(E∧)

Γ ` A

Γ ` A ∧ B
(E∧)

Γ ` B

Γ ` A Γ ` A→ B
(E→)

Γ ` B

Γ ∪ {A} ` B
(W→)

Γ ` A→ B

◦

Reguªy wnioskowania dla rachunku zda« (2)

Γ ` A
(W∨)

Γ ` A ∨ B

Γ ` B
(W∨)

Γ ` A ∨ B

Γ ` A ∨ B Γ ∪ {A} ` C Γ ∪ {B} ` C
(E∨)

Γ ` C

Γ ∪ {A} ` ⊥
(W¬)

Γ ` ¬A

Γ ` ¬A Γ ` A
(E¬)

Γ ` ⊥

Γ ` ⊥
(E⊥)

Γ ` A

Γ ∪ {¬A} ` ⊥
(E¬¬)

Γ ` A

◦



Dowód formalny

Dowód formalny os¡du Γ ` ϕ w naturalnej dedukcji, to drzewo
sko«czone, w którym ka»demu wierzchoªkowi przypisano
pewien os¡d. Przy tym:

I Korzeniowi drzewa przypisano os¡d Γ ` ϕ.
I Os¡d przypisany dowolnemu wierzchoªkowi powstaje

z os¡dów przypisanych jego poprzednikom poprzez
zastosowanie jednej z reguª wnioskowania.

I Li±ciom przypisano os¡dy postaci ∆, α ` α.

◦

Przykªad 1: ¬β ` ¬(β ∧ γ)

¬β, β ∧ γ ` ¬β

¬β, β ∧ γ ` β ∧ γ
(E∧)

¬β, β ∧ γ ` β
(E¬)

¬β, β ∧ γ ` ⊥
(W¬)

¬β ` ¬(β ∧ γ)

¬β, [β ∧ γ, β,⊥],¬(β ∧ γ). ◦

Eliminacja kwanty�katora ogólnego

Γ ` ∀x A(x)
(E∀)

Γ ` A(y)

(W miejscu y mo»e by¢ nazwa dowolnego obiektu.)

◦

Wprowadzanie kwanty�katora ogólnego

Γ ` A(x)
(W∀)

Γ ` ∀x A(x)

(x nie jest wolne w Γ)

◦



Wprowadzanie kwanty�katora szczegóªowego

Γ ` A(y)
(W∃)

Γ ` ∃x A(x)

(W miejscu y mo»e by¢ nazwa dowolnego obiektu.)

◦

Eliminacja kwanty�katora szczegóªowego

Γ ` ∃x A(x) Γ ∪ {A(x)} ` B
(E∃)

Γ ` B

(x nie jest wolne w Γ ∪ {B})

◦

Poprawno±¢ i peªno±¢ (dla rachunku zda«)

Twierdzenie (o peªno±ci)

I System naturalnej dedukcji jest poprawny: Je±li formuªa
ma dowód (jest twierdzeniem) to jest tautologi¡.

I System naturalnej dedukcji jest peªny : Ka»da tautologia
ma dowód.

◦

Przypomnienie notacji

Piszemy % |= Γ, gdy [[γ]]% = 1, dla ka»dego γ ∈ Γ.

Piszemy Γ |= α, gdy dla dowolnej interpretacji zdaniowej %:

je»eli % |= Γ, to tak»e [[ϕ]]% = 1.

Je±li os¡d Γ ` α ma dowód, to piszemy po prostu �Γ ` α�.

◦



Poprawno±¢

Twierdzenie: Je±li os¡d Γ ` α ma dowód, to Γ |= α.

Dowód: Dowód jest przez indukcj¦ ze wzgl¦du
na wielko±¢. . . dowodu Γ ` α. Rozwa»amy kilka przypadków,
zale»nie od ostatniej u»ytej reguªy.

Przypadek 1: Os¡d Γ ` α jest aksjomatem, tj. Γ = Γ′ ∪ {α}.
Wtedy teza jest oczywista.

Przypadek 2: Os¡d Γ ` α otrzymano przez (E→) z os¡dów
Γ ` β → α i Γ ` β. Z zaªo»enia indukcyjnego Γ |= β → α
oraz Γ |= β, bo te dowody maj¡ mniejsze rozmiary.
Je±li wi¦c % |= Γ, to % speªnia obie formuªy β → α i β.
Wtedy % musi te» speªnia¢ α.

◦

Je±li Γ ` α, to Γ |= α

Przypadek 3: Os¡d Γ ` α otrzymano przez (W→).
Wtedy α = β → γ oraz Γ, β ` γ ma dowód mniejszych
rozmiarów, zatem Γ ∪ {β} |= γ, z zaªo»enia indukcyjnego.

Zaªó»my, »e % |= Γ. Je±li [[β]]% = 1, to % |= Γ ∪ {β}, wi¦c
[[γ]]% = 1, sk¡d [[β → γ]]% = 1. A je±li [[β]]% = 0, to tym
bardziej [[β → γ]]% = 1.

◦

Je±li Γ ` α, to Γ |= α

Przypadek 4: Os¡d Γ ` α otrzymano przez (E⊥) z Γ ` ⊥.
Z zaªo»enia indukcyjnego dostajemy Γ |= ⊥, co oznacza,
»e nie istnieje interpretacja zdaniowa speªniaj¡ca Γ.

A wi¦c Γ |= α, walkowerem.

Przypadek 5: Os¡d Γ ` α otrzymano z pomoc¡ reguªy (E¬¬)
z os¡du Γ ∪ {¬α} ` ⊥. Wtedy Γ,¬α |= ⊥ z zaªo»enia
indukcyjnego, czyli nie istnieje interpretacja zdaniowa
speªniaj¡ca Γ ∪ {¬α}. Znaczy to dokªadnie tyle, »e ka»da
interpretacja zdaniowa speªniaj¡ca Γ musi speªnia¢ α.

◦

Je±li Γ ` α, to Γ |= α

Przypadek 6: Os¡d Γ ` α otrzymano z pomoc¡ reguªy (E∨)
z trzech os¡dów: Γ ` β ∨ γ, Γ ∪ {β} ` α, Γ ∪ {γ} ` α.
Z zaªo»enia indukcyjnego wiemy, »e Γ |= β ∨ γ.

Je±li wi¦c % |= Γ, to [[β]]% = 1 lub [[γ]]% = 1, sk¡d % speªnia
jeden ze zbiorów Γ ∪ {β}, Γ ∪ {γ}. W obu przypadkach
z zaªo»enia indukcyjnego wynika, »e [[α]]% = 1.

Przypadki 7�13: Podobnie.

◦



Peªno±¢: Je±li |= α, to ` α
Lemat 1:
Nast¦puj¡ce os¡dy maj¡ dowody w naturalnej dedukcji:

1. β, γ ` β ∧ γ;
2. β,¬γ ` ¬(β → γ);

3. ¬β,¬γ ` ¬(β ∨ γ);

4. ¬β ` ¬(β ∧ γ) oraz ¬γ ` ¬(β ∧ γ);

5. ¬β ` β → γ;

6. γ ` β → γ;

7. ` ¬⊥;
8. α ∨ ¬α;

◦

(1) β, γ ` β ∧ γ

β, γ ` β β, γ ` γ
(W∧)

β, γ ` β ∧ γ

β, γ, β ∧ γ. ◦

(2) β,¬γ ` ¬(β → γ)

Oznaczenie: Γ = {β,¬γ, β → γ}

Γ ` ¬γ

Γ ` β Γ ` β → γ
(E→)

Γ ` γ
(E¬)

Γ ` ⊥
(W¬)

β,¬γ ` ¬(β → γ)

β,¬γ, [β → γ, γ,⊥],¬(β → γ). ◦

(3) ¬β,¬γ ` ¬(β ∨ γ)

Oznaczenie: Γ = {¬β,¬γ, β ∨ γ}

Γ ` β ∨ γ

Γ, β ` β Γ, β ` ¬β
(E¬)

Γ, β ` ⊥

Γ, γ ` γ Γ, γ ` ¬γ

Γ, γ ` ⊥
(E∨)

Γ ` ⊥
(E⊥)

¬β,¬γ ` ¬(β ∨ γ)

¬β,¬γ, [β ∨ γ, [β,⊥], [γ,⊥],⊥],¬(β ∨ γ). ◦



(5) ¬β ` β → γ

¬β, β ` ¬β ¬β, β ` β
(E¬)

¬β, β ` ⊥
(E⊥)

¬β, β ` γ
(W→)

¬β ` β → γ

¬β, [β,⊥, γ], β → γ. ◦

(6) γ ` β → γ

γ, β ` γ
(W→)

γ ` β → γ

γ, [β, γ], β → γ. ◦

(7) ` ¬⊥

⊥ ` ⊥
(W¬)

` ¬⊥

[⊥,⊥],¬⊥. ◦

(8) α ∨ ¬α

Oznaczenie: ξ = α ∨ ¬α

¬ξ ` ¬ξ

¬ξ, α ` ¬ξ

¬ξ, α ` α
(W∨)

¬ξ, α ` ξ
(E¬)

¬ξ, α ` ⊥
(W¬)

¬ξ ` ¬α
(W∨)

¬ξ ` ξ
(E¬)

¬ξ ` ⊥
(E¬¬)

` ξ

[¬(α ∨ ¬α), [α, α ∨ ¬α,⊥],¬α, α ∨ ¬α,⊥], α ∨ ¬α. ◦



Peªno±¢: Je±li |= α, to ` α

Lemat 2 (Osªabianie): Je±li Γ ` α to tak»e Γ ∪∆ ` α.

Dowód: We wszystkich os¡dach wyst¦puj¡cych
w dowodzie Γ ` α dopisujemy ∆ po lewej stronie.
(Porz¡dny dowód jest przez indukcj¦.)

◦

Lemat 3 (Reguªa ci¦cia):
Je±li Γ ` α oraz Γ ∪ {α} ` β, to Γ ` β.

Dowód:

Γ ∪ {α} ` β
(W→)

Γ ` α→ β Γ ` α
(E→)

Γ ` β

Wniosek:
Je±li Γ ` α1,. . . , Γ ` αn, oraz Γ, α1 . . . , αn ` β , to Γ ` β.

◦

Lemat 4: Je±li Γ ∪ {γ} ` α oraz Γ ∪ {¬γ} ` α, to Γ ` α.

Dowód: Poniewa» ` γ ∨ ¬γ, wi¦c Γ ` γ ∨ ¬γ (osªabianie).
Teraz nale»y zastosowa¢ reguª¦ eliminacji alternatywy:

Γ ` γ ∨ ¬γ Γ ∪ {γ} ` α Γ ∪ {¬γ} ` α

Γ ` α

◦

Lemat Kalmára

Oznaczenie: Dla dowolnej interpretacji zdaniowej %
i dowolnej formuªy α przyjmijmy, »e

α% =

{
α, je±li [[α]]% = 1;
¬α, w przeciwnym przypadku.

Na przykªad je±li %(p) = 0 i %(q) = 1, to q% = q oraz
((p → q)→ p)% = ¬((p → q)→ p).

Lemat Kalmára: Niech p1, . . . , pn b¦d¡ wszystkimi
symbolami zdaniowymi wyst¦puj¡cymi w formule α.
Wówczas p%

1
, . . . , p%

n
` α%.

◦



Lemat Kalmára

Je±li p1, . . . , pn s¡ wszystkimi symbolami zdaniowymi
wyst¦puj¡cymi w formule α, to p%

1
, . . . , p%

n
` α%.

Dowód: Indukcja ze wzgl¦du na dªugo±¢ formuªy α.

Przypadek 1: Je±li α = pi , to p%
1
, . . . , p%

n
` p%

i
jest aksjomatem.

Przypadek 2: Je±li α = ⊥, to α% = ¬⊥. A skoro ` ¬⊥,
to tak»e p%

1
, . . . , p%

n
` ¬⊥.

◦

Dowód lematu Kalmára

Przypadek 3: Niech α = β → γ.

Je±li [[α]]% = 0 to [[β]]% = 1 i [[γ]]% = 0. Formuªy β i γ s¡
krótsze od α, wi¦c p%

1
, . . . , p%

n
` β oraz p%

1
, . . . , p%

n
` ¬γ

z zaªo»enia indukcyjnego. Z lematu 1(2) wiadomo,
»e β,¬γ ` ¬(β → γ). U»ywaj¡c osªabiania i reguªy ci¦cia
dostaniemy tez¦.

Je±li [[α]]% = 1, to albo [[β]]% = 0 albo [[γ]]% = 1.
W pierwszym przypadku z zaªo»enia indukcyjnego wiemy, »e
p%
1
, . . . , p%

n
` ¬β, a w drugim, »e p%

1
, . . . , p%

n
` γ. W obu

przypadkach potra�my udowodni¢ β → γ z lematu 1(5,6).

◦

Dowód lematu Kalmára

Przypadek 4: Zaªó»my, »e α = β ∨ γ i niech [[α]]% = 1. Zatem
[[β]]% = 1 lub [[γ]]% = 1. Wtedy jedna z formuª β, γ ma dowód
przy zaªo»eniach p%

1
, . . . , p%

n
i stosuj¡c zasad¦ wprowadzania

alternatywy od razu dostajemy p%
1
, . . . , p%

n
` β ∨ γ.

Je±li natomiast [[α]]% = 0, to z zaªo»enia indukcyjnego wynika,
»e mamy dowody formuª ¬γ i ¬β. Ale z lematu 1(3) mamy
¬β,¬γ ` ¬(β ∨ γ), sk¡d wynika p%

1
, . . . , p%

n
` β ∨ γ.

◦

Dowód lematu Kalmára

Przypadek 5: Niech α = β ∧ γ

Je±li [[α]]% = 1, to [[β]]% = [[γ]]% = 1 i mamy dowody
os¡dów p%

1
, . . . , p%

n
` β i p%

1
, . . . , p%

n
` γ. Pozostaje

zastosowa¢ reguª¦ (W∧).

Je±li [[α]]% = 0, to jedna z warto±ci [[β]]%, [[γ]]% jest zerem,
istnieje wi¦c dowód os¡du p%

1
, . . . , p%

n
` ¬β lub os¡du

p%
1
, . . . , p%

n
` ¬γ. Mo»na teraz skorzysta¢ z tego,

»e ¬β ` ¬(β ∧ γ) oraz ¬γ ` ¬(β ∧ γ).

◦



Dowód lematu Kalmára

Przypadek 6: Niech α = ¬β.

Je±li [[α]]% = 1 to [[β]]% = 0 i z zaªo»enia indukcyjnego
p%
1
, . . . , p%

n
` ¬β.

W przeciwnym razie, p%
1
, . . . , p%

n
` β, a skoro β ` ¬¬β,

wi¦c p%
1
, . . . , p%

n
` ¬α.

◦

Peªno±¢ rachunku zda«

Twierdzenie (o peªno±ci): Ka»da tautologia ma dowód.

Dowód: Niech α b¦dzie tautologi¡ zdaniow¡.
Wtedy α% = α dla dowolnej interpretacji %.

Niech p1, . . . , pn b¦d¡ wszystkimi symbolami zdaniowymi
w formule α. Udowodnimy, »e dla dowolnego m ≤ n
i dowolnego % zachodzi p%

1
, . . . , p%

m
` α.

Przyjmuj¡c m = 0 otrzymamy ` α.

Dowód przebiega przez indukcj¦ ze wzgl¦du na n −m.
Dla m = n teza wynika z lematu Kalmára.

◦

Krok indukcyjny

Zaªo»enie indukcyjne:
p%
1
, . . . , p%

m
, p%

m+1
` α, dla dowolnego %.

Teza:
p%
1
, . . . , p%

m
,` α, dla dowolnego %.

We¹my dowolne %. Z zaªo»enia indukcyjnego wynika, »e

p%
1
, . . . , p%

m
, pm+1 ` α oraz p%

1
, . . . , p%

m
,¬pm+1 ` α

Pozostaje skorzysta¢ z lematu 4

(Je±li Γ ∪ {γ} ` α oraz Γ ∪ {¬γ} ` α, to Γ ` α.)

◦

Nieco silniejsza wersja twierdzenia o peªno±ci

Twierdzenie (ªatwe): Dla dowolnej formuªy ϕ i dowolnego
sko«czonego zbioru formuª Γ zachodzi równowa»no±¢:

Γ ` ϕ wtedy i tylko wtedy, gdy Γ |= ϕ

Twierdzenie (trudne): Je»eli Γ |= ϕ, to istnieje taki
sko«czony podzbiór Γ0 ⊆ Γ, »e Γ0 ` ϕ.

Twierdzenie (o zwarto±ci): Je»eli Γ |= ϕ, to istnieje taki
sko«czony podzbiór Γ0 ⊆ Γ, »e Γ0 |= ϕ.

◦



Zwarto±¢

Twierdzenie (o zwarto±ci): Je»eli Γ |= ϕ, to istnieje taki
sko«czony podzbiór Γ0 ⊆ Γ, »e Γ0 |= ϕ.

Wniosek: Je»eli ka»dy sko«czony podzbiór zbioru Γ
jest speªnialny, to caªy zbiór Γ jest speªnialny.

Dowód: Je±li Γ nie jest speªnialny, to Γ |= ⊥. Z twierdzenia
o zwarto±ci istnieje wi¦c sko«czony niespeªnialny podzbiór.

◦

Przykªad: kolorowanie niesko«czonego grafu

Niech G b¦dzie (by¢ mo»e niesko«czonym) zbiorem, w którym
okre±lono symetryczn¡ relacj¦ r .

(My±limy o G jak o zbiorze wierzchoªków niesko«czonego
grafu i o relacji r jak o zbiorze kraw¦dzi tego grafu.)

Relacja r jest trójkolorowa, gdy istnieje taki trójelementowy
podziaª zbioru G , »e elementy nale»¡ce do ró»nych skªadników
nie s¡ nigdy w relacji r .

(Wierzchoªki poª¡czone kraw¦dziami s¡ ró»nych kolorów.)

Relacja r jest trójkolorowa w podzbiorze H ⊆ G , gdy
trójkolorowa jest relacja r ∩ (H × H) w zbiorze H.

◦

Kolorowanie niesko«czonego grafu

Twierdzenie: Je±li relacja r jest trójkolorowa w ka»dym
sko«czonym podzbiorze zbioru G , to jest trójkolorowa w G .

Dowód: Zde�niujemy pewien niesko«czony zbiór Γ formuª
rachunku zda«. U»yjemy do tego (niesko«czenie wielu)
zmiennych zdaniowych postaci pi

a
, dla a ∈ G oraz i ∈ {1, 2, 3}.

W zbiorze Γ s¡ takie formuªy:

αa = (p1
a
∨ p2

a
∨ p3

a
) ∧ ¬(p1

a
∧ p2

a
) ∧ ¬(p1

a
∧ p3

a
) ∧ ¬(p3

a
∧ p2

a
),

dla ka»dego a ∈ G . (Element a ma dokªadnie jeden kolor.)

βab = ¬(p1
a
∧ p1

b
) ∧ ¬(p2

a
∧ p2

b
) ∧ ¬(p3

a
∧ p3

b
),

dla ka»dej pary 〈a, b〉 ∈ r . (Elementy a i b s¡ ró»nego koloru.)

◦

Kolorowanie niesko«czonego grafu

αa = (p1
a
∨ p2

a
∨ p3

a
) ∧ ¬(p1

a
∧ p2

a
) ∧ ¬(p1

a
∧ p3

a
) ∧ ¬(p3

a
∧ p2

a
)

βab = ¬(p1
a
∧ p1

b
) ∧ ¬(p2

a
∧ p2

b
) ∧ ¬(p3

a
∧ p3

b
)

ΓH = {αa | a ∈ H} ∪ {βab | 〈a, b〉 ∈ r ∩ H}
Γ = ΓG .

Zbiór ΓH jest speªnialny wtw, gdy relacja r jest trójkolorowa
w podzbiorze H. A tak jest dla wszystkich sko«czonych H.

Niech Γ′ ⊆ Γ b¦dzie sko«czony. Wtedy Γ′ ⊆ ΓH dla pewnego
sko«czonego H ⊆ G . Zatem Γ′ jest speªnialny.

Z twierdzenia o zwarto±ci caªy zbiór Γ jest speªnialny, czyli
relacja r jest trójkolorowa.

◦


