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Ró»ne ksi¡»ki

I O teorii mnogo±ci:
I Kuratowski,
I Kuratowski, Mostowski,
I Bªaszczyk, Turek,
I Guzicki, Zakrzewski,
I Rasiowa.

I Zbiory zada«:
I Marek, Onyszkiewicz,
I Guzicki, Zakrzewski,
I �awrow, Maksimowa.

◦

Ale po co ksi¡»ki?

http://www.mimuw.edu.pl/�urzy/Pmat

urzy@mimuw.edu.pl

chrzaszcz@mimuw.edu.pl

◦

Spójniki zdaniowe

Koniunkcja: α ∧ β czytamy �α i β�;

Alternatywa: α ∨ β czytamy �α lub β�;

Implikacja: α→ β czytamy � je±li α to β�;

Równowa»no±¢: α↔ β czytamy �α wtedy i tylko wtedy, gdy β�;

Negacja: ¬α czytamy �nieprawda, »e α�.

◦

http://www.mimuw.edu.pl/~urzy/Pmat


Dwuwarto±ciowa logika: 1 = prawda, 0 = faªsz

α β α ∧ β α ∨ β
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 1

◦

Implikacja materialna

α β α→ β
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Warto±¢ logiczna implikacji zale»y wyª¡cznie od warto±ci
logicznych stwierdze« α i β, a nie zale»y od zwi¡zku
przyczynowo-skutkowego nast¦pstwa w czasie, itp.

Wa»ne: Implikacja α→ β znaczy to samo, co ¬α ∨ β

◦

Które z nast¦puj¡cych zda« jest materialnie prawdziwe:

I Je±li w baku jest paliwo, to samochód jedzie?

I Je±li samochód jedzie, to w baku jest paliwo?

◦

Kwanty�katory

Ogólny:

∀x W (x) czytamy: �Ka»de x ma wªasno±¢ W (x)�

Szczegóªowy:

∃x W (x) czytamy: �Pewne x ma wªasno±¢ W (x)�

◦



Zmienne wolne i zwi¡zane

Interpretacja stwierdzenia �x > 4� zale»y od warto±ci x .

Interpretacja zdania ∀x :N x > 4 nie zale»y od warto±ci x .

Zdanie �∀x :N x > 4� wyra»a t¦ sam¡ my±l co �∀y :N y > 4�.

W formule �x > 4� zmienna x jest wolna.

W zdaniu �∀x :N x > 4� zmienna x jest zwi¡zana.

◦

Które zmienne s¡ tu wolne, a które zwi¡zane?

∀x :N (x > 0 ∨ x ≤ y)→ x = 1

Jak to lepiej zapisa¢?

∀z :N (z > 0 ∨ z ≤ y)→ x = 1

◦

Kªopoty z logik¡

J¦zyk formuª matematycznych rz¡dzi si¦ swoimi prawami.

Ma inn¡ skªadni¦ ni» j¦zyki naturalne.

Nie potra� �powiedzie¢ wszystkiego, co pomy±li gªowa�.

Ale za to ma jednoznaczn¡ semantyk¦.

◦

Przykªad

Czy te dwa zdania s¡ podobne?

Nie wolno pi¢ i gra¢ w karty.

Nie wolno plu¢ i ªapa¢.

Niezupeªnie. W pierwszym zdaniu jest domy±lne powtórzenie:

Nie wolno pi¢ i nie wolno gra¢ w karty.

W drugim zdaniu jest domy±lny nawias:

Nie wolno (plu¢ i ªapa¢).

Oba zdania s¡ poprawne. Ich znaczenie wynika z kontekstu.

◦



A co znaczy to zdanie?

◦

Przykªad

Czy te dwa zdania s¡ podobne?

Liczby m i n s¡ pierwsze.

Liczby m i n s¡ wzgl¦dnie pierwsze.

Pierwsze zdanie mówi o wªasno±ciach pojedynczych liczb:

Pierwsze(m) ∧ Pierwsze(n).

Drugie zdanie mówi o zwi¡zku mi¦dzy liczbami:

Wzgl¦dnie_pierwsze(m, n).

Jak brzmi zaprzeczenie ka»dego z tych zda«?

◦

A co znaczy to zdanie?

Warunek W (x , y) zachodzi dla pewnego x i dla ka»dego y.

Prawdopodobnie znaczy ∃x∀y W (x , y),

ale zmie«my tylko kolejno±¢:

Warunek W (x , y) zachodzi dla ka»dego y i dla pewnego x.

Teraz mo»na je zozumie¢ na dwa sposoby:

∃x∀y W (x , y) i ∀y∃x W (x , y).

◦

�Odpowiednie da¢ rzeczy sªowo�

W matematyce posªugujemy si¦ j¦zykiem naturalnym.

Róbmy to w sposób precyzyjny i jednoznaczny.

Ale nie na±ladujmy mechanicznie konstrukcji j¦zyka formalnego.

Ani na odwrót.

◦



Teoria zbiorów

◦

Georg Cantor:

Zbiorem nazywamy zgromadzenie w jedn¡ caªo±¢
wyra¹nie wyró»nionych przedmiotów

naszej intuicji lub naszej my±li.

◦

Kªopoty ze zbiorami (Antynomia Russella)

{x | W (x)} oznacza zbiór wszystkich x o wªasno±ci W (x)

R = {x | x jest zbiorem i x 6∈ x}

Je±li R ∈ R , to R 6∈ R . . . ale je±li R 6∈ R , to R ∈ R!

◦

Typy

Zbiór {x | W (x)} to �zmaterializowane� kryterium W (x).

Ale nie ka»de kryterium W (x) ma sens dla dowolnego x .

Warto±ci zmiennej x nale»¡ zawsze do pewnej dziedziny D.
Takie dziedziny nazywamy typami.

Zbiory tworzymy wybieraj¡c elementy ustalonego typu:

{x :D | W (x)}

◦



De�niowanie zbiorów

I Przez �wycinanie�: {x :D | W (x)}.

y :D ∧W (y) ↔ y ∈ {x :D | W (x)}.

I Przez �wyliczanie�: {x1, . . . , xn}, np. {2}, {1, 5}.

◦

Równo±¢ (zasada Leibniza)

Przedmioty A i B s¡ równe (jest to jeden i ten sam przedmiot)
wtedy i tylko wtedy, gdy speªniaj¡ dokªadnie te same kryteria:

x = y ↔ ∀A(x ∈ A↔ y ∈ A).

◦

Równo±¢ zbiorów (zasada jednoznaczno±ci)

Zbiory A i B s¡ równe (jest to jeden i ten sam zbiór)
wtedy i tylko wtedy, gdy maj¡ dokªadnie te same elementy.

A = B ⇔ ∀z(z ∈ A↔ z ∈ B)

A zatem {a, b}, {b, a}, {b, a, b} i {a, b, b, a} to to samo.

◦

Zawieranie (inkluzja):

A ⊆ B ⇔ ∀z(z ∈ A→ z ∈ B).

A = B ⇔ A ⊆ B ∧ B ⊆ A

Notacja:

A 6⊆ B oznacza, »e ¬A ⊆ B

A  B oznacza, »e A ⊆ B , ale A 6= B

◦



Zbiór (typ) pot¦gowy:

Elementami zbioru P(A) s¡ wszystkie podzbiory zbioru A

X ∈ P(A) ⇔ X ⊆ A

Zbiory obiektów typu D s¡ typu P(D).

P(A) = {X :P(D) | X ⊆ A}

◦

Zbiór pusty

Mówimy, »e zbiór jest pusty , gdy nie ma »adnego elementu.

Fakt

Ka»dy typ D ma dokªadnie jeden pusty podzbiór.

Dowód: Gdyby byªy dwa, to miaªyby te same elementy.

Zbiór pusty oznaczamy symbolem ∅.

◦

Prawa De Morgana

Uwaga: Mówi¡c, »e zbiór A jest pusty, zaprzeczamy
stwierdzeniu ∃x . x ∈ A; zauwa»my, »e znaczy to tyle samo,
co stwierdzenie ∀x . x 6∈ A. Inaczej:

¬∃x . x ∈ A wtedy i tylko wtedy, gdy ∀x . x 6∈ A.

Ogólnie:

¬∃x .W (x) wtedy i tylko wtedy, gdy ∀x .¬W (x).

¬∀x W (x) wtedy i tylko wtedy, gdy ∃x .¬W (x).

◦

Dziaªania na zbiorach

Niech A,B : P(D). Wówczas:

I Sum¡ zbiorów A i B nazywamy zbiór
A ∪ B = {x :D | x ∈ A ∨ x ∈ B}.

I Iloczyn lub przeci¦cie zbiorów A i B to zbiór
A ∩ B = {x :D | x ∈ A ∧ x ∈ B}.

I Ró»nic¡ zbiorów A i B nazywamy zbiór
A− B = {x :D | x ∈ A ∧ x 6∈ B}.

I Dopeªnienie zbioru A (do typu D) to zbiór
−A = {x :D | x 6∈ A}

(czyli ró»nica D − A).

◦



Zªote my±li

x ∈ A ∪ B ⇔ x ∈ A ∨ x ∈ B

x ∈ A ∩ B ⇔ x ∈ A ∧ x ∈ B

x ∈ A− B ⇔ x ∈ A ∧ x 6∈ B

x ∈ −A ⇔ x 6∈ A

◦

�wiczenie

Udowodni¢, »e dla dowolnych A i B je±li A−B = ∅ to A ⊆ B.

Rozwi¡zanie: Niech A− B = ∅ oraz x ∈ A. Gdyby x 6∈ B ,
to x ∈ A− B = ∅, sprzeczno±¢. Zatem x ∈ B .

◦

Je±li A− B = ∅ to A ⊆ B

Zaªó»my, »e A− B = ∅. (Cel 1: A ⊆ B)

We¹my dowolne x ∈ A. (Cel 2: x ∈ B)

Zaªó»my, »e x 6∈ B . (Cel 3: sprzeczno±¢)
Skoro x ∈ A i x 6∈ B , to x ∈ A− B .
Ale A− B = ∅, wi¦c x ∈ ∅, sprzeczno±¢. (Cel 3 osi¡gni¦ty)

Zatem x ∈ B . (Cel 2 osi¡gni¦ty)

Zatem ∀x(x ∈ A→ x ∈ B), czyli A ⊆ B . (Cel 1 osi¡gni¦ty)

Zatem je±li A− B = ∅ to A ⊆ B .

Niech A− B = ∅ oraz x ∈ A. Gdyby x 6∈ B ,
to x ∈ A− B = ∅, sprzeczno±¢. Zatem x ∈ B .

◦

Je±li A− B = ∅ to A ⊆ B

Zaªó»my, »e A− B = ∅. (Cel 1: A ⊆ B)

We¹my dowolne x ∈ A. (Cel 2: x ∈ B)

Zaªó»my, »e x 6∈ B . (Cel 3: sprzeczno±¢)
Skoro x ∈ A i x 6∈ B , to x ∈ A− B .
Ale A− B = ∅, wi¦c x ∈ ∅, sprzeczno±¢. (Cel 3 osi¡gni¦ty)

Zatem x ∈ B . (Cel 2 osi¡gni¦ty)

Zatem ∀x(x ∈ A→ x ∈ B), czyli A ⊆ B . (Cel 1 osi¡gni¦ty)

Zatem je±li A− B = ∅ to A ⊆ B .

Niech A− B = ∅ oraz x ∈ A. Gdyby x 6∈ B ,
to x ∈ A− B = ∅, sprzeczno±¢. Zatem x ∈ B .

◦


