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1. Niech (A4, <) bedzie krata zupelna (tj. zbiorem czesciowo uporzadkowanym, w ktorym
kazdy podzbior ma kres gorny). Funkcje C': P(A) — P(A) definiujemy nastepujaco:

CX)={a€cA]a<supX}.
Udowodni¢, ze dla dowolnych X,Y € P(A) zachodazi:
(a) X C C(X),
(b) C(C(X)) = C(X),
(¢) X CY implikuje C(X) C C(Y).
2. Dwa kotla na plaszczyznie sa w relacji s, jesli réznica ich promieni jest liczba catkowi-
ta. Udowodnié¢, ze s jest relacja rownowaznosci. Jaka jest moc zbioru wszystkich klas

abstrakcji relacji s? Jaka moc ma klasa abstrakcji wyznaczona przez koto K ((0,0),1)?
(Wiadomo, ze zbior K wszystkich kot na plaszczyznie jest mocy €.)

3. Dla A,B C N, niech [A = B] = {f : N - N | A C f~1(B)}. Udowodni¢, ze jesli
B,C# @ iD#N, to

[A= B]|C[C = D] wtedy i tylko wtedy, gdy CCAi BCD.

4. Znalez¢ moc zbioru G wszystkich funkeji f : P(N) — N spelniajacych warunek f(X) ¢ X
dla kazdego X # N.

Rozwiazania

la: Poniewaz sup X jest ograniczeniem goérnym zbioru X, wiec X C C(X).

1b: Zauwazmy, ze sup X jest ograniczeniem goérnym zbioru C(X), a wiec jest wieksze lub
rowne od jego kresu. Zatem dla dowolnego a € C(C(X)) mamy a < supC(X) < sup X,
czyli a € C(X). Tym samym wykazalismy, ze C(C(X)) C C(X), skad na mocy poprzedniego
punktu wynika, ze C'(C(X)) = C(X).

lc: Zalozmy, ze X C Y. Niech a € C(X), zatem a < supX. Skoro X C Y, to supY
jest ograniczeniem gérnym zbioru X i tym samym sup X < supY, a wiec a < sup?Y, skad
a € C(Y). Wobec tego C(X) C C(Y).

2: Aby dowiesé, ze s jest relacjg réwnowaznosci, pokazujemy, ze s jest:

e zwrotna, bo dla kazdego kota K(p,r) zachodzi r —r =0 € Z;

e symetryczna, bo jesli K(p1,71) s K(p2,r2), skad wynika, ze r| — ro € Z, to rowniez
ro —r1 € Z, a zatem K(p2,72) s K(p1,71);



e przechodnia, bo jesli K(p1,7r1) s K(pa,re) i K(p2,r2) s K(ps,rs), skad wynika, ze
r1—ry € Z1irg—ry €Z, to réwniez r1 —rg = (r1 — ro) + (ro — r3) € Z, a zatem
K(p1,m1) s K(p3,r3).

Moc zbioru ilorazowego relacji s jest oczywiscie co najwyzej taka, jak moc zbioru K, czyli €.
Moc ta jest tez co najmniej €, bo funkcja G : (0,1) — K/, dana wzorem G(r) = [K((0,0),7)]s,
jest réznowartosciowa.! Istotnie, réznica dwoch roznych liczb 7,7/ € (0,1) nie jest catkowita,
wiec G(r) # G(r'). Stad € = (0,1) < IC:/S Z twierdzenia Cantora-Bernsteina wnioskujemy,
ze ICi/S =C.

Klasa abstrakcji kota K ((0,0),1) ma réwniez moc €. Oczywiscie [K((0,0),1)]; < K = ¢
7 drugiej strony, mamy funkcje roznowartosciowa F : R = [K((0,0),1)]s okreslona wzorem
F(x) = K({(0,2),1), co oznacza, ze € = R < [K((0,0),1)]s.

3: Zalozmy, ze C C Ai B C D iniech f € [A = B]. Aby pokaza¢, ze f € [C = D],
przypusémy, ze n € C. Wtedy n € A C f~Y(B), czyli f(n) € B C D. Stad n € f~1(D).
Pokazalismy, ze C C f~1(D), czyli f € [C = D).

Zalozmy teraz, ze [A = B] C [C' = D]. Udowodnimy najpierw, ze B C D. Niech b € B iniech
fo=Az.b. Wtedy f, '(B) = {n| fo(n) € B} ={n|be B} =N D A, wiec f, € [A = BJ.
Skoro [A = B] C [C' = DJ, to f, € [C = D], czyli C C f; (D). Poniewaz C # @, wiec
fb_l(D) # @, czyli istnieje taka liczba ¢, ze fi(c) € D. Ale fi(c) = b, wiec b € D.

Aby wykaza¢ C C A, przypusémy, ze € C'— A. Skoro D # Ni B # @, to istnieja takie k, b,
zek ¢ Dibe B. Niech h = \y.if y = x then k else b. Dla y € A mamy h(y) =b € B,
wigc A C h™1(B), czyli h € [A = B] C [C = D). Zatem C C h~Y(D) = {n | h(n) € D}, skad
h(z) € D. Ale h(z) = k & D, sprzecznosc.

4: Moc zbioru wszystkich funkcji z P(N) do N jest rowna N%NO = N = 2¢, takie jest wigc
ograniczenie goérne na moc zbioru G.

Aby pokazaé, ze jest to ré6wniez ograniczenie dolne, przyjmijmy dla C C P(N — {0, 1}):

0, jesli B € CU{N};
fe(B) =4 1, jesli B € P(N —{0,1}) — C;
min(N — B) w przeciwnym przypadku.

Dla dowolnego C i dla dowolnego B € P(N) mamy fc¢(B) ¢ B, zatem kazde f¢ nalezy do
zbioru G. Ponadto, dla C; # Cy mamy fe, # fe,, gdyz jesli np. B € C1 i B ¢ Co, to
fe,(B) =0, a fe,(B) = 1. Przeksztalcenie \C. f¢ jest wiec roznowartosciows funkeja ze zbioru
P(P(N—{0,1})) w zbiér G, skad P(P(N —{0,1})) < G. Poniewa moc zbioru P(P(N—{0,1}))
jest 2%, wiec otrzymujemy 5 > 2% i 7 twierdzenia Cantora-Bernsteina, 5 =2¢,

Tnaczej mowiac, rodzina kot {K ({0,0),7) | r € (0,1)} jest mocy continuum, a kazdy jej element wyznacza
inng klase abstrakcji.



