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1. Niech 〈A,≤〉 b¦dzie krat¡ zupeªn¡ (tj. zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym, w którym

ka»dy podzbiór ma kres górny). Funkcj¦ C : P(A) −→ P(A) de�niujemy nast¦puj¡co:

C(X) = {a ∈ A | a ≤ supX}.

Udowodni¢, »e dla dowolnych X,Y ∈ P(A) zachodzi:

(a) X ⊆ C(X),

(b) C(C(X)) = C(X),

(c) X ⊆ Y implikuje C(X) ⊆ C(Y ).

2. Dwa koªa na pªaszczy¹nie s¡ w relacji s, je±li ró»nica ich promieni jest liczb¡ caªkowi-

t¡. Udowodni¢, »e s jest relacj¡ równowa»no±ci. Jaka jest moc zbioru wszystkich klas

abstrakcji relacji s? Jak¡ moc ma klasa abstrakcji wyznaczona przez koªo K(〈0, 0〉, 1)?
(Wiadomo, »e zbiór K wszystkich kóª na pªaszczy¹nie jest mocy C.)

3. Dla A,B ⊆ N, niech [A ⇒ B] = {f : N → N | A ⊆ f−1(B)}. Udowodni¢, »e je±li

B,C 6= ∅ i D 6= N, to

[A⇒ B] ⊆ [C ⇒ D] wtedy i tylko wtedy, gdy C ⊆ A i B ⊆ D.

4. Znale¹¢ moc zbioru G wszystkich funkcji f : P(N)→ N speªniaj¡cych warunek f(X) 6∈ X
dla ka»dego X 6= N.

Rozwi¡zania

1a: Poniewa» supX jest ograniczeniem górnym zbioru X, wi¦c X ⊆ C(X).

1b: Zauwa»my, »e supX jest ograniczeniem górnym zbioru C(X), a wi¦c jest wi¦ksze lub

równe od jego kresu. Zatem dla dowolnego a ∈ C(C(X)) mamy a ≤ supC(X) ≤ supX,

czyli a ∈ C(X). Tym samym wykazali±my, »e C(C(X)) ⊆ C(X), sk¡d na mocy poprzedniego

punktu wynika, »e C(C(X)) = C(X).

1c: Zaªó»my, »e X ⊆ Y . Niech a ∈ C(X), zatem a ≤ supX. Skoro X ⊆ Y , to supY
jest ograniczeniem górnym zbioru X i tym samym supX ≤ supY , a wi¦c a ≤ supY , sk¡d
a ∈ C(Y ). Wobec tego C(X) ⊆ C(Y ).

2: Aby dowie±¢, »e s jest relacj¡ równowa»no±ci, pokazujemy, »e s jest:

• zwrotna, bo dla ka»dego koªa K(p, r) zachodzi r − r = 0 ∈ Z;
• symetryczna, bo je±li K(p1, r1) s K(p2, r2), sk¡d wynika, »e r1 − r2 ∈ Z, to równie»

r2 − r1 ∈ Z, a zatem K(p2, r2) s K(p1, r1);



• przechodnia, bo je±li K(p1, r1) s K(p2, r2) i K(p2, r2) s K(p3, r3), sk¡d wynika, »e

r1 − r2 ∈ Z i r2 − r3 ∈ Z, to równie» r1 − r3 = (r1 − r2) + (r2 − r3) ∈ Z, a zatem

K(p1, r1) s K(p3, r3).

Moc zbioru ilorazowego relacji s jest oczywi±cie co najwy»ej taka, jak moc zbioru K, czyli C.

Moc ta jest te» co najmniej C, bo funkcjaG : (0, 1)→ K/s, dana wzoremG(r) = [K(〈0, 0〉, r)]s,
jest ró»nowarto±ciowa.1 Istotnie, ró»nica dwóch ró»nych liczb r, r′ ∈ (0, 1) nie jest caªkowita,

wi¦c G(r) 6= G(r′). St¡d C = (0, 1) ≤ K/s. Z twierdzenia Cantora-Bernsteina wnioskujemy,

»e K/s = C.

Klasa abstrakcji koªa K(〈0, 0〉, 1) ma równie» moc C. Oczywi±cie [K(〈0, 0〉, 1)]s ≤ K = C.

Z drugiej strony, mamy funkcj¦ ró»nowarto±ciow¡ F : R 1−1−→ [K(〈0, 0〉, 1)]s okre±lon¡ wzorem

F (x) = K(〈0, x〉, 1), co oznacza, »e C = R ≤ [K(〈0, 0〉, 1)]s.

3: Zaªó»my, »e C ⊆ A i B ⊆ D i niech f ∈ [A ⇒ B]. Aby pokaza¢, »e f ∈ [C ⇒ D],
przypu±¢my, »e n ∈ C. Wtedy n ∈ A ⊆ f−1(B), czyli f(n) ∈ B ⊆ D. St¡d n ∈ f−1(D).
Pokazali±my, »e C ⊆ f−1(D), czyli f ∈ [C ⇒ D].

Zaªó»my teraz, »e [A⇒ B] ⊆ [C ⇒ D]. Udowodnimy najpierw, »e B ⊆ D. Niech b ∈ B i niech

fb = λx. b. Wtedy f−1
b (B) = {n | fb(n) ∈ B} = {n | b ∈ B} = N ⊇ A, wi¦c fb ∈ [A ⇒ B].

Skoro [A ⇒ B] ⊆ [C ⇒ D], to fb ∈ [C ⇒ D], czyli C ⊆ f−1
b (D). Poniewa» C 6= ∅, wi¦c

f−1
b (D) 6= ∅, czyli istnieje taka liczba c, »e fb(c) ∈ D. Ale fb(c) = b, wi¦c b ∈ D.

Aby wykaza¢ C ⊆ A, przypu±¢my, »e x ∈ C −A. Skoro D 6= N i B 6= ∅, to istniej¡ takie k, b,
»e k 6∈ D i b ∈ B. Niech h = λy. if y = x then k else b. Dla y ∈ A mamy h(y) = b ∈ B,
wi¦c A ⊆ h−1(B), czyli h ∈ [A⇒ B] ⊆ [C ⇒ D]. Zatem C ⊆ h−1(D) = {n | h(n) ∈ D}, sk¡d
h(x) ∈ D. Ale h(x) = k 6∈ D, sprzeczno±¢.

4: Moc zbioru wszystkich funkcji z P(N) do N jest równa ℵ2ℵ0

0 = ℵC
0 = 2C, takie jest wi¦c

ograniczenie górne na moc zbioru G.

Aby pokaza¢, »e jest to równie» ograniczenie dolne, przyjmijmy dla C ⊆ P(N− {0, 1}):

fC(B) =


0, je±li B ∈ C ∪ {N};
1, je±li B ∈ P(N− {0, 1})− C;
min(N−B) w przeciwnym przypadku.

Dla dowolnego C i dla dowolnego B ∈ P(N) mamy fC(B) 6∈ B, zatem ka»de fC nale»y do

zbioru G. Ponadto, dla C1 6= C2 mamy fC1 6= fC2 , gdy» je±li np. B ∈ C1 i B 6∈ C2, to

fC1(B) = 0, a fC2(B) = 1. Przeksztaªcenie λC. fC jest wi¦c ró»nowarto±ciow¡ funkcj¡ ze zbioru
P(P(N−{0, 1})) w zbiór G, sk¡d P(P(N− {0, 1})) ≤ G. Poniewa» moc zbioru P(P(N−{0, 1}))
jest 2C, wi¦c otrzymujemy G ≥ 2C i z twierdzenia Cantora-Bernsteina, G = 2C.

1Inaczej mówi¡c, rodzina kóª {K(〈0, 0〉, r) | r ∈ (0, 1)} jest mocy continuum, a ka»dy jej element wyznacza

inn¡ klas¦ abstrakcji.
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