
Klasówka poprawkowa z podstaw matematyki, 14 stycznia 2011

1. Jaka jest moc zbioru wszystkich relacji równowa»no±ci w R, których ka»da klasa ab-

strakcji ma sko«czon¡ nieparzyst¡ liczb¦ elementów?

2. Niech funkcja φ : P(N× N)→ P(N× N) b¦dzie okre±lona tak:

φ(r) =
⋂
{rn | n > 0}.

(a) Czy φ jest ró»nowarto±ciowa?

(b) Niech Z oznacza rodzin¦ wszystkich relacji zwrotnych w N. Znale¹¢ φ(Z) i φ−1(Z).

Rozwi¡zania

1: Niech V oznacza zbiór relacji równowa»no±ci na R, których wszystkie klasy abstrakcji maj¡

sko«czon¡ nieparzyst¡ liczb¦ elementów. Moc V jest ograniczona z góry przez 2C, poniewa»

taka jest moc zbioru wszystkich relacji na R.

Aby pokaza¢, »e 2C jest równie» ograniczeniem dolnym mocy V, skonstruujemy funkcj¦ ró»-

nowarto±ciow¡ f , której dziedzin¡ jest zbiór pot¦gowy przedziaªu (0, 1), a której warto±ci s¡

w zbiorze V. Niech Ta = {a, a+1, a+2}. Dla dowolnego A ⊆ (0, 1), niech f(A) b¦dzie relacj¡
wyznaczaj¡c¡ podziaª

P = {Ta | a ∈ A} ∪ {{b} | b 6∈
⋃

a∈A Ta}.

Mamy tu trójelementowe zbiory Ta dla a ∈ A, a wszystkie pozostaªe skªadowe podziaªu to

singletony. Zatem f(A) ∈ V, czyli f jest dobrze okre±lona.

Aby pokaza¢, »e f jest ró»nowarto±ciowa, we¹my dowolne A1 6= A2. Bez straty ogólno±ci

mo»emy zaªo»y¢, »e istnieje x ∈ A1 takie »e x 6∈ A2. W takim razie klasa abstrakcji x w relacji

f(A1) to trójelementowy zbiór Tx, a w relacji f(A2) to singleton {x}. St¡d f(A1) 6= f(A2),
czyli funkcja f jest ró»nowarto±ciowa. W takim razie moc V jest co najmniej taka jak moc

zbioru pot¦gowego przedziaªu (0, 1), czyli 2C.

Zatem moc V to 2C.

2a: Funkcja φ nie jest ró»nowarto±ciowa. Istotnie, dla r1 = {〈0, 1〉} i r2 = {〈1, 2〉}, warto±ci¡
φ(r1) oraz φ(r2) jest ∅, gdy» dla obu relacji ich wszystkie nietrywialne zªo»enia s¡ relacjami

pustymi.

2b: Zacznijmy od tego, »e dla dowolnej relacji zwrotnej r zachodzi φ(r) = r. We¹my dowoln¡

tak¡ relacj¦. Oczywi±cie φ(r) ⊆ r1 = r. Ponadto, je±li 〈x, y〉 ∈ r to ze zwrotno±ci r wynika, »e
〈x, x〉 ∈ r, a zatem 〈x, y〉 ∈ rn dla dowolnego n > 0. St¡d r ⊆ φ(r), czyli r = φ(r).

A wi¦c φ(Z) = {φ(r) | r ∈ Z} = {r | r ∈ Z} = Z.

Poka»emy te», »e φ−1(Z) = Z. Je±li r ∈ Z, to φ(r) = r ∈ Z, wi¦c φ(r) ∈ Z. St¡d

Z ⊆ {r | φ(r) ∈ Z} = φ−1(Z). Pozostaje wykaza¢ zawieranie przeciwne φ−1(Z) ⊆ Z. We¹my

zatem dowoln¡ relacj¦ r ∈ φ−1(Z), a wi¦c tak¡, »e φ(r) ∈ Z, tj. r jest zwrotna. Skoro φ(r) ⊆ r,
to r te» jest zwrotna. Jednak pokazali±my wcze±niej, »e dla relacji zwrotnych φ(r) = r, a wi¦c

r ∈ Z, co ko«czy dowód.


