Klaséwka poprawkowa z podstaw matematyki, 14 stycznia 2011

1. Jaka jest moc zbioru wszystkich relacji réwnowaznosci w R, ktorych kazda klasa ab-
strakcji ma skoriczona nieparzysta liczbe elementow?

2. Niech funkcja ¢ : P(N x N) — P(N x N) bedzie okreslona tak:

¢(r) = {r" [ n>0}.

(a) Czy ¢ jest roznowartosciowa?
(b) Niech Z oznacza rodzine wszystkich relacji zwrotnych w N. Znalez¢ ¢(Z) i ¢~ (Z).

Rozwiazania

1: Niech V oznacza zbidr relacji rownowaznosci na R, ktérych wszystkie klasy abstrakeji maja
skoriczong nieparzysta liczbe elementéw. Moc V jest ograniczona z gory przez 2%, poniewaz
taka jest moc zbioru wszystkich relacji na R.

Aby pokaza¢, ze 2% jest rowniez ograniczeniem dolnym mocy V, skonstruujemy funkcje roz-
nowartosciowa f, ktorej dziedzina jest zbior potegowy przedziatu (0,1), a ktorej wartosci sa
w zbiorze V. Niech T, = {a,a+1,a+2}. Dla dowolnego A C (0, 1), niech f(A) bedzie relacja
wyznaczajaca podziat

P={Talac AJU{{b} | b ¢ UscnTa}-

Mamy tu trojelementowe zbiory T, dla a € A, a wszystkie pozostalte sktadowe podziatu to
singletony. Zatem f(A) € V, czyli f jest dobrze okreslona.

Aby pokazaé¢, ze f jest roznowartosciowa, wezmy dowolne A; # As. Bez straty ogélnosei
mozemy zalozy¢, ze istnieje x € A; takie ze x & Ao. W takim razie klasa abstrakcji © w relacji
f(A1) to trojelementowy zbior Ty, a w relacji f(As2) to singleton {x}. Stad f(A1) # f(A2),
czyli funkcja f jest réznowartosciowa. W takim razie moc V jest co najmniej taka jak moc
zbioru potegowego przedziatu (0, 1), czyli 2%.

Zatem moc V to 2¢.

2a: Funkcja ¢ nie jest roznowartosciowa. Istotnie, dla r; = {(0,1)} i 7o = {(1,2)}, wartoscia
¢(r1) oraz ¢(r2) jest 0, gdyz dla obu relacji ich wszystkie nietrywialne zlozenia sa relacjami
pustymi.

2b: Zacznijmy od tego, ze dla dowolnej relacji zwrotnej r zachodzi ¢(r) = r. Wezmy dowolna
taka relacje. Oczywiscie ¢(r) C r! = r. Ponadto, jesli (x,7y) € r to ze zwrotnosci r wynika, ze
(x,x) € r, a zatem (x,y) € r" dla dowolnego n > 0. Stad r C ¢(r), czyli r = ¢(r).

A wiec ¢(Z2)={o(r) |reZ}={r|reZ}=2.

Pokazemy tez, ze ¢ 1(Z) = Z. Jesli r € Z, to ¢(r) = r € Z, wiec ¢(r) € Z. Stad
ZC{r|¢(r) € Z} = $~1(Z2). Pozostaje wykaza¢ zawieranie przeciwne ¢~ (Z) C Z. Wezmy
zatem dowolng relacje r € ¢~ 1(Z2), a wiec taka, ze ¢(r) € Z, tj. r jest zwrotna. Skoro ¢(r) C r,

to r tez jest zwrotna. Jednak pokazalismy wczesniej, ze dla relacji zwrotnych ¢(r) = r, a wiec
r € Z, co koniczy dowdd.



