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1. Funkcj¦ f : Z→ Z nazwiemy izoluj¡c¡ wtedy i tylko wtedy, gdy speªnia

nast¦puj¡ce warunki:

• ∀x ∈ Z(f(x) 6= f(x + 1));

• ∀x ∈ f(Z)(x− 1 6∈ f(Z) ∧ x + 1 6∈ f(Z)).

Jakiej mocy jest zbiór wszystkich funkcji izoluj¡cych?

2. Znale¹¢ moc zbioru wszystkich funkcji wyboru dla P(N)− {∅}.

Rozwi¡zania

1: Zbiór wszystkich funkcji izoluj¡cych ma moc C. Aby udowodni¢ ten

fakt, skorzystamy z twierdzenia Cantora-Bernsteina. Niech A oznacza zbiór

funkcji izoluj¡cych. Zbiór ZZ wszystkich funkcji z Z do Z ma moc C. Mamy

A ⊆ ZZ, co daje nam nierówno±¢ A ≤ C.

Poka»emy, »e zachodzi tak»e C ≤ A. Zbiór wszystkich funkcji z Z do {0, 1}
jest mocy C. Zde�niujemy funkcj¦ ϕ : {0, 1}Z 1−1−→ A. Niech

ϕ(f)(n) =


0, je±li f(n) = 0 i n jest parzyste

2, je±li f(n) = 1 i n jest parzyste

4, je±li f(n) = 0 i n jest nieparzyste

6, je±li f(n) = 1 i n jest nieparzyste

Ka»da funkcja ϕ(f) jest izoluj¡ca. Dla parzystych argumentów warto±¢

funkcji ϕ(f) jest równa 0 lub 2, dla nieparzystych 4 lub 6. Zatem na pewno

dla s¡siednich argumentów mamy ró»ne warto±ci. Ponadto dla ka»dej funkcji

f ∈ {0, 1}Z mamy ϕ(f)(Z) ⊆ {0, 2, 4, 6}, wi¦c ϕ(f) speªnia drugi warunek:

je±li x ∈ ϕ(f)(Z) to x − 1, x + 1 6∈ ϕ(f)(Z). Poka»emy, »e funkcja ϕ jest

ró»nowarto±ciowa. We¹my f1, f2 ∈ {0, 1}Z takie, »e f1 6= f2. Wtedy istnieje

taki argument n, »e f1(n) 6= f2(n). Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e

f1(n) = 0 i f2(n) = 1. Wtedy jednak ϕ(f1)(n) ∈ {0, 4} i ϕ(f2)(n) ∈ {2, 6}.
Zatem ϕ(f1)(n) 6= ϕ(f2)(n), sk¡d wynika, »e ϕ(f1) 6= ϕ(f2).

2: Ka»da funkcja wyboru dla P(N)−{∅} nale»y do zbioru NP(N)−{∅}. Moc

tego zbioru to 2C, wi¦c moc zbioru funkcji wyboru jest co najwy»ej taka.



Niech A oznacza zbiór funkcji wyboru dla P(N)−{∅} i niech P1(N) oznacza
zbiór jednoelementowych podzbiorów N. Wreszcie przez P≥2(N) oznaczymy

zbiór (P(N)− {∅})− P1(N). Zauwa»my, »e P≥2(N) jest zbiorem mocy C,

wi¦c zbiór funkcji {0, 1}P≥2(N) jest mocy 2C. Poka»emy funkcj¦

F : {0, 1}P≥2(N) 1−1−→ A.

We¹my

F (f)(X) =

{
min(X − {min X}), gdy X ≥ 2 i f(X) = 1;
min X, w przeciwnym przypadku.

Dla ka»dego f ∈ {0, 1}P≥2(N) warto±¢ F (f) jest funkcj¡ wyboru dla P(N)−{∅}:
je±li X jest jednoelementowy, to F (f)(X) jest jedynym elementem zbioru X;

je±li X ma wi¦cej ni» jeden element, to F (f)(X) jest najmniejszym lub

drugim co do wielko±ci elementem zbioru X. Poka»emy, »e f jest ró»nowarto±-

ciowa. Je±li f1, f2 ∈ {0, 1}P≥2(N) i f1 6= f2, to istnieje taki X ∈ P≥2(N),
»e f1(X) 6= f2(X). Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e f1(X) = 0
i f2(X) = 1. Wtedy jednak

F (f1)(X) = minX i F (f2)(X) = min(X − {min X}).

Zatem rzeczywi±cie F (f1) 6= F (f2).
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