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1. Funkcje f : Z — Z nazwiemy izolujgeg wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia
nastepujace warunki:

o Vo € Z(f(z) # flo+1);
e Ve f(Z)(x—1¢& f(Z)Nz+1€& f(Z)).
Jakiej mocy jest zbiér wszystkich funkcji izolujacych?

2. Zmalez¢ moc zbioru wszystkich funkeji wyboru dla P(N) — {&}.

Rozwigzania

1: Zbiér wszystkich funkcji izolujacych ma moc €. Aby udowodnié¢ ten
fakt, skorzystamy z twierdzenia Cantora-Bernsteina. Niech A oznacza zbidr
funkcji izolujacych. Zbiér Z# wszystkich funkeji z Z do Z ma moc €. Mamy
A C 7%, co daje nam nieréwnosé¢ A < €.

Pokazemy, ze zachodzi takze € < A. Zbior wszystkich funkeji z Z do {0,1}
jest mocy €. Zdefiniujemy funkcje ¢ : {0, 1}% =1 A. Niech

0, jesli f(n) =01 n jest parzyste

2, jesli f(n) =11 n jest parzyste
o(f)(n) = o R

4, jesli f(n) =01 n jest nieparzyste

6, jesli f(n) =11 n jest nieparzyste

Kazda funkcja o(f) jest izolujaca. Dla parzystych argumentéow wartosé
funkcji ¢(f) jest rowna 0 lub 2, dla nieparzystych 4 lub 6. Zatem na pewno
dla sasiednich argumentéw mamy rézne wartosci. Ponadto dla kazdej funkcji
f €{0,1}2 mamy ¢(f)(Z) C {0,2,4,6}, wiec o(f) speia drugi warunek:
jesli @ € o(f)(Z) to x — 1L,z + 1 & o(f)(Z). Pokazemy, ze funkcja ¢ jest
roznowartosciowa. Wezmy f1, fo € {0,1}% takie, ze fi # fo. Wtedy istnieje
taki argument n, ze fi(n) # fa(n). Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze
fi(n) = 0 foln) = 1. Weedy jednak o(f1)(n) € {0,4} i ¢(f2)(n) € {2,6}.
Zatem ¢(f1)(n) # ¢(f2)(n), skad wynika, ze o(f1) # o (f2)-

2: Kazda funkcja wyboru dla P(N) — {@} nalezy do zbioru NPM—{2} Moc
tego zbioru to 2%, wiec moc zbioru funkcji wyboru jest co najwyzej taka.



Niech A oznacza zbior funkcji wyboru dla P(N) — {@} i niech P;(N) oznacza
zbiér jednoelementowych podzbioréw N. Wreszcie przez P>2(N) oznaczymy
zbior (P(N) — {@}) — P1(N). Zauwazmy, ze P>2(N) jest zbiorem mocy €,
wiec zbior funkeji {0,1}P=2M) jest mocy 2%. Pokazemy funkcje

F:{0,1}P=2 124 4
Wezmy

FOPX) = {m%n(X = (min X)), gdy X 221 f(X) = 1

min X, w przeciwnym przypadku.
Dla kazdego f € {0,1}7>2(™) wartosc F(f) jest funkcja wyboru dla P(N)—{@}:
jesli X jest jednoelementowy, to F'(f)(X) jest jedynym elementem zbioru X;
jesli X ma wiecej niz jeden element, to F(f)(X) jest najmniejszym lub
drugim co do wielkodci elementem zbioru X. Pokazemy, ze f jest r6znowartos-
ciowa. Jesli fi, fo € {0,1}P=2M) i £, £ £ to istnieje taki X € Psg(N),
ze f1(X) # f2(X). Bez straty ogolnosci mozemy zatozy¢, ze fi(X) = 0
i fo(X)=1. Wtedy jednak

F(fi))(X)=minX i F(f2)(X)=min(X — {min X}).

Zatem rzeczywiscie F(f1) # F(f2).



