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1. Niech CX,Y : (X → Y )→ (P(Y )→ P(X)) dana b¦dzie wzorem

CX,Y (f)(A) = f−1(A),

gdzie f : X → Y i A ⊆ Y .

Czy dla dowolnych niepustych X i Y :

(a) funkcja CX,Y jest ró»nowarto±ciowa,

(b) funkcja CX,Y jest na,

(c) je±li f : X
1−1−→ Y , to CX,Y (f) te» jest ró»nowarto±ciowa,

(d) je±li f : X
na−→ Y , to CX,Y (f) te» jest na,

(e) je±li f : X
1−1−→ Y , to CX,Y (f) jest na,

(f) je±li f : X
na−→ Y , to CX,Y (f) jest ró»nowarto±ciowa?

2. Dla dowolnego zbioru X, je±li f : X → X, to

f0 = idX

fn+1 = fn ◦ f.

Czy istnieje taka bijekcja f : N 1−1−→
na

N, »e dla dowolnych n, m : N je±li

n > 1, to fn(m) 6= m?

Rozwi¡zania

1a: Tak. We¹my f, g : X → Y takie, »e f 6= g. Wtedy dla pewnego x ∈ X
zachodzi f(x) 6= g(x). W takim razie

CX,Y (f)({f(x)}) 6= CX,Y (g)({f(x)}).

1b: Nie. Nie istnieje taka funkcja f , »e C{0}{0}(f)({0}) = ∅.

Dygresja: Natomiast C∅,Y jest na, a nawet jest bijekcj¡. Zauwa»my, »e

istnieje dokªadnie jedna funkcja ze zbioru pustego w dowolny zbiór � jest to

funkcja, która niczemu niczego nie przypisuje (nazywamy j¡ funkcj¡ pust¡

i oznaczamy symbolem ∅). Ponadto dla ka»dego zbioru istnieje równie»

dokªadnie jedna funkcja z tego zbioru w zbiór jednoelementowy. Dlatego



C∅,Y : (∅→ Y )→ (P(Y )→ {∅}) jest funkcj¡ ze zbioru jednoelementowego

w zbiór jednoelementowy, czyli oczywi±cie bijekcj¡.

1c: Nie. We¹my X = Y = N i f(n) = 2n. Zachodzi

CN,N(f)({1}) = CN,N(f)({3}) = ∅.

1d: Nie. We¹my X = Y = N i f(n) = bn2 c. Dla dowolnego A ⊆ N zachodzi

CN,N(f)(A) 6= {0}.

Je±li bowiem 0 ∈ CN,N(f)(A) = f−1(A) , to 0 = f(0) ∈ A. Ale wtedy tak»e

1 ∈ f−1(A) = CN,N(f)(A), bo f(1) = b12c = 0.

1e: Tak. We¹my A ⊆ X. B¦dziemy szuka¢ takiego B ⊆ Y , by za-

chodziªo CX,Y (f)(B) = A. Okazuje si¦, »e je±li f jest ró»nowarto±ciowa,

to f−1(f(A)) = A. Przyjmujemy wi¦c B = f(A).

1f: Tak. We¹my A, B ⊆ Y , A 6= B. Bez straty ogólno±ci zakªadamy, »e

istnieje takie y ∈ Y , »e y ∈ A i y /∈ B. Skoro f jest na, to istnieje taki

x ∈ X, »e f(x) = y. Zatem x ∈ CX,Y (f)(A) i x /∈ CX,Y (f)(B).

2: Tak, warunki speªnia funkcja

f(n) =


n + 2 gdy n jest parzyste,

n− 2 gdy n jest nieparzyste i n > 3,
0 gdy n = 1.

Niech m > 1. Zauwa»my, »e je±li n jest parzyste, to fm(n) > n, za± je±li n
jest nieparzyste, to fm(n) jest albo mniejsze od n, albo parzyste.
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