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1. Niech Ny := N—{0}. Czy kazdy wtasciwy podzbior zbioru N* ma kres
gorny w porzadku (N, |), gdzie znak | oznacza relacje podzielnosci?
A czy kazdy podzbiér ma kres dolny?

2. Udowodnié, ze jesli w porzadku czesciowym kazdy podzbiér dwuele-
mentowy ma kres gérny, to kazdy niepusty podzbiér skonczony ma
kres gérny.

3. Niech € € Ry = (0, +00). Relacje 7. C R? definiujemy ktadac:
(T, y) € Te & |z —y| <e¢,
Klikg w tej relacji nazwiemy taki zbior A C R, ze Va,b € A (a,b) € 7

(a) Czy 7. jest relacja rownowaznosci?

(b) Znalezé | J{B | B jest klika oraz 0 € B}? Czy jest to klika? Czy
jest to klika maksymalna? Podaé przyktad maksymalnej kliki, do
ktorej nalezy 0.

(c) Czy dla dowolnych €; i €3 istnieje takie v € Ry, iz 7y = 7, 0 7¢, 7
(d) Dla jakich € zachodzi (€,/2) € 7. ?

Rozwigzania

1: Zbior liczb pierwszych nie ma kresu géornego w N, bo nie ma zadnych
ograniczen goérnych. Nie ma bowiem liczby podzielnej przez wszystkie liczby
pierwsze. 7 podobnego powodu zbiér pusty nie ma kresu dolnego: taki
kres bylby elementem najwiekszym w (N, , |), czyli bylby podzielny przez
wszystkie liczby naturalne dodatnie.

2: Niech B bedzie n-elementowym podzbiorem czesciowego porzadku (7, <).
Przez indukcje ze wzgledu na n dowodzimy, ze jeslin > 0, to B ma kres goérny.
Dla n = 0 implikacja jest trywialna, dla n = 1 mamy zbiér jednoelementowy,
ktorego kresem jest jego jedyny element. Dla n = 2 teza wynika wprost
z zalozenia. Rozpatrzmy wiec przypadek n > 3 i zalézmy, ze wszystkie
niepuste zbiory mniej niz n-elementowe maja kresy goérne. Zbiér B mozemy
przedstawi¢ jako sume B = AU {a}, gdzie a ¢ A1 A ma n — 1 elementow,
a zatem ma kres gorny o = sup A. Dwuelelementowe zbiory tez maja kresy
gorne, niech wiec 5 = sup{«, a}. Pokazemy, ze 8 = sup B.



Najpierw zauwazmy, ze 3 ogranicza B z gory. Jesli bowiem z € B, to albo
x=a albo x € Aiwtedy x < a. W obu przypadkach a < sup{«,a} = 3.

Teraz przypusémy, ze jakis element d € Z jest ograniczeniem gérnym B.
Wtedy d > A, skad d > a (bo @ = sup A) oraz d > a. Ale to znaczy, ze
d > {a,a}, a wiec d > sup{a,a} = 5.

3a: Nie, relacja 7. jest zwrotna i symetryczna, ale nie jest przechodnia.
Istotnie, (£,€) € 7 oraz (e, %) € 7., ale (5, %) & 7.

3b: Pokazemy, ze | J{B | B jest klika oraz 0 € B} = (—¢,¢). Zawieranie
z prawej do lewej wynika stad, ze dla x € (—e,€) zbior {z,0} jest klika, do
ktorej nalezy zero. Na odwrdt, jesli x € B, gdzie B jest klika oraz 0 € B, to
|z| = |z — 0| < € czyli © € (—¢,€).

Przedzial (—e¢,€) nie jest klika (wiec nie jest tez klika maksymalna), bo
np. liczb —% i % nie sa w relacji 7.. Przykladowa klika maksymalna,
do ktorej nalezy zero, to przedzial [0, ¢€).

3c: Tak. Niech v = €1 + €2, wowczas 7, = T¢, © T,.

Dla dowodu zawierania w prawo wezmy dowolne takie z,y, ze (z,y) € 7.
Przypusémy najpierw, ze z < y. Skoro réznica y—x jest mniejsza od v (czyli
od €1 + €2), to istnieje takie z € (x,y), ze z —x < €1 1 y — 2z < €. Mozna
przyjac na przyklad z = o + |y — x|+ 5. Wtedy (z,2) € 7¢, 1 (y,2) € Te,,
a wiec (r,y) € T¢, © Te,. Dla > y dowdd jest analogiczny.

Zawieranie w przeciwna strone wynika z tego, ze jesli (x, z) € 7, 1 (2,y) € Te,,
to|r —y| <|r—z2|+ ]z —y| < e+ e =7, azatem (x,y) € 7.

3d: Dla dowolnego ¢ mamy 7.5 = R x R, w szczegolnosci (e,v2) € 7.
Istotnie, dla x < y istnieje taki ciag © = xg, x1,...,Tn =Y, 2€ (Tj, Tit1) € Te
dlai=0,...,n— 1. Wystarczy wzia¢ n = [2YF] oraz ; = x +i - § dla
1=0...n—1oraz z, =y.



