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1. Niech φ : P(N × N) → P(N × N) b¦dzie zde�niowane tak, »e φ(r) to

najmniejsza relacja równowa»no±ci w N zawieraj¡ca r, dla r ∈ P(N×N).

(a) Czy φ jest ró»nowarto±ciowa?

(b) Czy φ jest na P(N× N)?

(c) Rozwa»my takie d ∈ P(N × N), »e a d b wtedy i tylko wtedy gdy

a i b maj¡ wspólny dzielnik ró»ny od 1 (dokªadniej: je±li istniej¡

k, a′, b′ ∈ N speªniaj¡ce a = k · a′, b = k · b′ i k 6= 1). Znajd¹ φ(d).

(d) Niech p b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci, której wszystkie klasy ab-

strakcji s¡ zbiorami postaci {2k, 2k + 1} dla k ∈ N . Jakiej mocy

jest φ−1({p}) ?

2. Rozpatrzmy nast¦puj¡cy porz¡dek cz¦±ciowy B = 〈B,≤〉, gdzie

B = {n − π
m | n,m ∈ N − {0}}, a relacja ≤ jest obci¦ciem do B

standardowego porz¡dku na liczbach rzeczywistych.

(a) Czy B jest dobrze ufundowany?

(b) Czy ka»dy niepusty podzbiór B ma kres górny w B?
(c) Czy ka»dy niepusty i ograniczony z góry podzbiór B ma kres

górny w B?
(d) Czy B jest izomor�czny z 〈Q,≤〉?

Rozwi¡zania

1a: Nie, bo dla dla r1 = {〈1, 1〉} i r2 = {〈2, 2〉} mamy φ(r1) = φ(r2) = 1N.

1b: Nie, bo nie ka»da relacja w N jest relacj¡ równowa»no±ci. W szczegól-

no±ci dla q = {〈1, 2〉} nie istnieje takie r, »e φ(r) = q.

1c: Rozwa»my dowolne a, b > 1. Wtedy a · b dzieli si¦ przez a i przez b a

wi¦c liczby a, b i a · b b¦d¡ w tej samej klasie abstrakcji relacji φ(d). To

oznacza, »e wszystkie liczby wi¦ksze od 1 s¡ we wspólnej klasie abstrakcji.

Do tej klasy nale»y te» zero, bo 0 = a ∗ 0 dla ka»dego a ∈ N. W drugiej,

osobnej, klasie abstrakcji znajduje si¦ tylko 1.

1d: Poka»emy, »e moc φ−1({p}) jest wi¦ksza lub równa continuum. Poniewa»

φ−1(p) ⊆ P(N×N) oraz moc P(N×N) jest równa C, b¦dzie to oznaczaªo, »e

moc φ−1({p}) jest równa C.



Po pierwsze zauwa»my, »e dla dowolnej relacji q ∈ φ−1({p}) zachodzi q ⊆ p.
To oznacza, »e do q mog¡ nale»e¢ tylko pary postaci 〈2k, 2k+1〉, 〈2k + 1, 2k〉,
〈2k, 2k〉 i 〈2k+1, 2k+1〉. Co wi¦cej, je±li ani 〈2k, 2k+1〉 ani 〈2k + 1, 2k〉 nie
nale»y do q, to liczby 2k i 2k+1 s¡ w ró»nych klasach abstrakcji relacji φ(q).
A wi¦c do ka»dej relacji w φ−1({p}) nale»y co najmniej jedna para postaci

〈2k, 2k + 1〉 lub 〈2k+1, 2k〉 dla ka»dego k. Rozpatrzmy nast¦puj¡c¡ funkcj¦

f : {0, 1}N → φ−1({p}):

f(c) = {〈2k, 2k + 1〉 | c(k) = 0} ∪ {〈2k + 1, 2k〉 | c(k) = 1}.

Oczywi±cie φ(f(c)) = p dla ka»dego c ∈ {0, 1}N, czyli f jest dobrze okre±lona.

Funkcja f jest ró»nowarto±ciowa, bo je±li dwa ci¡gi c1 i c2 ró»ni¡ si¦ dla

n ∈ N to jedna z relacji f(c1) i f(c2) b¦dzie zawiera¢ par¦ 〈2n, 2n + 1〉,
a druga 〈2n + 1, 2n〉. A wi¦c moc φ−1({p}) jest co najmniej taka jak moc

{0, 1}N, czyli C.

2: Zauwa»my, »e w ka»dym przedziale [n, n + 1) s¡ tylko trzy elementy

zbioru B nie b¦d¡ce postaci n + 1 − π
k . S¡ to liczby n + 2 − π

2 , n + 2 − π
3 ,

i n+ 4− π. Wynika st¡d, »e w ka»dym przedziale [n, e], gdzie n ∈ N, e ∈ R,

oraz n ≤ e < n+ 1, jest tylko sko«czenie wiele elementów B.

2a: Zaªó»my, »e B nie jest dobrze ufundowany, czyli »e istnieje niesko«czony

ªa«cuch malej¡cy A = {ai ∈ B | i ∈ N} gdzie ai+1 < ai dla ka»dego i ∈ N.

Element a0 jest na pewno wi¦kszy od zera, bo jest tylko pi¦¢ elementów B
mniejszych od zera (s¡ to 1− π, 1− π

2 , 1− π
3 , 2− π, i 3− π). Rozpatrzmy

przedziaªy postaci [k, k + 1) dla k ∈ N, k < a0. Jest ich sko«czenie wiele,

a wi¦c musi istnie¢ takie n ∈ N, »e zbiór A ∩ [n, n + 1) jest niesko«czony.

Niech ak b¦dzie elementem o najmniejszym indeksie w±ród wszystkich ele-

mentów zbioru A w przedziale [n, n + 1). Wtedy A ∩ [n, n + 1) ⊆ [n, ak],
ale w przedziale [n, ak] jest tylko sko«czenie wiele elementów B, a wi¦c tym

bardziej sko«czenie wiele elementów A. Sprzeczno±¢.

2b: Nie, podzbiór {n − π | n ∈ N − {0}} nie ma »adnego ograniczenia

górnego, a wi¦c nie ma te» kresu.

2c: Tak, niech P ⊆ B i P 6= ∅. Je±li P ma element najwi¦kszy, to jest

to oczywi±cie jego kres górny. W przeciwnym przypadku P musi by¢ nie-

sko«czony. Poniewa» P jest ograniczony z góry, to istnieje najwi¦ksze takie

n, »e iloczyn P ∩ [n, n + 1) jest niepusty. W istocie ten iloczyn jest nie-

sko«czony, bo inaczej zbiór P miaªby element najwi¦kszy. Poka»emy, »e

wtedy najmniejszym ograniczeniem górnym zbioru P jest b = n + 2 − π
4 ,

czyli najmniejszy element B wi¦kszy lub równy n + 1. Oczywi±cie b jest

ograniczeniem górnym P . A je±li e ∈ B i e < b to e < n+1, wi¦c albo e ≤ n,
albo w przedziale [n, e] jest tylko sko«czenie wiele elementów B (a wi¦c

równie» sko«czenie wiele elementów P ). Takie e nie mo»e by¢ ograniczeniem

górnym P , a wi¦c supP = b.

2d: Nie, bo porz¡dek 〈Q,≤〉 nie ma elementu najmniejszego, a B ma: 1−π.
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