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1. Niech ¢ : P(N x N) — P(N x N) bedzie zdefiniowane tak, ze ¢(r) to
najmniejsza relacja rownowaznosci w N zawierajaca r, dlar € P(NxN).

(a) Czy ¢ jest roéznowartosciowa?

(b) Czy ¢ jest na P(N x N)?

(¢) Rozwazmy takie d € P(N x N), ze adb wtedy i tylko wtedy gdy
a i b maja wspélny dzielnik rézny od 1 (doktadniej: jesli istnieja
k,a',b € N speliajace a=k-a’, b=Fk-b' 1k #1). Znajdz ¢(d).

(d) Niech p bedzie relacja rownowaznosci, ktorej wszystkie klasy ab-
strakcji sa zbiorami postaci {2k, 2k + 1} dla k € N . Jakiej mocy
jest 6L ({p}) ?

2. Rozpatrzmy nastepujacy porzadek czesciowy B = (B,<), gdzie
B ={n—- 7 | n,m &€ N—{0}}, a relacja < jest obcigciem do B
standardowego porzadku na liczbach rzeczywistych.

(a) Czy B jest dobrze ufundowany?
(b) Czy kazdy niepusty podzbior B ma kres gorny w 57

(¢) Czy kazdy niepusty i ograniczony z goéry podzbiéor B ma kres
gorny w 7

(d) Czy B jest izomorficzny z (Q, <)?

Rozwigzania

la: Nie, bodladlar = {(1,1)} i ro = {(2,2)} mamy ¢(r1) = ¢(r2) = 1x.

1b: Nie, bo nie kazda relacja w N jest relacja réwnowaznosci. W szczegol-
nosci dla ¢ = {(1,2)} nie istnieje takie r, ze ¢(r) = q.

1lc: Rozwazmy dowolne a,b > 1. Wtedy a - b dzieli sie przez a i przez b a
wiec liczby a, b i a-b beda w tej samej klasie abstrakeji relacji ¢(d). To
oznacza, ze wszystkie liczby wieksze od 1 sg we wspdlnej klasie abstrakcji.
Do tej klasy nalezy tez zero, bo 0 = a x 0 dla kazdego a € N. W drugiej,
osobnej, klasie abstrakcji znajduje sie tylko 1.

1d: Pokazemy, ze moc ¢~ ({p}) jest wieksza lub réwna continuum. Poniewaz
¢~ 1(p) € P(N x N) oraz moc P(N x N) jest rowna €, bedzie to oznaczalo, ze
moc ¢~ 1({p}) jest réwna €.



Po pierwsze zauwazmy, ze dla dowolnej relacji ¢ € ¢~ ({p}) zachodzi ¢ C p.
To oznacza, ze do ¢ moga naleze¢ tylko pary postaci (2k, 2k+1), (2k + 1, 2k),
(2k,2k) 1 (2k+1,2k+1). Co wiecej, jesli ani (2k,2k+ 1) ani (2k + 1, 2k) nie
nalezy do g, to liczby 2k i 2k+ 1 sa w réznych klasach abstrakeji relacji ¢(q).
A wiec do kazdej relacji w ¢! ({p}) nalezy co najmniej jedna para postaci
(2k, 2k + 1) lub (2k + 1, 2k) dla kazdego k. Rozpatrzmy nastepujaca funkcje
£ 40,11 = 61 ({p}):
fle)={(2k,2k + 1) | ¢(k) =0} U{(2k + 1,2k) | c(k) = 1}.

Oczywiscie ¢(f(c)) = p dla kazdego ¢ € {0,1}, czyli f jest dobrze okreglona.
Funkcja f jest réznowartosciowa, bo jesli dwa ciagi c; i ¢y réznig sie dla
n € N to jedna z relacji f(c1) i f(ce) bedzie zawiera¢ pare (2n,2n + 1),
a druga (2n + 1,2n). A wiec moc ¢~ 1({p}) jest co najmniej taka jak moc
{0, 1}, czyli €.

2: Zauwazmy, ze w kazdym przedziale [n,n + 1) sa tylko trzy elementy
zbioru B nie bedace postaci n+ 1 — 7. Sg to liczcby n +2 — 5, n+2 — 3,
in+4—n. Wynika stad, ze w kazdym przedziale [n,e], gdzien € N, e € R,
oraz n < e < n+ 1, jest tylko skoiiczenie wiele elementow B.

2a: Zaldézmy, ze B nie jest dobrze ufundowany, czyli ze istnieje nieskoriczony
taricuch malejacy A = {a; € B | i € N} gdzie a;41 < a; dla kazdego i € N.
Element ag jest na pewno wiekszy od zera, bo jest tylko pieé¢ elementow B
mniejszych od zera (sa to 1 —7, 1 — 5, 1 — %, 2—m,i3 — ). Rozpatrzmy
przedzialy postaci [k, k + 1) dla k € N, k < ag. Jest ich skoriczenie wiele,
a wiec musi istnie¢ takie n € N, ze zbiér A N [n,n + 1) jest nieskoriczony.
Niech aj bedzie elementem o najmniejszym indeksie wér6d wszystkich ele-
mentoéw zbioru A w przedziale [n,n + 1). Wtedy AN [n,n+ 1) C [n,agl,
ale w przedziale [n, ai| jest tylko skoniczenie wiele elementow B, a wiec tym
bardziej skoriczenie wiele elementow A. Sprzecznosé.

2b: Nie, podzbior {n — 7 | n € N — {0}} nie ma zadnego ograniczenia
gbérnego, a wiec nie ma tez kresu.

2c: Tak, niech P C Bi P # @. Jedli P ma element najwiekszy, to jest
to oczywiscie jego kres gorny. W przeciwnym przypadku P musi by¢ nie-
skoriczony. Poniewaz P jest ograniczony z gory, to istnieje najwicksze takie
n, ze iloczyn P N [n,n + 1) jest niepusty. W istocie ten iloczyn jest nie-
skoniczony, bo inaczej zbiér P mialby element najwiekszy. Pokazemy, ze
wtedy najmniejszym ograniczeniem gérnym zbioru P jest b = n + 2 — 7,
czyli najmniejszy element B wiekszy lub rowny n + 1. Oczywiscie b jest
ograniczeniem gornym P. A jeslie€ Bie <btoe <n+1, wiec albo e < n,
albo w przedziale [n,e]| jest tylko skonczenie wiele elementéw B (a wiec
réwniez skoriczenie wiele elementow P). Takie e nie moze by¢ ograniczeniem
gérnym P, a wiec sup P = b.

2d: Nie, bo porzadek (Q, <) nie ma elementu najmniejszego, a B ma: 1—.



