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1. W zbiorze (N× N)N okre±limy relacj¦ ≡

φ1 ≡ φ2 wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego n zachodzi
π1(φ1(n))−π2(φ1(n)) = π1(φ2(n))−π2(φ2(n)),

gdzie π1, π2 oznaczaj¡ rzutowanie odpowiednio na pierwsz¡ i drug¡ wspóªrz¦dn¡ pro-
duktu, a odejmowanie (−) jest obliczane w liczbach caªkowitych.

(a) Czy istnieje takie φ : N→ N× N, »e klasa [φ]≡ jest sko«czona?

(b) Czy klasa [λn.〈0, n〉]≡ jest równoliczna z NN?

(c) Czy klasa [λn.〈2011, 2011〉]≡, jest równoliczna z N?

(d) Czy iloraz (N× N)N/≡ jest równoliczny z NN?

Jak zwykle ka»d¡ odpowied¹ nale»y poprze¢ uzasadnieniem.

Rozwi¡zania

1a: Nie. Dla ka»dego φ : N → N × N klasa [φ]≡ jest niesko«czona. Wynika to z tego, »e dla
ka»dego k ∈ N funkcja φk : N→ N×N okre±lona wzorem φk(n) = 〈π1(φ(n))+k, π2(φ(n))+k〉
jest w relacji ≡ z funkcj¡ φ. Rzeczywi±cie mamy tutaj dla dowolnego n ∈ N zale»no±¢

π1(φ(n))− π2(φ(n)) = π1(φ(n)) + k − (π2(φ(n)) + k) = π1(φk(n))− π2(φk(n)).

1b: Tak. Okre±limy f : NN → [λn.〈0, n〉]≡ wzorem f(ψ) = λn.〈ψ(n), ψ(n) + n〉. Zauwa»my,
»e rzeczywi±cie f(ψ) ∈ [λn.〈0, n〉]≡ dla ka»dego ψ. Mamy bowiem dla dowolnego n ∈ N:

π1(f(ψ)(n))− π2(f(ψ)(n) = ψ(n)− (ψ(n) + n) = −n = 0− n = π1(〈0, n〉)− π2(〈0, n〉).

Poka»emy teraz, »e f jest bijekcj¡.

Funkcja f jest ró»nowarto±ciowa, poniewa» dla ró»nych ψ1, ψ2 ∈ NN istnieje takie n ∈ N, »e
ψ1(n) 6= ψ2(n). Zatem pierwsze wspóªrz¦dne par f(ψ1)(n) i f(ψ2)(n) s¡ ró»ne.

Funkcja f jest �na�, gdy» dowolne ψ ∈ [λn.〈0, n〉]≡ da si¦ przedstawi¢ w postaci f(ψ0), gdzie
ψ0 : N→ N jest okre±lona wzorem ψ0(n) = π1(ψ(n)).

Skoro f jest bijekcj¡, to klasa [λn.〈0, n〉]≡ jest równoliczna z NN.

1c: Nie. Poka»emy to przez sprzeczno±¢. Gdyby klasa [λn.〈2011, 2011〉]≡ byªa równoliczna
z N, to istniaªaby bijekcja f1 : [λn.〈2011, 2011〉]≡ → N. Zwró¢my teraz uwag¦ na zbiór
A = {σB : N→ N× N | B ⊆ N}, gdzie

σB(n) =
{
〈1, 1〉, gdy n ∈ B,
〈0, 0〉 gdy n 6∈ B.



Po pierwsze zauwa»my, »e A jest równoliczne z P(N). �wiadczy o tym bijekcja f0 : P(N)→ A
okre±lona wzorem f0(B) = σB. Ta funkcja jest �na�, gdy» dowolna funkcja σB jest otrzymy-
wana jako f0(B), i jest ró»nowarto±ciowa, poniewa» dla dwóch ró»nych B1, B2 ⊆ N mamy
σBi(n0) = 〈1, 1〉 6= 〈0, 0〉 = σB3−i(n0), o ile n0 ∈ Bi i n0 6∈ B3−i.

Po drugie zauwa»my, »e A ⊆ [λn.〈2011, 2011〉]≡, bo dla ka»dego B oraz n mamy

π1(σB(n))− π2(σB(n)) = c−c = 0 = 2011−2011 =
π1((λn.〈2011, 2011〉)n)− π2((λn.〈2011, 2011〉)n),

gdzie c = 0 lub c = 1.

A zatem klasa [λn.〈2011, 2011〉]≡ ma nieprzeliczalny podzbiór A, którego obraz f1(A) jest
zawarty w N, a wi¦c przeliczalny. To niemo»liwe, bo funkcja f1 jest ró»nowaro±ciowa.

1d: Tak. Poka»emy najpierw, »e zbiór (N× N)N/≡ jest równoliczny z ZN. W tym celu
zde�niujemy funkcj¦ f : ZN → (N× N)N/≡ w ten sposób, »e f(ψ) = [φψ]≡, gdzie φψ(n) =
〈|ψ(n)|, |ψ(n)| − ψ(n)〉.

Funkcja f jest ró»nowarto±ciowa. Rzeczywi±cie, niech ψ1, ψ2 : N → Z b¦d¡ ró»ne. Wtedy
istnieje takie n ∈ N, »e ψ1(n) 6= ψ2(n). St¡d wynika, »e φψ1 6≡ φψ2 , czyli f(ψ1) 6= f(ψ2).
Istotnie, dla argumentu n mamy

π1(φψ1(n))− π2(φψ1(n)) = |ψ1(n)| − (|ψ1(n)| − ψ1(n)) = ψ1(n) 6=
6= ψ2(n) = |ψ2(n)| − (|ψ2(n)| − ψ2(n)) = π1(φψ2(n))− π2(φψ2(n)).

Funkcja f jest �na�. Rzeczywi±cie, je±li dla klasy abstrakcji [σ]≡ okre±limy funkcj¦ ψσ : N→ Z
wzorem ψσ(n) = π1(σ(n)) − π2(σ(n)), to f(ψσ) = [σ]≡. Wystarczy udowodni¢, »e φψσ ≡ σ.
We¹my dowolne n ∈ N. Wtedy istotnie:

π1(φψσ(n))− π2(φψσ(n)) = |ψσ(n)| − (|ψσ(n)| − ψσ(n)) = ψσ(n) = π1(σ(n))− π2(σ(n)).

Jak wiadomo Z jest równoliczne z N, wi¦c równoliczne s¡ tak»e zbiory ZN i NN. A zatem
iloraz (N× N)N/≡ jest równoliczny z NN.
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