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1. W zbiorze (N x N)N okreglimy relacje =

P01 = @2 wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego n zachodzi
m1(¢1(n)) =m2(d1(n)) = mi(P2(n)) —ma(P2(n)),

gdzie 7,y 0oznaczaja rzutowanie odpowiednio na pierwsza i druga wspoélrzedna pro-
duktu, a odejmowanie (—) jest obliczane w liczbach catkowitych.

(a) Cazy istnieje takie ¢ : N — N x N, ze klasa [¢]= jest skoniczona?
(b) Czy klasa [An.(0,n)]= jest réwnoliczna z N7

(c) Czy klasa [An.(2011,2011)]=, jest rownoliczna z N7

(d) Cazy iloraz (N x N)N/_ jest réwnoliczny z NN?

Jak zwykle kazda odpowiedz nalezy poprzeé¢ uzasadnieniem.

Rozwiazania

la: Nie. Dla kazdego ¢ : N — N x N klasa [¢]= jest nieskoriczona. Wynika to z tego, ze dla
kazdego k € N funkcja ¢ : N — N x N okreslona wzorem ¢ (n) = (m1(p(n)) +k, ma(d(n)) + k)
jest w relacji = z funkcja ¢. Rzeczywidcie mamy tutaj dla dowolnego n € N zaleznosé

m1(¢(n)) — ma(¢(n)) = m1(¢(n)) + k — (m2(¢(n)) + k) = m1(¢r(n)) — ma(¢r(n)).

1b: Tak. Okreglimy f : NN — [An.(0,n)]= wzorem f(v)) = An.(¢)(n),¥(n) + n). Zauwazmy,
ze rzeczywiscie f(¢) € [An.(0,n)]= dla kazdego . Mamy bowiem dla dowolnego n € N:

m(f(¥)(n)) = m2(f(¥)(n) = ¢(n) — (Y(n) + n) = —n = 0 —n = m ((0,n)) — m2((0,n)).
Pokazemy teraz, ze f jest bijekcja.
Funkcja f jest roznowartosciowa, poniewaz dla roznych 11,19 € NV istnieje takie n € N, ze
P1(n) # a(n). Zatem pierwsze wspotrzedne par f(¢1)(n) i f(2)(n) sa rézne.
Funkcja f jest ,na”, gdyz dowolne 1 € [An.(0,n)|= da sie przedstawi¢ w postaci f(vy), gdzie
1o : N — N jest okreslona wzorem ¢o(n) = m1(1p(n)).
Skoro f jest bijekecja, to klasa [An.(0,n)]= jest réwnoliczna z NN.

lc: Nie. Pokazemy to przez sprzecznosé. Gdyby klasa [An.(2011,2011)]= byta rownoliczna
z N, to istniataby bijekcja f1 : [An.(2011,2011)]= — N. Zwr6é¢my teraz uwage na zbior
A={op:N—=NxN| B CN}, gdzie

_ <171>7 gdynGB,
o5(n) (0,0) gdy n ¢ B.



Po pierwsze zauwazmy, 7e A jest rownoliczne z P(N). Swiadczy o tym bijekcja fo : P(N) — A
okreslona wzorem fo(B) = op. Ta funkcja jest ,na”, gdyz dowolna funkcja op jest otrzymy-
wana jako fo(B), i jest réznowartosciowa, poniewaz dla dwoch roznych By, Bo € N mamy
O'Bi(n()) = <1, 1> 75 <0,0> = O’Bgﬂ,(no), oile ng € B; i ng € Bs_;.

Po drugie zauwazmy, ze A C [An.(2011,2011)]=, bo dla kazdego B oraz n mamy
mi(op(n)) —me(op(n)) =c—c=0=2011-2011 =
m1((An.(2011, 2011))n) — mo((An.(2011, 2011))n),
gdzie c=01lub c=1.

A zatem klasa [An.(2011,2011)]= ma nieprzeliczalny podzbior A, ktorego obraz fi(A) jest
zawarty w N, a wiec przeliczalny. To niemozliwe, bo funkcja fi jest roznowaros$ciowa.

1d: Tak. Pokazemy najpierw, ze zbior (N x N)N/_ jest réwnoliczny z ZN. W tym celu
zdefiniujemy funkcje f : ZN — (N x N)N/= w ten sposob, ze f(1) = [¢y]=, gdzie dy(n) =
(lp(m)], [ (n)] = (n)).

Funkcja f jest réznowarto$ciowa. Rzeczywidcie, niech 11,99 : N — Z beda rézne. Wtedy
istnieje takie n € N, ze ¥1(n) # ¥2(n). Stad wynika, ze ¢y, # by, czyli f(¢1) # f(2).

Istotnie, dla argumentu n mamy

T1(Py, (1)) — ma(@y, (1)) = [Y1(n)] = ([¢1(n)] — ¥1(n)) = ¢h1(n) #
7# Va(n) = [Ya(n)| = ([P2(n)] = va(n)) = m1(dy, (1)) — w2y, (n)).

Funkcja f jest ,na”. Rzeczywiscie, jesli dla klasy abstrakeji [o]= okreslimy funkcje v7 : N — 7Z
wzorem ¥°(n) = m(o(n)) — ma(o(n)), to f(¢7) = [o]=. Wystarczy udowodni¢, ze ¢yo = 0.
Wezmy dowolne n € N. Wtedy istotnie:

T ( by (n)) = m2(dye (n)) = |97 (n)] = ([¢7(n)| = ¥7(n)) = 7 (n) = mi(o(n)) — ma(a(n)).

Jak wiadomo Z jest réwnoliczne z N, wiec rownoliczne sg takze zbiory ZN i NN, A zatem
iloraz (N x N)N/_ jest réwnoliczny z NV.



