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Whioskowanie o prawdziwosci rozmaitych stwierdzen jest powszednim zajeciem matema-
tykéw i nie tylko matematykéw. Dlatego filozofowie i matematycy od dawna zajmowali
sie systematyzacja metod wnioskowania i kryteriow ich poprawnosci. Oczywiscie ostatecz-
nym kryterium poprawnosci rozumowania pozostaje zawsze zdrowy rozsadek i przekonanie
o stusznosci wywodu. Logika, jako nauka o rozumowaniu, jest jednak waznym i potrzebnym
narzedziem, ktore to przekonanie ulatwia.

Szczegdlnag role wsrod rozmaitych dzialow logiki zajmuje logika matematyczna, poswiecona
opisowi i analizie poprawnosci wnioskowan matematycznych. Jest to dyscyplina w pewnym
sensie paradoksalna: bedac sama czesciag matematyki, traktuje matematyke jako swoj przed-
miot zainteresowania. Dla unikniecia ,blednego kola” musimy wiec tutaj zauwazy¢, ze
logika formalna nie opisuje rzeczywistych wywodéw matematyka, ale ich uproszczone mo-
dele, ktore bez zastrzezen mozna uwazaé za zwykle obiekty matematyczne. Mimo tego
ograniczenia, logika matematyczna dostarcza niezwykle waznych wnioskéw o charakterze
filozoficznym i metamatematycznym.

Logika formalna byla kiedy$ ezoteryczna nauka z pogranicza filozofii i matematyki. Pdzniej
okazalo sie jednak, ze metody logiki formalnej znalazly wazne zastosowania praktyczne,
dostarczajac technik weryfikacji poprawnosci programow.

Jak stwierdzilismy wyzej, logika matematyczna zajmuje sie badaniem rozmaitych systemow
formalnych, modelujacych rzeczywiste sposoby wnioskowania matematycznego. W ramach
tego wykladu zajmowaé sie bedziemy trzema takimi systemami. Najszerszy z nich to logika
pierwszeqgo rzedu, zwana tez rachunkiem predykatow lub rachunkiem kwantyfikatoréow. Dwa
wazne fragmenty logiki pierwszego rzedu, ktorym poswiecimy wiele uwagi, to wnioskowanie
rownos$ciowe i rachunek zdan.



1 Struktury relacyjne

Definicja 1.1 Przez sygnature rozumiemy pewien (zwykle skoriczony) zbior symboli re-
lacyjnych i funkcyjnych, kazdy z ustalona liczba argumentéw. Sygnature X przedstawic

mozna jako sume:
s=Jz, vk

neN neN

gdzie X, jest zbiorem n-argumentowych symboli funkcyjnych, a X1 jest zbiorem n-argu-
mentowych symboli relacyjnych. O symbolu f € ¥, powiemy, ze jego arnosé to liczba n
i napiszemy ar(f) = n. Podobnie dla r € X, Elementy zbioru Xy to symbole statych.
Natomiast elementy zbioru L nazwiemy symbolami zdaniowymi.

Uwaga: Jezeli sygnatura jest skoriczona, to prawie wszystkie ze zbioréw ¥,, i B2 sa puste.

Oczywiscie n-argumentowe symbole funkcyjne postuza nam jako nazwy n-argumentowych
funkcji a n-argumentowe symbole beda nazwami n-argumentowych relacji. Przypomnijmy;,
ze m-argumentowa relacja w zbiorze A to dowolny podzbioér iloczynu kartezjanskiego A”™.
Inaczej méwiac, jest to pewien zbiér krotek postaci (ay,...,a,), gdzie ai,...,a, € A.
Krotke (a) utozsamiamy z elementem a, tj. uwazamy, ze A! to to samo co A. Natomiast
zbiér A® ma tylko jeden element, mianowicie pusta krotke ( ). Sa wiec tylko dwie relacje
zero-argumentowe: pusta i pelna. Mozemy je oznacza¢ odpowiednio przez 0 i 1.

Skoro zbiér A° ma tylko jeden element, to funkcja zeroargumentowa f : A — A przyj-
muje tylko jedna warto$¢. Bedziemy wiec kazda taka funkcje nazywaé statq i utozsamiaé
z odpowiednim elementem zbioru A.

Definicja 1.2 Struktura relacyjna albo model sygnatury ¥ to niepusty zbiér (zwany dzie-
dzing lub nosnikiem struktury) wraz z interpretacja symboli sygnaturowych jako funkcji
i relacji o odpowiedniej liczbie argumentéw. Doktadniej, jesli ¥ = {f1, ..., fus 71, "m},
to strukturg relacyjna (modelem) nazywamy krotke postaci:

A= (A A A ey,

r'm

gdzie dla dowolnego :
o A AR — A jedli ar(fi) = k (w szczegdlnodci fi* € A, gdy k = 0);

° TZA C A, gdy ar(r;) = k.

Definicja 1.3 Jedli sygnatura X nie zawiera zadnych symboli relacyjnych, to modele tej
sygnatury nazywamy algebrams.



Konwencje notacyjne: Nosnik struktury .4 oznaczamy przez |A|. Czesto przyjmujemy
domyslnie, ze |A| = A, |B] = B itd., lub po prostu strukture i jej no$nik oznaczamy
tym samym symbolem. Czesto tez tak samo oznacza sie symbol relacyjny (funkcyjny)
i odpowiadajaca mu relacje (funkcje).

Przyklad 1.4 Niech ¥ = {+,¢,0,1, <}, gdzie 3y = {+, ¢}, ¥y = {0, 1}, oraz 2F = {<}.
Modelem dla sygnatury X jest oczywiscie zbior liczb rzeczywistych ze zwyklymi dzialaniami
i porzadkiem:

R = <R7 +R7 .7?,7 OR, 17?,, §R>

Ten model zwykle zapiszemy po prostu tak:

R=(R,+,-,0,1,<).

Inne modele dla tej sygnatury to np. zbiér liczb naturalnych ze zwyktymi dziataniami i po-
rzadkiem oraz zbior wszystkich podzbioréw R z dzialaniami mmnogos$ciowymi i inkluzja:

N =(N,+,-,0,1,<);
P = <P<R), U, ﬁ7®7R7 g>

Ale modelem jest tez taka struktura:

A= <R,',f,7l',0,®>,

gdzie f(a,b) = 3 dla dowolnych liczb a,b (symbol “+” jest interpretowany jako mnozenie!).

Przyklad 1.5 Modelami dla sygnatury ¥ = {e 1}, gdzie ¥y = {®} i X3 = {1}, sa na
przyktad struktury (N, +,0) i (N, *, 1), oraz algebra stéw z konkatenacja i stowem pustym:

({a,b}*, - €).

Przyklad 1.6 Graf zorientowany G = (V, E), gdzie V jest zbiorem wierzchotkéw, nato-
miast £ C V x V jest zbiorem krawedzi, jest modelem jednoelementowej sygnatury
Y =X={r}.

Definicja 1.7 Podstruktura struktury A sygnatury X to taki niepusty podzbiér B C A,
ktory jest zamkniety ze wzgledu na wszystkie operacje, tj. dla dowolnego n i dowolnego
f € X, spelia warunek:

e Jesliay,...a, € B to fAay,...,a,) € B.

Taki podzbidr B jest oczywiscie nosnikiem pewnej struktury

B=(B,fE ....f8rB .. rB)

yJIm 0 Y'm



ktérej operacje i relacje sa odpowiednimi obcieciami operacji i relacji w A, tj. f5 = f4| g
oraz TJB = 7’34 N BY, dla wszystkich 7,j. Taka strukture tez nazywamy podstruktura A,
i zwykle po prostu utozsamiamy ze zbiorem B. Podstruktury algebr nazywamy oczywiscie

podalgebrams.
Przykitad 1.8

e 7bioér liczb naturalnych jest podalgebra algebry liczb rzeczywistych z dodawaniem
i mnozeniem, ale nie jest podalgebra algebry liczb rzeczywistych z dodawaniem,
mnozeniem i odejmowaniem.

e Rodzina zlozona za wszystkich skonczonych podzbiorow zbioru N i ich dopelnien
(nazywanych zbiorami koskoriczonymi) jest podalgebra algebry (P(N),U,N, 0, N, ).

Fakt 1.9

o Jesli iloczyn jakiejs rodziny podstruktur struktury A jest niepusty, to tez jest pod-
strukturg struktury A.

o Jesli w sygnaturze jest cho¢ jedna stata, lub zbior B C |A| jest niepusty, to ist-
nieje najmniejsza podstruktura struktury A zawierajgca B. Jest to iloczyn wszystkich
podstruktur zawierajgcych B.

Dowéd: Latwe éwiczenie. 1

Definicja 1.10 Najmniejsza podstrukture struktury A zawierajaca zbiér B nazywamy
podstruktura generowanqg przez B. Jesli jest to cala struktura A, to méwimy, ze B jest
zbiorem generatorow struktury A. Zwrot ,Struktura A ma k generatorow” oznacza, ze
istnieje zbidr generator6w mocy k. Struktura (algebra) generowana przez zbidér pusty
nazywana jest struktura (algebra) Herbranda.

Przykiad 1.11

e Podstruktura generowana w (R, +, -, 0, 1, <) przez {—1} sklada sie ze wszystkich liczb
calkowitych, a generowana przez zbior pusty — ze wszystkich liczb naturalnych. Nie
istnieje skonczony zbidér generatoréw dla (R, +,-, 0,1, <).

e Struktura (N, 0,s), gdzie s(n) = n+ 1, dla dowolnego n € N, jest algebra Herbranda.

Fakt 1.12 Niech A= (A, f{*, ..., fArd, ... 1A, gdzie symbole fi1, ..., fn sa odpowiednio
k1, ..., ky,-argumentowe, i niech B bedzie podzbiorem A. Podstruktura generowana przez B

jest suma wstepujacego ciagu zbioréw B, gdzie By = B oraz B,11 = B, U, fi (BF).

Dowéd: Cwiczenie. 1



Homomorfizmy

Definicja 1.13 Homomorfizmem ze struktury A w stukture B (tej samej sygnatury )
jest kazde przeksztalcenie h : A — B, ktore zachowuje funkcje i relacje struktury A, tj.

e dla dowolnego f € %, i dowolnych ay,...,a, € |A|, zachodzi h(fA(ay,...,a,)) =

fB<h(a1)’ R h(an))a

e dla dowolnego r € X2 i dowolnych ay,...,a, € |Al, jesli {ay,...,a,) € r* to takze
<h(a1)a R h(an)> € TB‘

Homomorfizm jest silny, wtedy i tylko wtedy, gdy dodatkowo, dla dowolnego r € LF,
spelia taki warunek:

e jesli (h(a

h(ay)

1), - ( W) €rfdlaay,..., a, €Al to istnieja takie a;, ..., al, € |A|, ze
h(a ) ,h(al) = h(ay), oraz (a},...,d,) € rt.

Na szczedcie najczesciej interesuja nas homomorfizmy algebr, a oczywiscie:

Fakt 1.14 Kazdy homomorfizm algebr jest silny. ]

Definicja 1.15 Homomorfizm h : A LB nazywamy izomorfizmem, jezeli przeksztalce-

nie odwrotne A= : B =5 A tez jest homomorfizmem. Piszemy wtedy A ~ B.
na

Przyklad 1.16

e Przeksztalcenie h : {0,1}* — N, dane przez h(w) = |w|, jest homomorfizmem z alge-

bry ({0,1}*,-,¢) w algebre (N, +,0).

e Izomorfizm porzadkowy zbioréow cze$ciowo uporzadkowanych A i B to to samo co
izomorfizm struktur (A4, <) i (B, <).

e Reszta z dzielenia przez 3 jest silnym homomorfizmem graféw na rysunku:
/ O \
’ \ / ! \ /
2 2



e Funkcja identycznos$ciowa jest homomorfizmem graféw na drugim rysunku, ale nie
jest to homomorfizm silny ani izomorfizm.

VaN /N
\./ N%

Uwaga: Pojecie izomorfizmu, jak zawsze w matematyce, stuzy do utozsamienia ze soba
tych obiektéw, ktdre sg nierozréznialne ze wzgledu na interesujace nas wlasnosci. W naszym
przypadku, stwierdzenie, ze dwie struktury (algebry) sa izomorficzne, oznacza, ze operacje
i relacje sa w nich okreslone dokladnie tak samo. Struktury izomorficzne moga sie tylko
réznié¢ od siebie nosnikami. W algebrze (i logice) takie struktury uwaza sie za identyczne,
co pozwala np. na takie stwierdzenia jak ,istnieje doktadnie jedna taka algebra, ze ...”

Fakt 1.17

o lozenie homomorfizmow jest homomorfizmem.

e Obraz podalgebry przy homomorfizmie jest podalgebra przeciwdziedziny.

e Homomorfizm jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest silnym homomorfizmem
i bijekcjg.t

Dowdd: Latwe éwiczenie. 1

Lemat 1.18 Jesli zbior C' generuje strukture A oraz hq, hy : A — B sq homomorfizmami
spetniajacymi warunek hi|c = halc, to hy = hs.

Dowéd:  Latwo sprawdzié, ze zbiér D = {a € A | hi(a) = ha(a)} jest podstruktura
struktury A. Z zalozenia C' C D, a wiegc A = D, bo A jest najmniejsza podstruktura
zawierajaca C'. 1

Moral 1.19 Homomorfizm jest jednoznacznie wyznaczony przez wartosci jakie przyjmuje
na generatorach. Wystarczy znac te wartosci i juz znamy homomorfizm. Uwaga: nie zawsze
1stnieje homomorfizm przypisujacy generatorom Zgdane wartosci.

LA zatem homomorfizm algebr jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest bijekcja.



Kongruencje i ilorazy

Definicja 1.20 Relacja réwnowaznosci ~ w zbiorze |A| jest kongruencjq w A wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego n i dowolnego f € ¥, zachodzi warunek:

Jesli ap ~ dy, ..., a, ~a., to fA(ay,...,a,) ~ fA(d), ..., d).

Przykiad 1.21

e Relacja przystawania modulo 7 jest kongruencja w algebrze liczb catkowitych z do-
dawaniem i mnozeniem.

e Relacja ,rdznica symetryczna zbiorow x iy jest skonczona” jest kongruencja w alge-
brze (P(N),U,N, 0, N,).

Fakt 1.22 [lloczyn dowolnej niepustej rodziny kongruencyi jest kongruencja.

Dowéd:  Latwy. »

Przypomnijmy, ze jadrem przeksztalcenia f : A — B nazywamy relacje rownowaznosci

ker(f) = {{a,b) € Ax A f(a) = f(b)}-

Fakt 1.23  Jadro dowolnego homomorfizmu jest kongruencja.

Dowéd:  Niech h : A — B bedzie homomorfizmem i przypusémy, ze h(a;) = h(a})
dla i = 1,...,n. Jesli teraz f € %, to: h(f*(a1,...,a,)) = fB(h(ay),...,ha,)) =
fE(h(ay),- .., hlay)) = h(fA(ay, .. ay)).

Definicja 1.24 Niech ~ bedzie kongruencja w strukturze A = (A, fAA, ..., fArd e,
Struktura ilorazowa struktury A wyznaczona przez relacje ~ to struktura
A/~ A/~ Al A/~
A/N:<A/N, 1/7...771/,7“1/,...77"7)1/ >7

gdzie operacje i relacje sa zdefiniowane tak:

o Jedli f; ma k argumentow, to fZA/N([al]N, oo lak]e) = [ a . ar)]~
e Jedli r; ma k argumentéw, to warunek ([ai]~, ..., [ax]~) € 74/~ zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieja takie d}, ..., a,, ze a; ~ a},...,ay ~ a, oraz {(d},...,a,) € r.

Uwaga: Poprawnosé (jednoznaczno$é) powyzszej definicji wynika natychmiast stad, ze ~
jest kongruencja.



Fakt 1.25 Niech ~ bedzie kongruencja w A. Wéwczas przeksztatcenie k@ A = A/,
okreslone przez k(a) = [a]~, jest silnym homomorfizmem.

Dowéd: Latwe éwiczenie. 1

Homomorfizm s nazywany bywa homomorfizmem kanonicznym. Relacja ~ jest oczywiscie
jadrem tego homomorfizmu, skad otrzymujemy:

Morat 1.26 Kongruencje i jadra homomorfizmow to to samo.

Nastepujace twierdzenie, zwane (pierwszym) twierdzeniem o homomorfizmie, to dalszy
krok w tym samym kierunku. Wraz z Faktem 1.25 stwierdza ono, ze ilorazy danej struktury
to to samo, co jej obrazy przy silnych homomorfizmach.

Twierdzenie 1.27 Niech h : A =% B bedzie silnym homomorfizmem, ktdrego jadrem jest
relacja ~. Wtedy B jest izomorficzne z A/ ~.

Dowéd:  Izomorfizm i : A/ — B jest okreslony réwnaniem i([a].) = h(a). Poniewaz
warunki a ~ @' i h(a) = h(a') sa réwnowazne, wiec i jest dobrze okreslona funkcja
roznowartosciowa. Ta funkcja jest tez ,na”, bo h jest ,na”’. Jest to homomorfizm, bo:

o Jedli f € 3, toi(fA~([a1]~, ..., |a ] ) = i([fA(ar,...,a,)]~) = h(fA(ay, ..., a,)) =
fE(M(a), ..., hlan)) = fE(i(la]~), - - i([an] ).

o Jesli ar(r) = n oraz ([ai]~,...,[an)~) € v/~ to (d},...,d.) € A, dla pewnych
ay,...,al spemiajacych Warunek ay ~ay,...,ay, ~a, . Wtedy

(i(far]~), - -+ i([an)n)) = (Alar), .. 'vh(an» = (h(d)), ... h(ay)) € %,

bo h jest homomorfizmem.

Ponadto i jest silnym homomorfizmem, co wynika natychmiast stad, ze h jest silnym ho-
momorfizmem, i ze (i([a1]~), ..., i([a,]~)) to to samo co (h(a1),...,h(a,)). Z Faktu 1.17
wnioskujemy, ze i jest izomorfizmem.

Poniewaz kazdy homomorfizm algebr jest silny, wiec z Faktu 1.25 i Twierdzenia 1.27 wynika:

Morat 1.28 llorazy i obrazy homomorficzne algebr to to samo.



Produkty

Definicja 1.29 Niech A, = (A, ff,..., ftrt ...ty dlat € T. Produktem rodziny
indeksowanej {A; };cr nazywamy strukture

HtETAt = <HteTAt7f1Ha"'>fr1?7r{la"'7rrrrlp>7

w ktorej operacje i relacje sa zdefiniowane tak:

e Jedli f; ma k argumentéw, to fI1(&y, ..., &) () = fH(& (), ..., &(D));

o Jedli r; ma k argumentéw, to (&, ..., &) € rf zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla
wszystkich ¢t € T' ma miejsce (£;(¢),...,&(t)) € rk.

Oczywiscie, jesli zbiér T' jest dwuelementowy, na przyklad T' = {0, 1}, to zamiast ], . A
piszemy po prostu A4y X Aj, a nalezace do produktu funkcje & : {0,1} — Ay U A; utozsa-
miamy z parami uporzadkowanymi (£(0),£(1)).

Jezeli natomiast wszystkie A, sa identyczne z A, to zamiast [ [, A piszemy A" i méwimy
o strukturze potegowey.

Przyklad 1.30 Struktura (P(N),U,N, ), N,) jest izomorficzna z potega ({0, 1}, V, A, 0, 1),
gdzie i V j = max{i,j} oraz i A j = min{s, j}.

Definicja 1.31 (Rzuty) Homomorfizm my : [[,.r A — A, okreslony przez warunek
7s(§) = &(s), nazywamy rzutowaniem na wspotrzedna s.

2 Termy

Jak powiedzieliSmy na poczatku, symbole nalezace do sygnatury maja nam stuzyé¢ jako
nazwy pewnych funkcji i relacji. Znaczenie tych nazw zalezy oczywiscie od wybranego
modelu. W szczegolnosci symbole statych sa nazwami ustalonych elementéw modelu. Inne
elementy modelu tez moga by¢ nazwane, na przyklad jesli f € 35 1 ¢ € ¥y to mozemy
napisac co$ takiego:

2 (f(e ), fle, fle, ),

co w modelu A = (A, f, c) bedzie oczywiscie nazwa elementu f(f(c, ¢), f(c, f(c, ¢))).

W ten sposob mozna jednak nazywac tylko elementy podstruktury generowanej przez state.
Aby nazywa¢ dowolne elementy modelu potrzebujemy zmiennych. Ustalmy wiec pewien
zbiér symboli V', ktérego elementy (oznaczane z,v, ...) bedziemy nazywali zmiennymi in-
dywiduowymsi, lub po prostu zmiennymi. Zwykle przyjmuje sie, ze V jest nieskonczonym
zbiorem przeliczalnym, wygodnie jest tez zakladac, ze jego elementy sa ponumerowane, tj.
V = {z; : i € N}. Okazjonalnie bedziemy dopuszczaé zbiory zmiennych dowolnej mocy.

9



Definicja 2.1 Przez termy sygnatury X rozumiemy elementy najmniejszego zbioru napi-
sow Ts, (ozn. tez po prostu przez T ) spelniajacego warunki:

° V g TE;
o jesli f €%, orazty,... t, €Tx to f(t1,...,t,)" € Tk.
Konwencje notacyjne: Niektére dwuargumentowe symbole funkcyjne, jak np. ,,+7, ,U”

sa tradycyjnie pisane pomiedzy argumentami. Dlatego i my zamiast formalnie poprawnego
»+(2,2)” zwykle napiszemy ,,2+2”.

Przyklad 2.2 Wyrazenie ,,f(g(g(z2, f(¢)),z1))” jest termem sygnatury 3, gdzie g € Xo,
f € %4 oraz ¢ € Xy. Wyrazenie ,,(0+ 1) @ 17 jest termem sygnatury 3, w ktérej +, e € ¥
10,1 € 2.

Czesto wygodnie jest reprezentowac termy za pomoca drzew skonczonych, w ktérych liscie
sa etykietowane zmiennymi i stalymi, a wierzchotki wewnetrzne symbolami funkcyjnymi.
Oczywiscie stopien wyjsciowy wierzchotka (liczba dzieci) musi sie zgadzaé z liczba argumen-
téw uzytego symbolu funkcyjnego. Na przyktad term f(g(g(xe, f(c)),z1)) przedstawiamy
jako:

Definicja 2.3 Dla dowolnego termu ¢, zbior zmiennych wolnych termu ¢, oznaczany przez
FV (t), jest okreslony przez indukcje:

o ['V(z)={x}, gdy z jest zmienna;
o FV(f(ti,....tn)) = FV(t)) U---UFV(t,).

Jesli X C V| to stosujemy takie oznaczenia:

o Tx(X)={teTs | FV(t) C X}

o Ix(n)=Txs({z1,...,z0})

10



Zauwazmy, ze FV (c) = (), gdy ¢ jest symbolem stalej (¢ € X).

Definicja 2.4 Struktura termow sygnatury X, to dowolna taka struktura A, ze:

o |A| = Tx(X), dla pewnego X;

o fA(ty,....tn) = ,f(t1,...,t,)", dla dowolnego f € 3,;
Symbole relacyjne w strukturze terméw moga by¢ interpretowane dowolnie, istnieje wigc
wiele takich struktur.

W przypadku sygnatur bez symboli relacyjnych, mowimy oczywiscie o algebrach termow.
Oczywiscie istnieje wtedy tylko jedna algebra wszystkich terméw, oznaczana przez 7x. Dla
dowolnego k mamy tez jednoznacznie wyznaczona algebre terméw k-argumentowych 75 (k).

Wygodnie jest rozszerzy¢ pojecie algebry terméw na dowolne sygnatury. Zrobimy to tak:
algebra termow Ts(X) to taka struktura terméw o nosniku 7%(X), w ktérej wszystkie
relacje sa. .. puste.

Fakt 2.5 Zbior X CV jest zbiorem generatoréw algebry Ts(X).

Dowédd: Cwiczenie. 1

Wartosciowania i podstawienia

Oczywiscie chcemy uzywaé terméw jako nazw obiektéw indywiduowych (elementéw jakie-
gos$ modelu A). To znaczy, ze chcemy kazdemu termowi przypisaé jego wartosé w modelu A.

Definicja 2.6 Wartosciowaniem w danej strukturze A nazywamy dowolny homomor-
fizmov: Ty, — A.

Latwo widzie¢, ze kazde warto$ciowanie v jest jednoznacznie wyznaczone przez swoje ob-
ciecie do zbioru zmiennych, tj. funkcje v|y : V' — |A]. Wynika to z Moratu 1.19. Co
wiecej:

Fakt 2.7 Kazda funkcjau :V — | A| jednoznacznie rozszerza sie do pewnego wartosciowa-
niav: Ty — A.

Dowéd:  Dla dowolnego t € Tk, zdefiniujemy v(t) przez indukcje ze wzgledu na dhugosé ¢:
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a) v(x) = u(x), gdy x jest zmienna;

b) v(f(t, ..., tn) = fAt), ..., v(t,)), edy ar(f) =nity, ... t, € Tk,

Nietrudno sprawdzi¢, ze tak okreslone przeksztalcenie jest homomorfizmem. (Zwlaszcza
warunek dotyczacy relacji jest tatwy do sprawdzenia.) ®

Wartosciowanie w A czesto definiuje sie wlasnie jako funkcje u : V — A, a nastepnie
rozszerza sie do v : 7y, — A za pomoca warunkéw (a) i (b) wystepujacych w dowodzie
Faktu 2.7. Piszemy wtedy v(t) = [t].. Jak widaé¢, wychodzi na to samo, wiec zwykle
utozsamia sie u i v.

Jesli znamy wartosci zmiennych, to znamy wartos¢ dowolnego termu. W istocie wazne sa
tylko te zmienne, ktére w danym termie wystepuja.

Fakt 2.8 Jesli vi, vy sq takimi wartosciowaniami, Ze vi|py ) = Va|pv (), to vi(t) = va(t).

Dowdéd:  Jesli FV(t) = X to term t nalezy do algebry 7 (X) = 7x(X) generowanej
przez X. Jest to oczywiscie podalgebra algebry 7x. Funkcje vi|7(x) 1 v2|7(x) sa homomor-
fizmami z 75 (X) do A, ktére pokrywaja sie na zbiorze generatoréw X. Z Lematu 1.18
wynika, ze pokrywaja sie na caltym 7x(X), w szczegdlnosci vy (t) = va(t). ®

Morat 2.9 Wartos¢ termu zalezy tylko od wartoSci jego zmiennych wolnych.

Zauwazmy, ze jesli term nie ma zmiennych wolnych, to jego warto$¢ nie zalezy od wartos-
ciowania i zamiast [t], mozna pisa¢ po prostu [t].

Oznaczenie: Przez v¢ oznaczamy warto$ciowanie, ktére dla dowolnej zmiennej y speinia

takie warunki:
Ua(y) _ a gdy y = x;
x v(y) w przeciwnym przypadku.

Oczywiscie takie warto$ciowanie jest tylko jedno.

Podstawienia

Definicja 2.10 Wartosciowanie w algebrze termow nazywamy podstawieniem. Jesli pod-
stawienie S jest takie, ze S(x;) = t;, dla i = 1,...,n oraz S(y) = y dla wszystkich
zmiennych y & {x1,...,2,}, to czesto zamiast S(t) piszemy t[z; := t1,...,2, = t,] lub
t[tl/ﬁl, c ,tn/l'n]

12



Uwaga: t[x := s,y := u] to zwykle nie to samo, co t[z := s][y := ul.

O podstawieniu nalezy mysle¢ jak o operacji syntaktycznej. Term S(t) powstaje z termu ¢
przez wstawienie termu S(x) na miejsce kazdej zmiennej z.

Przyklad: f(z,y)[r = f(y,2)] = f(f(y,2),y).

Lemat 2.11 Niech S bedzie podstawieniem i niech v bedzie wartoSciowaniem w pewnej
strukturze A. Przez vg oznaczmy takie wartosciowanie, ze vg(x) = v(S(x)). Wowczas, dla
dowolnego termu t, zachodzi réwnosé v(S(t)) = vs(t). W szczegdlnosei:

v(t[z = s]) = vg(s)(t).

Dowodd:  Wartosciowania v o S i vg sa homomorfizmami, ktore pokrywaja sie na gene-
ratorach. Zatem teza wynika z Lematu 1.18. m

Whniosek 2.12 Niech FV (t) = {x1,...,x,} t niech y1,...,yx beda réinymi zmiennymi,
nie nalezacymi do FV(t). Przyjmigmy t' = tlxy = y1]...[xx = yg). Dla dowolnego v
istnieje takie w, ze v(t) = w(t’).

Dowéd:  Niech a; = v(z;), dlai =1,...,n. Jesli w(y;) = a; to z Lematu 2.11 wynika

réwnos¢ w(t') = wgl .. gk (t) = v(t), bo wartosciowania v i wg!...55 pokrywaja sie dla

argumentow z FV(t). u

Moral na zakonczenie tej czesci jest taki: Jesli wartosci zmiennych przebiegaja jakis zbior,
to wartosci terméw tworza podalgebre generowana przez ten zbior.

Fakt 2.13 Niech B bedzie podalgebrq generowana w A przez C. Wtedy nastepujqgce warunksi
$q rownowazne:

a) a € B;
b) a=[t]. dla pewnego termu t i pewnego u:V — |A|, takiego, ze u (FV(t)) C C.

W szczegdlnosci, najmniejszq podalgebra algebry A (generowana przez zbior pusty) jest
zbior {[t] | t € T(0)}, ztozony z wartosci termdow stalych.

Dowéd:  Implikacje z (b) do (a) mozna udowodnié¢ przez tatwa indukcje ze wzgledu
na dhugosé termu ¢t. Aby udowodnié¢ implikacje z (a) do (b) musimy pokazaé, ze zbi6r

D ={[t]. | t € T oraz u(FV(t)) C C}
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jest podalgebra algebry A. Przypusémy wiec, ze f jest n-argumentowym symbolem funk-
cyjnym i ze ay,...,a, € D. Zatem dla dowolnego i = 1,...,n mamy a; = [t;],, dla
pewnych terméw t; i pewnych wartosciowan wu;, speliajacych EZ(F V(t;)) € C. Na mocy
Whiosku 2.12 mozemy, bez straty ogdlnosci zalozy¢, ze zbiory F'V (t;) sa parami roztaczne.
Wiec istnieje takie wartosciowanie u, ze u| FV(t:) = ;| rv(t) dla wszystkich ¢. Z Faktu 2.8
wynika, ze [t;]. = a;, dla wszystkich 4. A zatem fA(a1,...,a,) = fA([t]w ..., [ta]e) =
[f(t1,...,tn)]u € D idobrze. =

3 Klasy algebr

O klasach mowimy wtedy, gdy nie mozemy méwié¢ o zbiorach, tj. gdy odpowiednie zbiory
nie istnieja. Na przyktad formutujac ogdlne stwierdzenia o cialach, wygodnie jest uzy¢
skrotu myslowego i powiedziec , klasa wszystkich cial”. Chetnie uzywamy tez wtedy notacji
»5 = {A| Ajest cialem}” i piszemy , A € §” gdy algebra A jest cialem. Pamietajmy jednak,
ze stosujemy te terminologie i takie oznaczenia tylko nieformalnie. W szczegdlnosci klasy
nie sa juz elementami innych klas.

Umowa: Kiedy méwimy o klasie algebr K, to zawsze zaktadamy, ze naleza do niej algebry
takiej samej sygnatury i ze K jest zamknieta ze wzgledu na izomorfizmy: jesli A € K oraz
A=~ B to B € R Algebry izomorficzne uwazamy przeciez za nieodréznialne.

Definicja 3.1 Gdy R jest klasa algebr to H(R), S(R) i P(R) oznacza odpowiednio:

e klase wszystkich obrazéw homomorficznych algebr z klasy R;
e klase wszystkich podalgebr algebr z klasy R;

e klase wszystkich produktow algebr z klasy K.
Piszemy HSP(R) zamiast H(S(P(R))).
Lemat 3.2 Dla dowolnej klasy algebr K zachodzq nastepujace inkluzje:
S(H(R)) C H(S(R)) P(H(R)) C H(P(R)) P(S(R)) C S(P(R))

Dowéd: Cwiczenie. 1

Whniosek 3.3 Dla dowolnych klas algebr K i £:
e R C HSP(R),
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o HSP(HSP(R)) = HSP(R);
o Jesli R C £ to HSP(R) C HSP(E).

Dowéd: Cwiczenie. 1

Trzy charakterystyczne wlasnosci wymienione we Wniosku 3.3 pozwalaja nam powiedziec,
ze HSP jest operacja domkniecia.

Rownosci

Napis postaci ,t; = to” (gdzie t1,t2 € T ) nazywamy rdwnaniem. Réwnanie jest spetnione
przez wartosciowanie v w strukturze A gdy v(t;) = v(ty). Piszemy wtedy A, v |= t; = to.
Jesli kazde wartosciowanie w A spelnia réwnanie, to méwimy, ze jest ono prawdziwe w A
i piszemy A |= t1 = to. A jesli tak jest dla kazdej algebry z klasy K, to piszemy K = t; = ts.
Jesli E jest zbiorem réwnan, to notacja A = F i 8 | E oznacza, ze warunek A = e
(odpowiednio R = e) zachodzi dla wszystkich réwnan e € E.

Uwaga: Czasem méwi sie, ze algebra (klasa) “spelnia” réwnanie, zamiast powiedzieé, ze
to réwnanie jest prawdziwe w tej algebrze (klasie). Grozi to jednak nieporozumieniem, bo
przez “spelnialno$¢” zwykle rozumiemy spelnienie warunku przez pewne wartosciowanie,
a nie przez kazde.

Definicja 3.4 Mowimy ze klasa algebr R jest definiowalna réwnosciowo (jest rozmaitos-
ciq), gdy istnieje taki zbiér réwnan E, ze dla dowolnej algebry A:

Ae R wtedy i tylko wtedy, gdy AEE.

Stosujemy wtedy notacje & = Mod(F).

Uwaga: Niech Eq(R) oznacza zbiér wszystkich réwnan prawdziwych we wszystkich alge-
brach klasy K. Oczywiscie zachodza inkluzje 8 C Mod(Eq(R)) oraz E C Eq(Mod(FE)).

Przykiady klas definiowalnych réwnosciowo

W przykiadach ponizej symbole +, - sa zawsze dwuargumentowe, symbol — jest jednoar-
gumentowy a 0 i 1 oraz K i S to symbole statych.

Przyklad 3.5 Algebre postaci (4, -, 1), w ktérej prawdziwe sa réwnania

7

Zel=2a" 1l-x=2", x-(y-2)=(@-y) 2"
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nazywamy potgrupq z jednosciq albo monoidem. Czesto zamiast ,polgrupa z jednoscia’
méwimy po prostu ,pélgrupa”. Przykladem pétgrupy jest struktura stéw (A* - e). Pot-
grupa jest przemienna (inaczej abelowa) gdy jest w niej dodatkowo prawdziwe réwnanie
wl Y =Y- x”

Przyklad 3.6 Jesli (A, - 1) jest pétgrupa, w ktérej okreslono dodatkowa jednoargumen-

towa operacje ~! o wlasnosciach
x-r =1, =1,

to strukture (A4, -, 7', 1) nazywamy grupq. Przykladem grupy jest struktura (F, o, ! id,),
gdzie F jest zbiorem wszystkich bijekcyj z A do A.

Przyklad 3.7 Pierscien (przemienny z jednoscia) to struktura A = (A4, -, +,—,1,0), o ta-
kich wlasnosciach:

o (A +,—,0) jest grupa abelowa;
e (A, - 1) jest pélgrupa abelowa;
e AFz-(y+2)=(v-y)+(v-2).

Przykladem pierscienia jest zbiér R[z] wszystkich wielomianéw o wspélezynnikach rzeczy-
wistych.

Przyklad 3.8 Pierécien A nazywamy ciatem, gdy ma co najmniej dwa elementy i dla
dowolnego niezerowego a € |A| istnieje takie b € |A|, ze a-b = 1. Przykltadem ciala
jest zbiér Z(x) wszystkich funkeji wymiernych o wspétezynnikach catkowitych. Albo zbiér
{0,1,2,3,4,5,6} z dzialaniami modulo 7.

Uwaga: W przeciwienstwie do poprzednich przykladéw, klasa wszystkich cial nie jest
definiowalna réwnosciowo.

Przyklad 3.9 Algebra kombinatoryczna to algebra (A, -, K, S), w ktérej prawdziwe sa réw-
nania:

o (K-z)-y=u
o (5-2)-y)-2)=(z-2)(y-2)

Operacja - nazywana jest operacja aplikacji.
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Cwiczenie*: W kazdej algebrze kombinatorycznej prawdziwe jest rownanie
(S-K)-K)-z=u.

Dlatego kombinator® (S - K) - K oznaczany jest przez |. Jak zdefiniowa¢ kombinator B
i kombinator 2, zeby w kazdej takiej algebrze prawdziwe byly réwnania

(B-z)-y)-z=x-(y-2) 1 (2-z)-y=z-(x-y)?
4 Kraty i algebry Boole’a

Ponizej, symbole M, U sa zawsze dwuargumentowe, symbol — jest jednoargumentowy a 0
i 1 to symbole statych.

Definicja 4.1 Kratq nazywamy algebre (B, 1, L), w ktérej sa prawdziwe réwnania:

rUy=yUzx rly=yllx
(xUy)Uz=zU(yUz2) (xMy)Nz=zM(yMz)
xMN(zly)=x zU(zMNy) = =x.

Lemat 4.2 Jesli B = (B,MN,U) jest krata, oraz a,b € B, to
allb=b wtedy i tylko wtedy, gdy a b= a.

Dowéd: JesliaUb=btoaMb=al(aUb)=a. Na odwrét podobnie. u

Fakt 4.3

1) Jesli B = (B,M,) jest krata, to relacja < okreslona warunkiem
a<b wtedy i tylko wtedy, gdy aMb=a,
jest czesciowym porzadkiem i to takim, Ze a llb = sup{a,b} i aMb = inf{a, b}, dla
dowolnych a,b.

2) Jesli (B, <) jest zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym, w ktorym kazdy zbior dwuele-
mentowy ma kres gorny i kres dolny, to B jest krata z operacjami a llb = sup{a, b}
i alb=inf{a,b}.

“Dla chetnych
2Tak nazywamy termy nad ta sygnatura.
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Dowéd: (1) Relacja < jest zwrotna, bo a = a M (aU (aMa)) = aMa, dla dowolnego
elementu a € B. Jest przechodnia, bo jeslia <bib < ¢, toalec = (aMNb)Mec=aM(bMc) =
aTb=a. Jest tez antysymetryczna, bo jeslia <bib<a,toa=allb=blMa=0b.

A wiec jest to czesciowy porzadek. Poniewaz alMb = (aMa)Mb = alM(aMb), wiec aMb < a.
Podobnie aMb < b, zatem iloczyn jest ograniczeniem dolnym dla a i b. Jesli ¢ jest jakim$
innym ograniczeniem dolnym, tj. aMc=cibMc=c¢, to (aMb)Mc=aM(bMc) =alc=c,
czyli ¢ < aMb. Wnioskujemy, ze iloczyn jest kresem dolnym.

To, ze suma jest kresem gérnym wynika w analogiczny sposob z Lematu 4.2.

(2) Latwe ¢wiczenie. ®

Definicja 4.4 Krata jest dystrybutywna wtedy i tylko wtedy, gdy sa w niej prawdziwe
réwnania:

afll(bUc)=(aMb)U(aMec); all(bMec)=(alb)M(alc).

Przyklad 4.5 Krata wypuklych podzbioréw plaszczyzny nie jest dystrybutywna.® Inny
przyktad kraty, ktéra nie jest dystrybutywna, wida¢ na obrazku:

D
S

Istotnie: a U (bM¢) =alle = a, tymczasem (aUb)M(alc)=dMc=c.

Definicja 4.6 Algebrq Boole’a nazywamy algebre postaci (B,M, U, —,0,1), gdy (B, M, L)
jest krata dystrybutywna oraz prawdziwe sa rownania:

0Mx=0 OUxr ==z
1N ==« lux=1
rl—xz=1 M —x=0.

Dowolna algebre Boole’a, jak kazda krate, mozna uporzadkowaé (Fakt 4.3), przyjmujac, ze
a < b zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a M b = a. Z Lematu 4.2 mamy oczywiscie:

a<b wtedyitylko wtedy, gdy alUb=0.

Stad natychmiast wynika, ze w kazdej algebrze Boole’a:

3Cwiczenie: Dlaczego? Wskazdwka: jak jest okreslona suma w tej kracie?
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e 1 jest elementem najwiekszym;

e (0 jest elementem najmniejszym,

ze wzgledu na uporzadkowanie <.

Przyklad 4.7 Oczywiscie kazdy zbiér postaci P(A) jest algebra Boole’a ze zwyklymi ope-
racjami teoriomnogosciowymi. Podobnie kazda podalgebra takiej algebry (inaczej cialo
zbiorow). W szczegdlnosci rodzina wszystkich skoniczonych podzbioréw N i ich dopelien
(tj. zbioréw koskoriczonych) tworzy algebre Boole’a. Ale najwazniejszym przyktadem al-
gebry Boole’a jest algebra dwuelementowa

BO = <{07 1}7 N, Vs, 07 1)7
w ktorej i A j = min(i, j), i V j = max(i,j) oraz =i = 1 — 4.
Przykladem kraty, ktora nie jest algebra Boole’a (chociaz niewiele jej brakuje) jest al-
gebra H = (H,N,U, -, 0, R?), ktérej nosnik H to zbiér wszystkich otwartych podzbioréw

plaszczyzny R?, a = A to wnetrze dopehienia zbioru A. W tej algebrze suma =AU A zwykle
nie pokrywa calego R?, ale jej dopehienie jest brzegowe (ma puste wnetrze).

Zanim powrdécimy do zagadnienia réwnosciowego definiowania klas algebr, zbierzemy teraz
kilka przydatnych wlasnosci algebr Boole’a. Niech B = (B,M, U, —,1,0) bedzie algebra
Boole’a.

Lemat 4.8 Dla dowolnych a,b € B:
e alUb=1 wtedy i tylko wtedy, gdy —a < b,

e allb=0 wtedy i tylko wtedy, gdy —a > .

Dowéd: Zatézmy, ze allb=1. Wtedy b=bU0=bU(aM—a)=(bUa)N (b —a) =
1M(bU—a) = blU—a, a wiec —a < b. Na odwr6t, nieréwnosé —a < b oznacza, ze b = bl —a,
azatemalUb=alUbU—a=alU—allb=1Ub=1. W ten sposéb pokazaliSmy pierwsza
czesé tezy. Dowod drugiej jest podobny. m

Whniosek 4.9 Dla dowolnego a € B istnieje doktadnie jedno b € B, spelniajace warunki
aldb=11aMb=0. Jest to oczywiscie —a.

Whniosek 4.10 Dla dowolnych a,b € B:
o —(—a)=ua;
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e —(alUb)=—all—b;

e —(amnb) =—al —b.

Dowdd:  Wszystkie trzy warunki tatwo wynikaja z Wniosku 4.9, bo na przyktad (a I
b)U(—al—b) = ((aU—a)(bU—a))U—=b= (1N(bU—a))U-b=bU—ald—-b=1U—-a=1
i podobnie (aMb) M (—all—b) = 0. Stad (—a LI —b) musi by¢ dopelieniem (aMb). =
Czasem wygodnie jest zdefiniowaé¢ w algebrze Boole’a jeszcze jedna operacje:

a=b=—alUb

Lemat 4.11 Dla dowolnych a,b € B:

e a=b=1 wtedy i tylko wtedy, gdy a <.

Dowéd: Latwy. n

Przechodzimy do definicji bardzo waznego pojecia:

Definicja 4.12 Filtrem w algebrze B nazywamy niepusty podzbiér F' zbioru B, spelnia-
jacy dla dowolnych a, b takie warunki:

o Jeslia,be Ftoalbe F,

o Jesliae Fia<btobeF.

Filtr F jest wlasciwy gdy F # B (lub réwnowaznie, gdy 0 ¢ F'). Méwimy, ze F jest filtrem
maksymalnym, gdy jest on maksymalny (ze wzgledu na inkluzje) w rodzinie wszystkich
filtrow wlasciwych. Inaczej mowiac, filtr maksymalny to taki wlasciwy filtr F, ze dla
dowolnego wlasciwego filtru G, inkluzja F' C G oznacza w istocie F' = G.

O filtrze nalezy mysle¢ jak o rodzinie elementéw ,,duzych”, tj. takich, ktére ze wzgledu na
jakies kryterium moga by¢ uwazane za bliskie elementowi najwiekszemu 1. Na przyktad
rodzina koskonczonych podzbioréw zbioru N jest filtrem w algebrze wszystkich podzbioréw
tego zbioru. Ale w tej algebrze filtrem (i to maksymalnym) jest takze rodzina wszystkich
tych zbioréw, do ktérych nalezy liczba 13. Innym przykltadem filtru (w algebrze P(R)) jest
rodzina wszystkich tych zbioréw, ktérych dopelienia sa miary zero.

Nietrudno zauwazy¢, ze do kazdego filtru musi nalezeé jedynka, i ze zbiér {1} jest najmniej-
szym filtrem. Nastepny lemat mowi o tym, skad sie biora filtry, a zwlaszcza maksymalne.
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Lemat 4.13

1) Jesli X C B ma takq wlasnosé, ze zZaden skoriczony iloczyn elementéow X nie jest
zerem?, to istnieje filtr wlasciwy zawierajgcy X .

2) Jesli F jest filtrem i a € F, ale aT f # 0 dla dowolnego f € F, to istnieje filtr
wlasciwy zawierajacy F U {a}.

3) Jesli F jest filtrem wtasciwym, to istnieje filtr maksymalny zawierajacy F'.

Dowéd: (1) Rozpatrzmy zbior
G={beB|b>dyN...MNd, dla pewnego n i pewnych dy,...,d, € X}.
Oczywiscie X C G, nietrudno tez sprawdzi¢, ze G jest filtrem.

(2)  Wystarczy zauwazy¢, ze zbior F'U {a} jest scentrowany. Dowolny skornczony iloczyn
elementéw F' jest bowiem elementem F' i jest rézny od zera, bo skoro a € F', to F jest
whasciwy. A wiec skoniczone iloczyny elementéw zbioru F'U {a} naleza do F' lub maja
posta¢ f Ma.

(3)  Rutynowe zastosowanie lematu Kuratowskiego-Zorna (¢wiczenie).

Definicja 4.14 Filtr F jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych a,b € B
takich, ze a LU b € F, zachodzi a € F lub b € F.

Filtr F jest ultrafiltrem wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego a € B albo a € F' albo
—a € F.

Lemat 4.15 Nastepujace warunki sq rownowazne.

1) Filtr F jest maksymalny;
2) Filtr F jest pierwszy;

3) Filtr F' jest ultrafiltrem.

Dowdéd: (1)=(2) Przypusémy, ze allb € F, ale a,b ¢ F. Jesli fMa # 0 dla
dowolnego f € F', to na mocy lematu 4.13(2), filtr F' nie jest maksymalny. Podobnie dla b,
a wiec istnieja takie f,g € F, ze fMa =¢gMNb=0. Zatem 0 = (fMa)U (¢gNb) =
(fugn(fub)N(alg)M(aUb) € F, bo wszystkie cztery czlony iloczynu naleza do
filtru F.

4Taki zbiér nazywamy scentrowanym.
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(2)=(3) Oczywiste, boall—a=1¢€ F.
(3)=(1) Przypusémy, ze FF C G i G jest wlasciwy. Jesli teraz a € G to a € F, bo
w przeciwnym razie —a € F' C GG, i byloby tak: 0 =al—a € G. n

Uwaga: Istnieje silny zwiazek pomiedzy filtrami i kongruencjami. Latwo zauwazy¢, ze dla
dowolnej kongruencji ~, klasa [1]. jest filtrem. Na odwrét, kazdy filtr F' wyznacza taka
kongruencje ~p:

a~pb wtedy itylko wtedy, gdy all f=5b0f, dla pewnego f € F.
Oczywiscie F' = [1]..,. Kongruencje ~r mozna tez zdefiniowa¢ za pomoca warunku:
a~pb wtedy itylko wtedy, gdy (aMb)U(—all—b) € F.

Sprawdzenie tych wlasnosci pozostawiamy dociekliwym jako ¢wiczenie.

5 Teorie rownosciowe

Definicja 5.1 Niech E bedzie zbiorem réwnan. Relacje ~g w zbiorze termow 7y, definiu-
jemy jako najmniejsza relacje réwnowaznosci spelniajaca warunki:
o Jesli jt=u"€ Etot~pgu;

o Jeslit; ~ptl, dlai =1,....,nto f(t1,...,tn) ~g f(t},...,t)) (tj. relacja ~p jest
zamknieta ze wzgledu na dzialania);

o Jesli t ~p u to S(t) ~g S(u) dla dowolnego podstawienia S (tj. relacja ~pg jest

zamknieta ze wzgledu na podstawienia).

Jesli t ~g u to piszemy tez FE F, t = u. Uzywamy tu specjalnie symbolu ,,”, zeby sie
odréznial od zwyktego ,". Ale na razie to nie ma znaczenia.

Warunek ¢ ~g u mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposob. Rownos¢ ,,t = v” mozna udowodnic,
wyprowadzajac ja z aksjomatow rownosciowych:

t=t t=s (dla “t=s"€FE)

za pomoca nastepujacych requt wnioskowania réwnosciowego:

l=s t=s,s=r
s=1 t=r
3 S tlzsla 7tn:Sn
S<S S(t) f(tlu 7tn> = (517 75n)



Roéwnania zapisane nad kreska to przestank: danej reguly, a rownanie pod kreska to jej
konkluzja. Przez wyprowadzenie (czyli dowod) réwnania ,;t = u” nalezy rozumie¢ drzewo
etykietowane rownaniami w ten sposob, ze:

e Etykieta korzenia jest .t = u”;

e Etykieta kazdego liscia jest jakis aksjomat;

e Etykieta kazdego wierzchotka wewnetrznego jest konkluzja pewnej reguly, ktorej

przestanki sa etykietami jego dzieci.

Przyklad 5.2 Niech F bedzie zbiorem rownan definiujacych kraty (Definicja 4.1). Wéw-
czas F +, x = x Mz (czyli x ~p x Mx), a wyprowadzenie tej réwnosci to takie drzewo:

rN(zUy) =2 zU(xMNy)=x
rMN(zU(xNz)) =2 x:x\ /ﬂfu(xﬂx)x
r=xzMN(zU(zMNx)) rMN(zU(xNex))=zNz

N

Zamiast rysowa¢ krawedzie drzewa, zwykle piszemy poziome kreski tam, gdzie w wypro-
wadzeniu zastosowano reguty wnioskowania. A wiec nasze wyprowadzenie zapiszemy tak:

r=xllx

rN(zUy)=x rU(xNy)=x

rMN(xU(xNe)) ==z rT=1 zU(xNz) ==z

r=zMN(xU(zMNx)) zMN(zU(xNz))=aNz
r=xllx

Pozostawiamy czytelnikowi przyjemnosé ustalenia, jakie reguly zostaly tu uzyte.

Twierdzenie 5.3 (o poprawnosci) Jesli t ~p u to Mod(E) Ft=u (tj. At =u
zachodzi zawsze gdy A = E).

Jesli uméwimy sie, ze bedziemy pisa¢ F =, t = u, gdy Mod(E) = t = u, to powyzsze
twierdzenie przyjmuje nastepujaca postac:
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Jesli EFy t=wuto B =y t =u.

Nalezy je rozumieé tak: wszystko to co mozna wyprowadzi¢ z aksjomatéw rownosciowych F
jest prawda wszedzie tam, gdzie prawdziwe sa te aksjomaty. A wiec wnioskowanie rownos-
ciowe jest poprawne.

Dowdd: Dowdd twierdzenia o poprawnosci przebiega przez indukcje ze wzgledu na de-
finicje relacji ~g, co w istocie oznacza indukcje ze wzgledu na rozmiar wyprowadzenia
réwnania ,t = u” (liczbe wierzchotkéw drzewa).

Krok bazowy to obserwacja, ze wszystkie aksjomaty sa prawdziwe w klasie Mod(F). Krok
indukcyjny polega na sprawdzeniu, ze konkluzja kazdej reguly jest prawdziwa w Mod(FE),
pod warunkiem, ze prawdziwe sa przestanki. Na przyklad, jesli Mod(FE) | t = u, to takze
Mod(E) | S(t) = S(u), dla dowolnego podstawienia S. Szczegdly pozostawiamy jako
¢wiczenie. B

Pelnos¢ wnioskowania rownosciowego

Nastepujaca obserwacja wynika wprost z definicji ~p.

Fakt 5.4 Relacja ~p jest kongruencja w algebrze termow Ts,. (Jest to najmniejsza kon-
gruencja w Ty, taka Ze t ~g s dla wszystkich réwnan (t = s) € E, ktora jest zamknieta ze
wzgledu na podstawienia. )

Skoro mamy kongruencje, to mamy algebre ilorazowa 7T,/ ., ktéra dla uproszczenia ozna-
czamy przez 7Ty /. Podobnie, zamiast [t]., piszemy [t]g.

Lemat 5.5 Jesli S jest podstawieniem, a v jest wartoSciowaniem w Ts /g spelniajacym
warunek v(x) = [S(z)|p dla dowolnej zmiennej x, to dla dowolnego termu t mamy takze

v(t) = [S®)]s-

Dowéd:  Niech k(t) = [t]g. Wtedy wartosciowania v i £ o S sa homomorfizmami z 7y,
do Ty /g, ktére pokrywaja sie na zmiennych, tj. na generatorach. Zatem teza wynika
z Lematu 1.18. =

Lemat 5.6 73 /g E

Dowad: Niech ¢ = r” bedzie rownaniem z FE i niech v bedzie dowolnym wartos-
ciowaniem w 7 /. Wybierzmy podstawienie S tak, aby dla dowolnej zmiennej z zachodzil
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warunek S(x) € v(z), czyli inaczej v(x) = [S(z)]p. Namocy Lematu 1.18, wartoSciowanie v
jest identyczne ze ztozeniem S i homomorfizmu kanonicznego, wiec v(t) = [S(t)]g zachodzi
dla dowolnego termu .

Poniewaz E +, { = r wiec takze E F, S({) = S(r), a stad takze v({) = v(r), czyli
T/p,vEL=1r.T10tochodzi. =

Moral 5.7 Kazda teoria réwnosciowa £ ma model. Jest nim algebra ilorazowa 7 /. Cza-
sami jednak ten model jest trywialny, tj. jednoelementowy. Dzieje sie tak, gdy F F,x =y
dla dwdéch réznych zmiennych x,y. Wtedy nasza teoria rownosciowa ma tylko jednoele-
mentowe modele (dlaczego?).

Twierdzenie 5.8 (Birkhoffa o pelnosci) Nastepujace warunki sq réwnowazne:

1) EE= t=u;
3) E+,t=u.

Dowéd: (1) = (2): Poniewaz 7x./r € Mod(E) na mocy Lematu 5.6, wiec Ty, /g =t = u.

(2) = (3): Niech v(x) = [z]g. Poniewaz Ty /g = t = u, wiec w szczegdlnosci v(t) = v(u).
Korzystajac z Lematu 5.5, otrzymujemy, ze [t]p = v(t) = v(u) = [u]lg. A wiec t ~p u,
czyli E H, t = u.

(3) = (1): Twierdzenie 5.3 o poprawnosci. ®

Przepisywanie terméw

Zbiér aksjomatéw réwnosciowych E| czytany z lewej do prawej, mozna uwazaé za zbiér
regut przeksztalcania termoéw. Scislej, zbidr E okresla pewna relacje — g w zbiorze termow.

Definicja 5.9 Relacja — g to najmniejsza relacja w zbiorze termow spelniajaca nastepu-
jace warunki:

1) Jesli 0 =71"jest w E to £ —p

2) Jedlit —g t' to S(t) —g S(t') (tj. relacja —p jest zamknieta ze wzgledu na pod-
stawienia);
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3) Jesli t; —p t;, dla pewnego i < n, to f(t1,...,tn) —r f(t1, .. tic1, t tive, ., tn)
(tj. relacja —p jest zamknieta ze wzgledu na konteksty).

Relacja — g jest to relacja jednokrokowego przepisywania wyznaczona przez reguly z F.
Nietrudno zauwazy¢, ze t — g u zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego rownania
I = 1" ze zbioru F i dla pewnego podstawienia S:

e term ¢ zawiera podterm postaci S(¢), oraz

e term u powstaje z t przez wymiane tego podtermu na term S(r).

Na przyklad, jesli do E nalezy rownanie (K-x)-y = z, a term (K- ((K-z)-y)) -z oznaczymy
przez t, to mozemy napisa¢ zaréwno t —g (K- x) -y jak tez t —p (K- x) - 2.

Definicja 5.10 Przez — g oznaczamy najmniejsza relacje zwrotna i przechodnia zawiera-
jaca —p (domkniecie przechodnie sumy relacji —g i relacji identycznosciowej). Symbol
«»p oznacza najmniejsza relacje rownowaznosci zawierajaca — pg.

Lemat 5.11 Warunek t «—g u zachodz wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skonczony ciag
termow t = tg,t1,...,t, = u, o tej wlasnosci, ze dla kazdego 1 < n—1, albo t; —g t;11 albo
liy1 —E t;.

Dowéd:  Cwiczenie.  n

Uwaga*: Méwimy, ze relacja —g ma wtasno$é Churcha-Rossera, gdy t «— g u implikuje ¢t g sp« u,
dla pewnego u. Nie kazdy system przepisywania terméw ma te whasnosé. Na przyklad taki: f(z) = ¢,
f(x) = d, gdzie ¢ i d to dwie rézne stale. A oto mniej oczywisty przyklad (tutaj ar(D) = 2, ar(C) =1

iar(a) = ar(e) =0).

o D(z,x) = ¢
o C(z) = D(z,C(x));
o a= C(a).

Wtedy C(a) —g D(a,C(a)) —g D(C(a),C(a)) —g e, ale takze C(a) —g C(C(a)) —g C(D(a,C(a))) —E
C(D(C(a),C(a))) =g C(e) =g D(e,C(e)) =g D(e,D(e,C(e))) —E - -

Twierdzenie 5.12 Relacje ~p i «»g sq identyczne.

Dowéd:  Zauwazmy, ze relacja ~p spelnia warunki, o ktérych mowa w Definicji 5.9,
awiec —-p C ~pg, bo —p jest najmniejsza relacja o tych wiasnosciach. Ponadto ~g jest
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relacja réwnowaznosci, a najmniejsza relacja rownowaznosci zawierajaca —pg jest «—p.
Stad relacja «—p zawiera si¢ w relacji ~g.

Aby udowodni¢ inkluzje w przeciwng strone, na mocy Faktu 5.4, wystarczy pokazaé, ze
relacja «— g jest kongruencja w 7y, zamknieta ze wzgledu na podstawienia. To znaczy, ze
wystarczy udowodnié¢ nastepujace implikacje:

a) Jezeli t «>pg u to S(t) «»g S(u).
b) Jezeli t; «»pt,, dlai=1,...,n,to f(t1,...,t,) «>p f(t|,...,1).
Dla dowodu warunku (a) uzyjemy Lematu 5.11. Niech t = tg,ty,...,t, = u, gdzie dla

kazdego ¢ = 0,...,n — 1, albo t; —p t;41 albo t;11 —g t;. Wtedy oczywiscie takze
S(t;) —g S(tiy1) albo S(tix1) —r S(t;), 1 w ten sposéb dostajemy S(t) «—pg S(u).

Aby pokaza¢ warunek (b), zalézmy, ze dla dowolnego i = 1,...,n istnieje taki ciag
ti =10 ¢1 82, tF =+t w ktérym t/ —p 77" lub /71 =5 ] zachodzi dla wszystkich
7=0,...,k;—1. Wtedy mozemy skonstruowaé ciag skonczony

flty,. . ty) = f(t?}ctQ, ot (Bt ),
o f@ e s, ) = FEL S s, ), f(E Lt s, )y
L ft ;_htﬁn):f(’l,...,t;),

w ktorym kolejne wyrazy pozostaja w relacji — g lub relacji odwrotnej.

Bezposrednio z Twierdzenia 5.12 i twierdzenia Birkhoffa o pelnosci otrzymujemy:

Whniosek 5.13 Nastepujace warunki sq rownowazne:

1) E ey t=u;
3) Ebyt=u;

4) t «»pu.
Moral 5.14 Jesli w kazdej algebrze z klasy Mod(F) prawdziwe jest réwnanie ,t = u”, to

mozna faktycznie przepisaé¢ term ¢ w term u, uzywajac rownan ze zbioru E jako (obustron-
nych) regul przepisywania.

Algebry wolne

Definicja 5.15 Klasa algebr K jest trywialna wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie algebry
z tej klasy sa jednoelementowe. W przeciwnym razie klasa 8K jest nietrywialna.
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Poniewaz algebry jednoelementowe to dokladnie te algebry, w ktorych prawdziwe jest réw-
nanie , v, = r”, wiec mamy nastepujacy oczywisty fakt:

Fakt 5.16 Klasa R jest trywialna wtedy i tylko wtedy, gdy K = x1 = xs.
Od tej pory zaktadamy, ze klasy, o ktorych mowa, sa nietrywialne.

Definicja 5.17 Algebra A € R jest algebrq wolng w klasie R, o zbiorze wolnych genera-
torow X wtedy i tylko wtedy, gdy zbior X C | A| generuje algebre A, oraz dla dowolnej
algebry B € R, kazde przeksztalcenie ¢ : X — |B| rozszerza si¢ (jednoznacznie) do homo-
morfizmu ¢ : A — B.

Algebre wolna w klasie 8 o pustym zbiorze wolnych generatoréw nazywamy algebra po-
czatkowg w R.

Uwaga: Stowo ,, jednoznacznie” w Definicji 5.17 mozna pominaé¢, bo na mocy Lematu 1.18
funkcje okreslona na generatorach mozna rozszerzy¢ do homomorfizmu co najwyzej na
jeden sposéb.

Zauwazmy tez, ze jesli A jest poczatkowa w K, to dla dowolnej algebry B € K istnieje
doktadnie jeden homomorfizm z A do B.

Przyklad 5.18

e Algebra stéw ({a,b}*, -, ¢) jest algebra wolna w klasie wszystkich pétgrup (pétgrupa
wolna), o dwéch wolnych generatorach a i b.

e Algebra (N, - 1) nie jest pdlgrupa wolna, jakkolwiek by nie wybieraé¢ zbioru gene-
ratoréw X. Jesli bowiem n,m € X oraz przyjmiemy ((m) = aa i {(n) = bb, to
poszukiwany przez nas homomorfizm ¢ z N do {a,b}* musialby spelnia¢ warunek
aabb = ((m -n) = ((n-m) = bbaa. Pozostaje wiec tylko taka mozliwosé, ze X
jest jednoelementowy. Ale oczywiscie nasza algebra nie jest generowana przez zaden
pojedynczy element.

e Algebra (N;s,0), gdzie s jest funkcja nastepnika (s(n) =n+ 1), jest algebra poczat-
kowa w klasie wszystkich algebr swojej sygnatury.

e Algebra terméw 7y, jest wolna w klasie wszystkich algebr, a zbiorem generatoréw jest
zbior wszystkich zmiennych.

Fakt 5.19 Algebry wolne w tej samej klasie, o zbiorach wolnych generatoréw tej samej
mocy, $q izomorficzne.
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Dowdéd:  Niech X i Y beda zbiorami wolnych generatoréow algebr wolnych A i B, i niech
¢: X iy Wtedy ¢ rozszerza sie do homomorfizmu ¢ : A — B. Ale przeksztalcenie

odwrotne ¢! tez rozszerza sie do homomorfizmu (1 : B — A. Zlozenia (o (1 : B — B
oraz (1o ( : A — A pokrywaja sie z przeksztalceniami identycznosciowymi na zbiorach
generatorow, zatem na mocy Lematu 1.18 sa po prostu wzajemnie odwrotne. Oznacza to,
ze sa izomorfizmami. ®

Fakt 5.20 Zatozmy, Ze A jest algebrq wolng w klasie 8 o co najmniej k wolnych genera-
torach. Jesli A=t =s i w réwnaniu t = s” wystepuje tylko k zmiennych, to R =t = s.

Dowdd:  Przyjmijmy, ze w réwnaniu ,,t = s” wystepuja tylko zmienne zq, ..., x;. Niech
B € R i niech v bedzie warto$ciowaniem w B. Homomorfizm v mozna przedstawi¢ jako
zlozenie v = h o w gdzie w(xy),...,w(r;) sa wolnymi generatorami algebry A, a h jest
homomorfizmem rozszerzajacym przyporzadkowanie w(x;) — v(z;), dlai = 1,... k. Skoro
w(t) = w(s), to takze v(t) = v(s). A wiec B,v =t = s, dla dowolnego v. &

Fakt 5.21 Algebra Ts /g jest algebrq wolna w klasie Mod(E), o zbiorze wolnych genera-
toréw mocy Ry. (A zatem jest tez algebra wolng w kazdej podklasie & C Mod(FE), do ktorej
sama nalezy. Na przyktad, gdy E = Eq(R).)

Dowéd:  Latwo zgadnaé, ze zbior X = {[z]g | x € V} powinien by¢ zbiorem wolnych
generatoréw. Aby to sprawdzi¢, przypusémy, ze ¢ : X — |B| dla pewnego B € Mod(E).
Niech v bedzie wartosciowaniem w algebrze B zadanym przez warunek v(x) = (([z]g).
Homomorfizm ¢ definiujemy tak:

([tlp) = v(®).

Definicja jest poprawna, bo dla t ~g t’ zachodzi B =t = t' wiec v(t) = v(t'). Nietrudno
za$ sprawdzi¢, ze ¢ jest homomorfizmem. n

Oczywiscie zbior generatoréow algebry 7s/p jest mocy N tylko dlatego, ze przyjelismy
zalozenie o przeliczalnosci zbioru zmiennych. Mozna sie jednak umoéwié inaczej.

Fakt 5.22 Jedli zbior zmiennych V jest mocy m, oraz Ts/p € & C Mod(E), to Ts/E
jest algebra wolng w klasie 8, majacq m wolnych generatoréw. Podobnie, algebra Ts(n)/g
termow n-arqumentowych jest algebrqg wolng o n wolnych generatorach.

Dowéd: Identyczny z dowodem Faktu 5.21 m
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Twierdzenie Birkhoffa
Zacznijmy od nastepujacej prostej obserwacji:

Fakt 5.23 Jesli klasa R jest definiowalna rownosciowo, to jest zamknieta ze wzgledu na pod-
algebry, obrazy homomorficzne i produkty, tj. zachodzq inkluzje H(K) C R, S(R) C R oraz
P(R) C R

Dowéd: Cwiczenie. 1

Znacznie mniej oczywiste jest to, ze zachodzi takze twierdzenie odwrotne do Faktu 5.23.
Zamknietos¢ ze wzgledu na wymienione operacje jest warunkiem wystarczajacym na to,
aby dana klasa byla rozmaitoscia. Z Lematu 3.2 wynika, ze w istocie chodzi tu o réwnosé
HSP(R) = R Otrzymujemy w ten sposéb czysto semantyczna charakteryzacje klas defi-
niowalnych rownosciowo, zwana twierdzeniem Birkhoffa.

Twierdzenie 5.24 (Twierdzenie Birkhoffa) Nastepujace warunki sq réwnowazne:

1) Klasa R jest definiowalna réwnosciowo;
2) Klasa R jest zamknieta ze wzgledu na podalgebry, obrazy homomorficzne i produkty;
3) HSP(R) = R.

Implikacja (1) = (2) stanowi tres¢ Faktu 5.23, a réwnowaznos¢ warunkéw (2) i (3) jest
latwym wnioskiem z Lematu 3.2. Pozostaje przed nami dowod najtrudniejszej implikacji
(2) = (1).

Lemat 5.25 Zaldimy, ze K jest nietrywialng klasa spetniajacq warunek HSP(R) = R.
Wtedy klasa 8 ma algebry wolne o dowolnej niezerowej (skoriczonej lub nieskoriczonej)
liczbie wolnych generatorow

Dowéd: Pokazemy jak skonstruowac¢ algebre wolna o zbiorze wolnych generatorow
mocy Ng. Dlam # Ry dowdéd wymaga rozwazania terméw nad zbiorem zmiennych mocy m,
ale przebiega w podobny sposéb.

Niech E = Eq(R). Rozpatrzmy nastepujacy zbidr relacji:
Z ={p | p jest kongruencja w Ty, oraz 75/, € R}.

Na poczatek zauwazmy, ze Z # (. W tym celu wezmy dowolne wartosciowanie v w jakiejs
algebrze A € K. Jest to oczywiscie homomorfizm, a jego zbiér wartosci jest podalge-
bra w A, izomorficzna z algebra ilorazows 7s;/ker(v) (T'wierdzenie 1.27). Poniewaz klasa &

30



jest zamknieta ze wzgledu na podalgebry, wiec iloraz 7Tx./yer(v) nalezy do £ a jadro ker(v)
jest elementem zbioru Z.

Skoro wiec rodzina Z jest niepusta, to jej iloczyn jest kongruencja w algebrze termow.
Oznaczmy ten iloczyn przez =.

Niech teraz B =[] ez Iz /. Algebra B nalezy do klasy &, bo 8 jest zamknieta ze wzgledu
na produkty. Zdefiniujemy przeksztalcenie h : Ty /~, — B warunkiem

h({tl=)(p) = [t],,

dla dowolnego p € Z. To przeksztalcenie jest monomorfizmem (réznowartosciowym homo-
morfizmem). W rzeczy samej, jesli klasy [t]~ 1 [t']~ sa rézne, to (t,t') & p przynajmniej dla
jednej relacji p € Z. Jako ¢wiczenie pozostawiamy sprawdzenie, ze h jest dobrze okreslone
i ze zachowuje operacje.

A zatem algebra ilorazowa 7y /. jest izomorficzna z pewna podalgebra algebry B i sama
tez nalezy do K. Inaczej méwiac, relacja ~ jest (najmniejszym) elementem rodziny Z.

Relacja ~ jest w istocie identyczna z relacja ~p. Pokazemy najpierw inkluzje ~p C ~.

Niech t ~p u czyli Ebyt = u. Stad R =t = u, bo R = E. Jedli wiec p € Z to takze
T/, E t = u, w szczegélnosci Ty, / p, k |= t = u, gdzie k jest wartoSciowaniem kanonicznym:
k(s) = [s], dla s € T5. Ale to oznacza, ze [t], = [u], czyli t p u. Tak jest dla wszystkich
pEZ, awiect ~ u.

Przypusémy teraz, ze t ~ u. Dla wykazania, ze t ~p u wystarczy wiedzieé¢, ze R =t = u,
bo wtedy ,t = v’ € E. Ale jesli v jest wartosciowaniem w jakiejs algebrze B € K, to
ker(v) € Z, wiec skoro t &~ u to tez (t,u) € ker(v) czyli B,v =t = w.

Konkluzja jest taka: Poniewaz & to to samo co ~g, wiec Ty /p = Tx/~ € K. Na mocy
Faktu 5.21 mamy poszukiwana algebre wolna.

Dowéd twierdzenia Birkhoffa: Niech F = Eq(R). Pokazemy, ze 8 = Mod(F). Inkluzja
z lewej do prawej jest oczywista. Niech wiec B € Mod(E) bedzie algebra o mocy m.
W klasie K istnieje algebra wolna A, o zbiorze wolnych generatoréw G mocy m. Dowolna

bijekcja h : G LN |B| rozszerza sie do homomorfizmu, ktéry jest oczywiscie na |B|. A wiec
na

nasza algebra jest obrazem homomorficznym algebry A. Klasa K jest zamknieta ze wzgledu
na obrazy homomorficzne, a stad B € K. ]
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6 Unifikacja

Definicja 6.1 Przez uktad réwnar rozumiemy skoriczony ciag réwnan.’

Rozwigzaniem réwnania ,,t = u” nazywamy dowolne podstawienie S, speliajace warunek
S(t) = S(u). Mowimy wtedy tez, ze podstawienie S jest unifikatorem terméw ¢ i s, lub ze
je unifikuje. Rozwigzanie ukladu réwnan to takie podstawienie, ktore jest rozwiazaniem
wszystkich rownan tego uktadu.

Przyklad 6.2 Zalézmy, ze ar(f) = ar(g) = 2 oraz ar(c) = ar(d) = 0.

e Rozwiazaniem réwnania f(g(x,y),x) = f(z,9(y,c)) jest na przyklad podstawienie

S(z) =g(y,c), S(y) =y, S(z )ngg(y,C) y).

e Réwnanie f(g(y,c),y) = f(z,g9(z d)) nie ma rozwiazania. Istotnie, gdyby S bylo
takim rozwiazaniem, oraz S(x) = t, to term ¢ musialby by¢ postaci g( (t,d),c), czyli
byltby dtuzszy sam od siebie.

e Réwnanie f(z, f(y,c)) = f(9(y,c),z) tez nie ma rozwiazania, ale z innego powodu.
Gdyby S bylo rozwiazaniem, oraz S(y) = t, to termy ¢(t,c) i f(¢,c) musiatyby by¢
identyczne, a nie zgadzaja sie ich symbole poczatkowe.

Zajmiemy sie teraz algorytmicznym rozwiazaniem problemu unifikacji, polegajacego na
ustaleniu, czy dany uklad rownan ma rozwiazanie i jakie. Algorytm polega na upraszczaniu
danego ukladu rownan i jednoczesnym konstruowaniu rozwiazania. W kazdej fazie pracy
mamy wiec do czynienia z para postaci (F,S), gdzie E jest ukladem réwnan a S jest
podstawieniem. Rozpoczynamy od pary (F,id), a naszym celem jest uzyskanie pary postaci
(0,S), gdzie S jest poszukiwanym rozwiazaniem. Nasz algorytm polega na iterowaniu
operacji O, ktoéra zaraz zdefiniujemy.

Przyjmujemy taka notacje: Przez (t = u); E' (odpowiednio: F; (¢t = u)) oznaczymy ukltad
powstajacy z E przez dodanie na poczatku (odpowiednio: na koricu) réwnania ,t = u”.
Notacja E[z := t] oznacza uklad powstaly z E przez zastosowanie podstawienia [z := t] do
obu stron wszystkich réwnan. Podobnie uogdlniamy inne oznaczenia, np. F'V(E) oznacza
zbiér wszystkich zmiennych wystepujacych w ukladzie F.

Definicja 6.3 Niech (F,S) bedzie taka para, ze F # (). Jesli sie uda, to okreslimy nowa
pare O(FE,S) = (F',S"). Mamy kilka przypadkéw, w zaleznosci od pierwszego réwnania
ukladu E.

Przypadek 1: Uklad E jest postaci (z = t); F, przy tym =z ¢ FV(t). Wéwczas E' =
Flz :=t] oraz §' =[x :=1t] 0 5, tj. S'(u) = S(u)[x := t] dla dowolnego termu wu.

5Czesto przyjmuje sie, ze uklad réwnarn to po prostu zbiér réwnan. Nam wygodniej przyjaé, ze réwnania
w ukladzie sa ponumerowane.
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Przypadek 2: Uklad E jest postaci (¢t = z); F, gdzie t nie jest zmienna i x ¢ FV(t). Para
(E',S") jest okreslona tak samo jak w przypadku 1.

Przypadek 3: Uklad F jest postaci (r = z); F. Wtedy E' = F oraz S’ = S.

Przypadek 4: Uklad E jest postaci (f(t1,...,tx) = f(uy,...,ux)); F, gdzie ar(f) = k.
Wtedy E' = F;(t; = uy);...; (ty = ug) oraz S' = S.

Przypadek 5: Uklad E jest postaci (z = t); F' lub postaci (t = z); F, gdzie t nie jest
zmienna i x € FV (). Wtedy O(E, S) jest nieokreslone.

Przypadek 6: Uklad E jest postaci (f(t1,...,tx) = g(u1,...,w)); F, gdzie f # g. Wtedy
O(FE,S) tez jest nieokreslone.

Latwo sprawdzi¢, ze przypadki 1-6 wyczerpuja wszystkie mozliwosci, i ze w przypadkach
51 6 pierwsze rownanie (a zatem caly uklad) nie ma rozwiazania.

Twierdzenie 6.4 (Terminacja algorytmu) Dla dowolnych E i S istnieje takie n, Ze
O"(E,S) ma postaé (B, P) lub jest nieokreslone.

Dowéd:  Dla dowolnego E, przez #(F) oznaczymy pare liczb (p, q), gdzie:

e p to liczba zmiennych wystepujacych w E

e ¢ to suma dlugosci wszystkich termow w F.
Przypusémy, ze O(FE,S) = (E',S") i niech #(E) = (p,q), oraz #(F') = (p',¢'). W przy-
padkach 11 2 mamy p’ < p, a w przypadkach 3 i 4 zachodzi p' < pi ¢ < ¢q. A wiec

#(E'") < #(F) w porzadku leksykograficznym. Poniewaz jest to dobry porzadek, wiec
iteracja operacji © nie moze sie ciagna¢ w nieskonczonosé¢.

Trzeba jeszcze udowodnié, ze nasz algorytm faktycznie robi to, czego od niego oczekujemy.
Ustalmy pewien uktad E' i przyjmijmy oznaczenie (E,, S,) = O"(FE,id). W szczegdlnosci
mamy F = Fy i S =id. Na poczatek kilka latwych obserwacji.

Lemat 6.5

1. Jesli z € FV(E,) to Su(z) = z.
Jesli z € FV(Su(y)), to Sp(z) = z. Zatem S, 0 S, = S,,.
Jesli R jest rozwigzaniem E, to jest tez rozwigzaniem E, ;.

Jesli R jest takim podstawieniem, ze R(x) = R(t), to R = Ro [z :=t].

S N

Jesli R jest rozwigzaniem E, oraz R=Ro S, to R=Ro.S,.1.
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Dowéd:  Dowdd czesei (4) polega na prostym sprawdzeniu. Pozostalych czesci dowodzi-
my przez tatwa indukcje ze wzgledu na n. Oczywiscie mamy kazdorazowo tyle przypadkéw
ile ich jest w Definicji 6.3. Dla przyktadu rozpatrzmy przypadek 1 w czesci (5). Wtedy
Spt+1 = [z :=t] 0 S,. Poniewaz R jest rozwiazaniem E, wiec R(x) = R(t). Z zalozenia
indukcyjnego i czesci (4) mamy R = Ro S, = Ro[r:=t]oS,=RoS,;1. 1

Twierdzenie 6.6 (Poprawnosé algorytmu)

1) Jesli ©™(E,id) jest dla pewnego m nieokreslone, to uktad E nie ma rozwigzania.

2) Jesli ©™(E,id) = (0, R), to R jest rozwiqzaniem uktadu E.

Dowéd:  Czesé (1) wynika dosé natychmiastowo z Lematu 6.5(3). Jesli bowiem ©™(E, id)
nie jest okredlone, ale O™ Y(F id) = (E,,_1,Sn_1) jeszcze jest okreslone, to znaczy, ze
uklad E,,_1 nie ma rozwiazania. Ale z Lematu 6.5(3) wynika, ze wtedy takze samo FE nie
ma rozwiazania. Zajmijmy sie wiec czescia (2).

Przez indukcje ze wzgledu na réznice m — n pokazemy, ze dlan =0,...,m:

e R jest rozwiazaniem uktadu F,;

e R=RolS,.

Teza twierdzenia wynika z przypadku n = 0.

Oczywiscie R jest rozwiazaniem ukladu pustego i na dodatek R = 5,, = S,, 0 S,,, na mocy
Lematu 6.5(2). Stad wynika teza w przypadku poczatkowym, gdy n = m.

Przypusémy, ze R jest rozwiazaniem F, 1,ize R = Ro .S, 1.

Przypadek 1: Uklad E, jest postaci (x = t); F, gdziex ¢ FV (t). Wtedy E,+1 = Flzx =]
oraz Sypi1 = [ :=1t] 0 S,.

Sprawdzamy, czy R(z) = R(t). Ot6z R(z) = Ro S,41(x) = Ro[x :=t] o S,(z) = R(t), bo
x € FV(E,) i na mocy Lematu 6.5(1) zachodzi S, (x) = z.

Sprawdzamy, czy R jest rozwiazaniem ukladu F'. Wezmy dowolne réwnanie ,u = s” z tego
uktadu. Z zalozenia indukcyjnego mamy R(u|x := t]) = R(s[z := t]). Poniewaz juz wiemy,
ze R(z) = R(t), wiec z Lematu 2.11 wnioskujemy, ze R(u) = Rf(t)(u) = R(ulz = t])
i analogicznie R(s) = Rf(t)(s) = R(s[z :=1t]). A zatem R(u) = R(s).

Pozostaje wykazaé, ze R = Ro S,,. Wiemy jednak, ze R = Ro S, = Ro [z :=1t]0S,.
Ponadto z Lematu 6.5(4) mamy Ro [z :=t] = R, bo R(z) = R(t). A wigc R=RoS,,.

Przypadek 2: Analogiczny.
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Przypadek 3 i 4: Oczywiste, bo uklady E, i E, 1 maja te same rozwiazania a podsta-
wienia S, 1 5,41 sa takie same.

Tres¢ powyzszego twierdzenia mozna wzmocni¢. Rozwiazanie znajdowane przez nasz algo-
rytm jest tzw. rozwiazaniem gtdwnym: kazde inne rozwiazanie mozna z niego otrzymac na
drodze podstawienia.

Fakt 6.7 Niech ©™(E,id) = (0, R) i niech R bedzie rozwigzaniem ukladu E. Wtedy
R' = Q o R dla pewnego podstawienia Q).

Dowéd: W istocie jako (Q mozna wybra¢ samo R’. Nalezy zauwazy¢ na poczatku, ze
R' = R’ oid, a nastepnie zastosowa¢ Lemat 6.5(5). =

7 Jezyk logiki predykatow

Stowo ,,predykat” oznacza wyrazenie opisujace pewna wilasnos¢ rozwazanych obiektow.
System logiczny, ktérym bedziemy sie zajmowaé, jest nazywany logikq (lub rachunkiem)
predykatow (pierwszego rzedu), bo wystepuja w nim symbole relacyjne, interpretowane
jako wlasnosci przedmiotéow. W odniesieniu do logiki predykatow uzywamy tez okreslenia
yrachunek kwantyfikatorow”.

Od tej pory umawiamy sie, ze jesli mowimy o sygnaturze X, to symbol réwnosci ,,=" nie
nalezy do Y. Symbol ,,=" nie jest zwyklym symbolem relacyjnym, ale jest traktowany na
specjalnych prawach.

Definicja 7.1 Formuty atomowe sygnatury X sa nastepujace:

e symbol , |7 (na oznaczenie falszu);
e napisy postaci ,r(t1,...,t,)", gdzie r € LB oraz ty,...,t, € Tx;
e napisy postaci ,t; = ty”, gdzie t1,ty € Ty.
W szczegdlnoscei do formul atomowych zaliczamy zeroargumentowe symbole relacyjne. Nazy-

wamy je symbolami zdaniowymi (lub zmiennymi zdaniowymi). Uwaga: symbol ,, |7 nie jest
zmienna, zdaniowa, ale stafq logiczna.

Definicja 7.2 Formuty sygnatury X definiujemy jako elementy najmniejszego zbioru Fx,
(ozn. tez F) spemiajacego warunki:
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e formuly atomowe naleza do Fy;
o jesli p, 1 € Fy, to takze (¢ — ) € Fy;

e jesli p € Fyix € V (x jest zmienna indywiduowa) to takze (Vzy) € Fy.

W powyzszej definicji, dla prostoty dalszych rozwazan, ograniczyliSmy sie do implikacji
i falszu oraz kwantyfikatora ogdlnego V. Ale oczywiscie na ogoét postugujemy sie tez innymi
spéjnikami i kwantyfikatorem szczegdlowym 3 (nazywanym tez kwantyfikatorem egzysten-
cjalnym). Mozemy je jednak wyrazi¢ za pomoca pozostalych operatoréw i uwazaé za skréty
notacyjne. Przyjmujemy wiec, ze:

Napis (=) oznacza (o — L1);
T (=L1);
(p V) (=) = ¥);
(p A Y) (=l = (=9)));
(p = ) (g =)A= 9));
(Fze) —(Vz—yp)

Konwencje notacyjne: Niepotrzebne nawiasy pomijamy, stosujac przy tym nastepujace
priorytety:

1. Kwantyfikatory i negacja;

2. Koniunkcja i alternatywa;

3. Implikacja.
Zatem na przyklad:

e Wyrazenie ,—p V1) — 97 oznacza (((—¢) V ¥) — 9);

e Napis ,,o V) A" jest niepoprawny;

e Napis ,VxP(z) — R(x)” nalezy rozumie¢ jako ((VxP(z)) — R(z)) (a nie jako
(Ve (P(z) — R(x))))-

Uwaga:* Jedli po kwantyfikatorze stoi kropka, to oznacza ona lewy nawias, ktérego zasieg rozciaga sie do
oporu w prawo (tj. do nastepnego prawego nawiasu, lub do korica formuly). Na przyklad ,Vz.P(z) — Q(x)”

oznacza Vo (P(x) — Q(x))”. My jednak nie bedziemy stosowaé tej konwencji.

Definicja 7.3 Zbiér zmiennych wolnych formuly ¢, oznaczany przez F'V (), jest okreslony
przez indukcje:
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) = FV(p) UFV(4).
o FV(Vxyp) = FV(p) — {z}.

Latwo sprawdzi¢, ze:

FV(eANY)=FV(pV)=FV(p)UFV(Y), oraz FV(3xp)=FV(p)—{x}.

Definicja 7.4 Méwimy, ze formuta jest otwarta, jesli nie wystepuja w niej kwantyfikatory.
Natomiast formuta zamknieta (albo zdanie) to taka formuta ¢, ktéra nie ma zmiennych
wolnych (tj. FV (¢) = 0). Uwaga: niektére formuty sa jednoczesnie zamkniete i otwarte!

Zmienna x, wystepujaca w kontekscie ,,Vre” nazywamy zwigzang. (Dotyczy to tez zmien-

nej r w kontekscie ,Jxp”.)

Uwaga: ta sama zmienna moze wystepowa¢ w formule kilkakrotnie, zaréwno jako wolna
jak i zwiazana (i to réznymi kwantyfikatorami), jak np. zmienna z w formule

VoIyP(z,y) — (Q(x) V IzR(x))”. (1)

Poniewaz napis Vx ¢ czytamy ,dla kazdego = zachodzi ¢”, jest intuicyjnie dos¢ oczywiste,
ze np. znaczenie formul Vz P(z,z) i Yy P(y, z) powinno by¢ takie samo. Istotnie, zaraz
sie okaze, ze tak jest, i dlatego wygodnie jest utozsamia¢ ze soba formuly, rézniace sie od
siebie tylko zmiennymi zwigzanymi. Takie utozsamienie nazywamy alfa-konwersjqg. Dla
porzadku wprowadzimy to pojecie w sposob bardziej Scisty.

Definicja 7.5 Jesli w jest dowolnym napisem, to przez w(z ! y) oznaczymy napis, ktéry
otrzymujemy z w przez wymiane wszystkich wystapien x na y i odwrotnie. Na przykiad
(Vo Plx,y,2))(x ty) = Yy Py, z, 2).

Definicja 7.6 Relacja alfa-konwersji to najmniejsza relacja réwnowaznosci =, w zbiorze
formul, speliajaca warunki:

o Vo=, Vyp(zly), gdy y & FV(p);

o Jesli 1 =, @9 to Va1 =, VI ©;
o Jesli 1 =, @9 oraz ¥ =, Yo to 1 — Y1 =4 Py — Ys.

Formuly rownowazne ze wzgledu na alfa-konwersje to wtasnie formuly ,rézniace sie tylko
zmiennymi zwigzanymi”. Od tej pory przyjmujemy nastepujaca umowe:

Jesli o =, 1 to formuly ¢ 1Y wwazamy za identyczne.
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8 Znaczenie formutl

Znaczeniem formuly jest wartosé logiczna ,prawda” (1) lub falsz” (0). Formulom syg-
natury ¥ mozemy przypisywac znaczenia w dowolnej strukturze tej sygnatury, zaleznie od
wybranego wartosciowania terméw. Przypomnijmy, ze kazde wartosciowanie v : 7y, — A
jest jednoznacznie wyznaczone przez swoje obciecie v|y : V' — A. Dlatego zwykle méwimy
o wartoSciowaniu zmiennych indywiduowych i utozsamiamy v z v|y .

Jesli v jest takim wartosciowaniem w strukturze A, oraz a € |A|, to przez v¢ oznaczamy
wartos$ciowanie okreslone tak:

a<y) _ a, gdyy:$;
v(y), w przeciwnym przypadku.

Definicja 8.1 Wartosé formuly ¢ w strukturze A przy wartoSciowaniu v oznaczamy przez
v(p) 1 definiujemy przez indukeje (ze wzgledu na budowe formuty):

)y =1, gdy (v(t1)...,v(t,)) € r4;

)
r(ty,...,t,)) = 0, w przeciwnym przypadku;
1

, gdy v(th) = v(ta);

o v(r(ty,... t,

)
e v(t; =t3) =0, w przeciwnym przypadku;
o v(p =) =0, gdy v(p) =1iv(y) =0;
e v(p — 1) =1, w przeciwnym przypadku.

Zamiast v(yp) piszemy czasem [¢],, a jesli chcemy podkresli¢, ze chodzi o wartoSciowanie
w strukturze A to piszemy [¢]2

v

Latwo widzieé, ze v(¢ — ¢) = max{v(¥),1 —v(p)}, oraz ze dla pozostatych spéjnikéw:

v(p V) = max{v(p),v(V)};
(e AY) = min{v(p),v(¥)};
v(mp) = 1—v(p).

Natomiast dla kwantyfikatora szczegélowego otrzymujemy wzoér:

v(Fzp) = max{v(p) : a € |Al}.
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Lemat 8.2 Niech ¢ bedzie dowolna formutq. Jesli u,v : V' — |A| sq takimi wartosciowa-
niami, ze ulpy () = v|pv(p), to u(e) = v(y).

Dowdéd:  Dowdd przebiega przez indukcje ze wzgledu na diugo$é¢ formuty. Przypadek
@ = L jest oczywisty. Jedli ¢ = 7(t1,...,t,) to zalozenie u|py(,) = v|pv(y) Oznacza
w szczegllnosci, ze ulpy,) = v|pv () dla wszystkich ¢;. Zatem na mocy Faktu 2.8 mamy
v(t;) = u(t;), a stad tatwo wynika, ze v(r(t1,...,t,)) = u(r(ty,...,t,)). W ten sam sposéb
postepujemy w przypadku gdy ¢ jest rownaniem.

Jesli ¢ =11 — 1y to z zalozenia indukcyjnego dla ¥ i 1 otrzymujemy

u(yp) = max{u(yhs), 1 — u(r)} = max{v(y), 1 —v(¥1)} = v(p).

Pozostaje przypadek, gdy formula ¢ jest postaci Vo). Z réwnosci u|py (p) = v|pv(y), wynika
wtedy, ze ul|pv(y) = V¢ Fv(y), bo FV () C FV(p) U {z}. Z zalozenia indukcyjnego dla 1
dostajemy wiec u?(¢)) = v%(¢)) dla dowolnego a. Zatem

u(p) = u(Vay) = min{ug () a € [Al} = min{op(¢) : a € |A[} = v(p). ®

Moral z powyzszego jest oczywiscie taki: wartos¢ formuly zalezy tylko od wartosci jej
zmiennych wolnych. Na przyklad wartosé formuly (1) nie zalezy od wartosci y. Dlatego
gdy wiemy, ze FV(p) C {z1,...,2,}, to czasami zamiast ¢ piszemy ¢(z1,...,z,), dla
zaznaczenia, jakie zmienne sa tu istotne.

Poniewaz uméwilismy sie, ze alfa-rownowazne formuly uwazamy za identyczne, powinnismy
sie jeszcze przekonad, ze alfa-konwersja nie zmienia wartosci formuly.

Lemat 8.3 Jesli ¢ =, ¢ to v(p) = v(y) przy dowolnym wartosciowaniu v.

Dowéd: * Pozostawiajac szczegdty najbardziej dociekliwym czytelnikom, zauwazmy tylko, ze wygodnie
jest pokaza¢ najpierw taka wlasnosé transpozycji zmiennych:

Jesli v1(z) = v2(y), v1(y) = v2(x) oraz v1(z) = va(z) dla z # x,y, to vi(p) = va(p(x LY)).

Dowodzimy tej witasnosci przez indukcje ze wzgledu na dlugosé formuty . Wynika z niej latwo, ze
v(Ve ) = v(VMyp(zly)) dla y € FV(p). Dalej postepujemy przez indukcje ze wzgledu na definicje
relacji ¢ =4 . 1

Definicja 8.4 Mowimy, ze formula ¢ jest spelniona w A przez wartoSciowanie v, gdy
v(p) = 1. Piszemy wtedy

A, v = .
Jesli FV () CA{xy,...,ax}, oraz v(zy) = ay,...,v(xg) = ag 1 @ jest spelmiona w A przez v
(czyli pA(ay,...,a,) = 1), to zamiast A, v = ¢ piszemy tez
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A {ai/xy, ... a,/x,} E @, lub po prostu A, aq, ..., a, F ¢,

gdy kolejnosé argumentéw jest oczywista. Podobnie, zamiast [¢], mozna wtedy napisaé
[el{ai/x1,. .. an/zn}. W szczegdlnosci gdy formuta jest zamknieta, zamiast [¢], piszemy

po prostu [¢].

Uwaga: Zamiast A, {a1/z1,...,a,/x,} | ¢ czasem nieformalnie piszemy

AEp(ay, ... a,),

ale ten zapis w zasadzie nie jest poprawny. Pamietajmy, ze ay, .. ., a, sa elementami modelu
(a nie czescia sktadni), wiec ,p(aq,...,a,)” nie oznacza zadnej formuly.

Definicja 8.5 Formula jest spelnialna (spetnialna w A) jesli jest spelniona w pewnym
modelu (w modelu A) przez pewne wartosciowanie. Zbidér formul jest spetnialny (w A)
jesli wszystkie formuly z tego zbioru sa spelnione przez to samo warto$ciowanie w pewnym
modelu (w modelu A).

Formuta ¢ jest prawdziwa w A (piszemy A |= ¢), jezeli jest spelniona w A przez wszystkie
warto$ciowania. Formula ¢ jest prawdziwa (jest tautologiq) jezeli jest prawdziwa w kazdym
modelu A. Wtedy piszemy po prostu = ¢.

Przyktad 8.6

e Formuta Vz(y < z) jest speliona w (N, <) dla v(y) = 0, ale nie jest spemialna
w modelu (R, <).

e Formuta Jz(—r(z) A r(x)) nie jest spemialna.

e Formuta Jz(y < x) jest prawdziwa w (R, <).

)
e Formuta p(z) A Jy—p(y) jest spetnialna, ale nie jest w zadnej strukturze prawdziwa.

Definicja 8.7 Niech I' bedzie zbiorem formul. Wéwczas:

Piszemy A, v =T, jezeli A, v | ¢, dla dowolnego ¢ € T';
7 AET, " A, v =T, dla dowolnego v;
K =T, K A =T, dla dowolnego A;
" ['E, K A, v = 9, dla dowolnych A, v, takich ze A,v T
” I =y 1, K A 1, dla dowolnego A, takiego ze A =T

Uwaga: Niech I'V = {Vy | v € I'}, gdzie Vv oznacza formule otrzymana z 7 przez
dopisanie z przodu tylu kwantyfikatorow ogdlnych, aby wszystkie zmienne w ~ zostaly
zwiazane. Wtedy T' =y ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy 'V = ¢. W szczegdlnodei stwierdzenia
I'Ey ¥ iT 4 sa réwnowazne, gdy I jest zbiorem zdan.
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Operacja podstawienia

Przez t[x := s| oznaczaliSmy term powstaly z termu ¢ przez podstawienie termu s w miejsce
wszystkich wystapien zmiennej x.

W podobny sposéb mozna tatwo zdefiniowa¢ podstawienie termu w miejsce zmiennej do
formuly otwartej. Podstawianie termu w miejsce zmiennej w formule z kwantyfikatorami
wymaga jednak pewnej ostroznosci. Po pierwsze, podstawienie powinno dotyczy¢ tylko
wolnych wystapien zmiennych. Po drugie, ,naiwne” podstawienie moze prowadzi¢ do uzy-
cia tej samej zmiennej w dwdéch znaczeniach. Na przyklad formuly ,Jy(y < x)” oraz
,32(z < x)” sa réwnowazne. Tymczasem ,naiwne” podstawienie y w miejsce x w obu
tych formutach daje w wyniku odpowiednio ,,3y(y < y)” i ,32(z < y)”, a te dwie formuly
znacza, catkiem co innego. Przyczyna jest to, ze w pierwszym przypadku zmienna y wsta-
wiono w zasieg kwantyfikatora Jy. Jedno z mozliwych rozwiazan tego problemu jest takie:
Przed dokonaniem podstawienia nalezy wymieni¢ zmienne zwiazane, ktore taki konflikt
moglyby spowodowaé, na ,nowe zmienne”. My przyjmiemy tym razem inne rozwiazanie:
Podstawienie jest okreslone tylko wtedy, gdy nie powoduje konfliktu nazw.

Definicja 8.8 Ponizsze warunki nalezy czyta¢ tak: Jesli prawa strona jest okreslona, to
lewa strona tez jest okreslona.

o« Llri=s]= L gdy z ¢ FV(p)
o 7t ...tz =8| = r(tifa == s],.... taJz = 8]);
ta)[x :
V)[z = 5] = gz = s] = Ylz = s];

Vo )|z = s] =V p;

t

= 5| =tz = 5] = to[x := s]";

=

l

(
* (p
(

(Vy )|z := s] = Vy plr = s], gdy y # @, oraz y & FV (s);

W pozostatych przypadkach podstawienie jest nieokreslone.

Oczywiscie istnieje zwiazek miedzy podstawieniem i transpozycja.
Lemat 8.9 Jesliy & FV (o) i p[x :=y] jest okreslone, to plx = y|] =4 p(z1y).

Mozna teraz sprawdzi¢ (zmudny dowdd opuszczamy), ze podstawienie zachowuje alfa-
rownowaznosc.

Lemat 8.10 Jesli o1 =, o to p1]x := 8] =4 walx := s], o ile obie strony sq okreslone.
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Nastepny lemat jest uogolnieniem Lematu 2.11 i wyraza semantyczny sens podstawienia:
wartos¢ formuly powstajacej przez podstawienie rowna jest wartosci formuty poczatkowej
przy wartosciowaniu uwzgledniajacym warto$¢ podstawianego termu.

Lemat 8.11 Jesli podstawienie plx := s| jest okreslone, to dla dowolnego wartosciowa-
nia v zachodzi réwnosé v(plx = s]) = v2 (p).

Dowéd:  Dla dowolnej formuly atomowej r(t1, ..., t,), wartos¢ v(r(ti,...,t,)[x = s]) =
v(r(tifz == s],...,ty[z = s]) jest réwna 1 wtedy i tylko wtedy, gdy wektor wartosci
(v(ti[r = s]),...,v(ty[z := s])) nalezy do r*. Ale na mocy Lematu 2.11, dla dowol-
nego termu ¢ zachodzi réwnosé v(t[z = s]) = v2®(t). Stad v(r(ty,... t,)[z = s]) = 1

v(s

wtedy i tylko wtedy, gdy (02 (t1),..., 02 () € rA, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy
02 (r(ty, ..., ta)) = 1. Przypadek réwnosci jest podobny.

Dla ¢ = ¢ — ¢ mamy takie réwnosci: v(plx = s]) = v(¢[z = s] — Iz = s]) =
max{1 — v(¢[z == s]), vz := s])} = max{1 — v (), 2 (W)} = 02 ().

Rozpatrzmy na koniec przypadek gdy % rozyoczyna sie od kwantyfikatora unlwersalnego.
Jesli p =V, to v(p[r = s]) = = Uy z Lematu 8.2, bo v|py () = =l |FV

Jesli o = Vyi, gdzie x # y & FV(S) to korzystamy z zalozenia indukcyjnego dla 1 i mamy:
v(plai=s]) = v(vyvlai=s]) = minfeg(¥la:=s]) | a € |A]} = min{(e})i"" (V) | a € |A]} =
min{(v5)s (%) | a € |A]} = min{(o7")5(¢) | a € [A]} = v (V) = 0 (). (Korzys-
talismy z tego, ze vy (s) = v(s), boy & FV(s).) ®

Jak dotad, stwierdzenia dotyczace podstawienn musieliSmy opatrywaé zastrzezeniami ,,0 ile
podstawienie jest okreslone”. Ale skoro utozsamiamy alfa-rownowazne formuty, to mozemy
zapomnie¢ o zastrzezeniach. Mamy bowiem taki fakt:

Lemat 8.12 Niech ¢ bedzie dowolng formulq i niech s bedzie dowolnym termem. Istnieje
formula @', dla ktorej podstawienie @'|x := s] jest okreslone i taka, ze o =, ¢'.

Dowdd:  Dowdd jest przez indukeje ze wzgledu na dlugosé formutly. Jedyny nieoczywisty
przypadek ma miejsce dla ¢ = Yy, gdzie x # y € FV(s). Dobierzmy zmienna z tak,
aby z & FV(¢) oraz z ¢ FV(s). Z zalozenia indukcyjnego istnieje taka formuta 1y, ze
1 =4 Y(ylz) oraz podstawienie i[x := s] jest okreslone. A wiec wystarczy przyjaé
o =V, n

Odtad zakladamy, ze podstawienie jest zawsze okreslone, bo w razie potrzeby mozemy
wymieni¢ kazda zmienna zwiazana na ,nowa’. A wiec, na przyklad:

o (3z(z <) = Ju(x <y))lz = f(y)] = »32(z < f(y)) — Fu(z <y)”;
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o (Fyly <))r :=yl=,32(2 <y)".

Uwaga: Warto zauwazy¢ analogie pomiedzy zmiennymi wolnymi i zwiazanymi w for-
mutlach oraz identyfikatorami lokalnymi i nielokalnymi w blokach i procedurach. Doko-
nanie operacji podstawienia w formule odpowiada przy tej analogii wywotaniu procedury
z parametrem przekazanym przez nazwe.

9 Logika formalna i jezyk polski

Systemy logiki formalnej sa, jak juz mowiliémy, tylko pewnymi modelami, czy tez przy-
blizeniami rzeczywistych sposobéw wyrazania réznych stwierdzen i wnioskowania o ich
poprawnosci. Poziom doktadnosci takich przyblizen moze by¢ wigkszy lub mniejszy. Wiek-
szy tam, gdzie mamy do czynienia z dobrze okreslona teoriag matematyczna, lub jezykiem
programowania. Mniejszy wtedy, gdy uzywamy logiki do weryfikacji poprawnosci stwier-
dzen jezyka potocznego, chocby takiego jak podrecznikowy przykiad: ,Janek idzie do
szkoty.” Oczywiscie przypisanie temu stwierdzeniu wartosci logicznej jest zgota niemozliwe,
nie wiemy bowiem, ktory Janek do jakiej idzie szkoly i czy moze juz doszedl? Wiecej sensu
ma zastosowanie logiki predykatow do analizy np. takiego rozumowania:

Kazdy cyrulik sewilski goli tych wszystkich mezczyzn w Sewilli, ktorzy sie sami nie golq.
Ale nie goli Zadnego z tych, ktorzy golg sie sami.
A zatem w Sewilli nie ma ani jednego cyrulika.

W tym przypadku aparat logiki formalnej moze by¢ pomocny. Latwiej zrozumieé¢ o co
chodzi, ttumaczac nasz problem na jezyk logiki predykatow, i przedstawiajac go jako py-
tanie o poprawnosé¢ pewnego stwierdzenia postaci I' = ¢. Mozna wiec zapytaé, czy

Vo (C(x) A S(x) — Vy(G(z,y) « S(y) A =G(y,y))) F -32(C(x) A S(x))?

Stwierdziwszy poprawnos$¢ powyzszego stwierdzenia, wywnioskujemy, ze w Sewilli cyrulika
nie ma. [ bedzie to wniosek. .. biledny, bo cyrulik by¢ moze jest kobieta.

W powyzszym przyktadzie po prostu zle ustalono logiczna interpretacje naszego zadania,
zapominajac o jednym z jego istotnych elementéw. Blad ten mozna tatwo naprawié¢, co jest
zalecane jako ¢wiczenie. Ale nie zawsze jezyk logiki formalnej wyraza Scisle to samo, co
potoczny jezyk polski, a nawet jezyk w ktérym pisane sa prace matematyczne. Zaréwno
skladnia jak i semantyka tych jezykéw rzadzi sie zupelie innymi prawami, i o tym nalezy
pamietaé¢ thumaczac jeden na drugi.
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Implikacja materialna i zwiazek przyczynowo-skutkowy

Implikacja, o ktérej mowimy w logice klasycznej to tzw. implikacja materialna. Wartosé
logiczna, ktéra przypisujemy wyrazeniu ,a — (37 zalezy wytacznie od wartosci logicznych
przypisanych jego czesciom sktadowym « i . Nie zalezy natomiast zupelnie od tresci
tych wyrazen, czy tez jakichkolwiek innych zwiazkéow pomiedzy o i 3. W szczegdlnosci,
wypowiedzi a i § moga méwic o zajsciu jakichs zdarzen i wtedy wartosé¢ logiczna implikacji
,a — (37 nie ma nic wspélnego z ich ewentualnym nastepstwem w czasie, lub tez z tym, ze
jedno z tych zdarzen spowodowalo drugie. W jezyku polskim stwierdzenie ,jesli o to 3”7
oczywiscie sugeruje taki zwiazek, np. w zdaniu:

Jesl zasilanie jest wltgczone, to terminal dziata.

Tymczasem implikacja materialna nie zachodzi, o czym dobrze wiedza uzytkownicy termi-
nali. Co wiecej, w istocie materialng prawda jest stwierdzenie odwrotne:

Jesli terminal dziata to zasilanie jest wlgczone.
Natomiast zdanie
Terminal dziata, poniewaz zasilanie jest wltgczone,

stwierdza nie tylko zwiazek przyczynowo-skutkowy, ale tez faktyczne zajscie wymienionych
zdarzen i w ogéle nie ma odpowiednika w logice klasycznej.

Inne spdjniki w mniejszym stopniu groza podobnymi nieporozumieniami. Ale na przyktad
spéjnik ,,i” w jezyku polskim moze tez sugerowaé nastepstwo czasowe® zdarzen: ,Poszedt
1 zrobit.” A wyrazenie A, chyba Ze B” ma inny odcien znaczeniowy niz proste ,A lub B”.
Przy tej okazji zwréémy uwage na to, ze stowo ,albo” bywa czasem rozumiane w znaczeniu
alternatywy wykluczajacej. My jednak umawiamy sie, ze rozumiemy je tak samo jak ,lub”.

Konfuzje skladniowe

Przy tlumaczeniu z jezyka polskiego na jezyk logiki formalnej i na odwrét mozna tatwo
popelni¢ blad nawet wtedy gdy nie powstaja problemy semantyczne. Skiadnia tych jezykow
jest oparta na innych zasadach. Na przyklad te dwa zdania maja bardzo podobna budowe:

Kazdy kot ma wasy.
Pewien kot ma wasy.

Ale ich thumaczenia na jezyk rachunku predykatéw nie sa juz takie podobne:

Va(Kot(z) — MaWasy(x));
Jz(Kot(x) N MaWasy(x)).

SW jezykach programowania jest podobnie, ale to juz inna historia.
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Zadziwiajaco czestym bledem jest wiasnie mylenie koniunkcji z implikacja w zasiegu dzia-
tania kwantyfikatora. A oto inny przyklad: Zdania

LLiczba n jest parzysta”
LLiczba n jest dwukrotnosciq pewnej liczby”
oznaczaja to samo. Zaprzeczeniem pierwszego z nich jest oczywiscie zdanie
LLiczba n nie jest parzysta”,
ale zaprzeczeniem drugiego nie jest zdanie
LwLiczba n nie jest dwukrotnosciq pewnej liczby”,

otrzymane przeciez przez analogiczna operacje ,,podstawienia”. To zdanie rozumiemy bo-
wiem jako dx(—n = 2x), a nie jako —3Jz(n = 2z), mimo ze negacja ,nie” poprzedza w nim
stowo ,,pewnej”.

Innym popularnym btedem jest mylenie koniunkcji z alternatywa w przestance implikac;ji,
zwlaszceza gdy wystepuje tam negacja. Mamy bowiem sklonnosé do powtarzania stowa “nie”
w obu czlonach zalozenia i nie razi nas zdanie

SKto nie ma biletu lub nie jest pracownikiem teatru, ten nie wejdzie na przedstawienie”.
Ale od tekstu matematycznego oczekujemy wiecej Scistosci 1 w takim tekscie zdanie:
LJesli x nie jest rowne 2 lub nie jest réwne 3, to x* — 5x + 6 nie jest zerem.”

powinno by¢ uwazane za btedne. Wielu takich bledéw unikniemy, gdy przypomnimy sobie,
ze w jezyku polskim istnieja takie stowa jak ,ani”i ,zZaden”.

10 Logika zdaniowa

Czasami do opisu pewnych zjawisk matematycznych nie jest potrzebny caly aparat logiki
predykatéw. Wystarczy czesto logika zdaniowa (nazywana tez rachunkiem zdarn). Jest
to takie uproszczenie logiki predykatow, w ktorym ignoruje sie ,,przedmioty”, a rozwaza
jedynie wyrazenia orzekajace (zdania). Oczywiscie, w tej sytuacji kwantyfikatory indy-
widuowe staja sie niepotrzebne, a rola logiki staje sie badanie w jaki sposob znaczenie
wyrazen prostych wplywa na znaczenie wyrazen ztozonych.

Logike zdaniowa mozna uwazac za fragment logiki pierwszego rzedu.

Definicja 10.1 Zdania otwarte dowolnej sygnatury 3, skladajacej sie¢ wytacznie z symboli
zdaniowych, nazywamy formutami zdaniowymi. Pojecie formuly zdaniowej mozna wiec tak
zdefiniowaé przez indukcje:
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e Symbole zdaniowe i L sg formutami zdaniowymi;

e Jedli a i 3 s formutami zdaniowymi to (a — 3) jest formula zdaniowa.

W tej sytuacji pojecie spelialnej i prawdziwej formuly zdaniowej jest oczywiscie okreslone
zgodnie z Definicja 8.5, odwolujaca sie do struktur algebraicznych. Ale skoro sygnatura
sktada si¢ tylko z zeroargumentowych symboli relacyjnych, a my nie uzywamy zmiennych,
to w strukturze A = (A, pf,...,p7) interesuje nas tylko to, ktéra z zeroargumentowych
jest pusta (réwna 0) a ktora pelna (réwna 1). Natomiast sam zbiér A jest catkiem niewazny.

Definicja 10.2 Przez wartosciowanie zdaniowe rozumiemy dowolna funkcje p, ktora sym-
bolom zdaniowym przypisuje wartosci logiczne 0 lub 1. Wartosé formuty zdaniowej przy
warto$ciowaniu p okreslamy przez indukcje:

p(p), edy p jest symbolem zdaniowym;
o [a— 3], = max{[f],, 1 = [a],}.

®
3
=
hs)

I

Zamiast [a], zwykle piszemy po prostu p(a).

Jesli p(a) = 1 to piszemy tez p = «. Jesli T' jest zbiorem formut zdaniowych, oraz p = v
dla wszystkich v € T', to piszemy p =T

Symbole zdaniowe sa czesto nazywane zmiennymi zdaniowymsi. Jest to jednak zupetie inny
rodzaj zmiennych, niz zmienne indwiduowe, wystepujace w formutach rachunku predyka-
téw. Réwniez wartosciowanie zdaniowe to troche co innego niz wartos$ciowanie terméw.”

Fakt 10.3

o Jesli I jest zbiorem formul zdaniowych, a « jest formula zdaniowa, to T |= a zachodzi
wtedy 1 tylko wtedy, gdy p | «, dla dowolnego wartosciowania zdaniowego p, takiego
ze p = T'. W szezegdlnosei:

e Formula zdaniowa jest spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy p(a) = 1 dla pewnego
wartoSciowania zdaniowego p.

e Formuta zdaniowa jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy p(a) = 1 dla kazdego
wartosciowania zdaniowego p.

Widzimy wiec, ze nasza interpretacja formul zdaniowych jest zgodna z ta, ktéra znamy ze
szkoty.

"Ale moze nie calkiem? Cwiczenie: czy formuly zdaniowe mozna uwazaé za termy jakiej$ sygnatury?
Czy wartosciowanie zdaniowe staje sie wtedy wartoSciowaniem terméw w pewnej algebrze?
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Tautologie rachunku zdan

Niech S bedzie funkcja przypisujaca symbolom zdaniowym pewne formuly. Jesli « jest
formuta zdaniowa, to przez S(«) oznaczymy formute otrzymana z o przez zamiane kazdego
wystapienia zmiennej zdaniowej p na formute S(p). Méwimy, ze formuta S(«) jest instancja
schematu zdaniowego a. Uzywamy oznaczenia S(I') = {S(3) | 5 € I'}.

Fakt 10.4 Jezeli I jest zbiorem formut rachunku zdari i I' |= «, to takze S(I') = S(a).
W szczegdlnosci, jesli v jest tautologia to S(«) jest tez tautologiq.

Dowéd: Cwiczenie. 1

Fakt 10.5 Nastepujace formuty (i wszystkie ich instancje) sq tautologiami rachunku zdan:

~

1 —p;

p—(q—p);
p—(@—=r)—((p—=q9—({@—r);
((p—4q) = p)—p

pV —p;

p—omp b Tp =

P—=q) —(~¢—-p) 1t (7¢—-p)—(p—0q);

p—((@Vq, q— Ve oraz (p—r)—((¢g—71)—={@Vqg—r));

ST T s B S S o R S

(pANqg)—p, (pAq) —q oraz (r—p) —((r—q — (r—PAN));

~
S

(pAq)—71) e (p—(g—1));

~
~

- 2(pVa) < (=p A —g);

~
S

~(pAq) < (-pV q);

~
Co

- (p—q) = (-pVa);

~
B

AP eor) e pelgeor).
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Dowéd:  Latwy. »

Niektore z powyzszych formul wskazuja na analogie pomiedzy implikacja i uporzadkowa-
niem (np. zawieraniem zbioréw). Implikacje ,p — ¢” mozna odczytaé tak: ,warunek p
jest silniejszy (mniejszy lub réwny) od ¢”. Formute (1) czytamy wtedy: ,falsz jest najsil-
niejszym warunkiem (najmniejszym elementem)”. Formuty (8) stwierdzaja, ze alternatywa
pV q jest najsilniejszym warunkiem, ktéry wynika zaréwno z p jak i z g (czyli jest kresem
gérnym pary {p, ¢}, jak suma zbioréw). Formuly (9) wyrazaja dualna wlasno$¢ koniunkcji:
to jest kres dolny, czyli najstabszy warunek implikujacy oba argumenty. Prawa de Mor-
gana (11,12) wskazuja tez na analogie koniunkcja—iloczyn, alternatywa—suma, negacja—
dopekienie. Ta ostatnia widoczna jest tez w prawach wylaczonego srodka (5), podwéjne;j
negacji (6) i kontrapozycji (7).

O ile (9) wskazuje na analogie pomiedzy koniunkcja i iloczynem mnogosciowym, o tyle
warto zauwazy¢, ze koniunkcja ma tez wilasnosci podobne do iloczynu kartezjanskiego.
Jesli zbior funkcji z A do B oznaczymy przez [A — B|, to mamy (bardzo naturalna)
réwnolicznosé [Ax B — C| ~ [A — [B — (]]. Podobienstwo tego zwiazku do formuly (10)
nie jest wcale przypadkowe.

Formuta (13) wyraza implikacje z pomoca negacji i alternatywy i jest czesto bardzo przy-
datna, gdy np. chcemy przeksztalci¢ jakas formule do prostszej postaci.

Formuta (2) méwi, ze dodatkowe zalozenie mozna zawsze zignorowaé¢. Formula (3) (prawo
Frege) wyraza dystrybutywnos¢ implikacji wzgledem siebie samej i moze by¢ odczytywana
tak: jesli » wynika z ¢ w kontekscie p, to ten kontekst moze by¢ wilaczony do zalozenia i
konkluzji. Formutla (4) (prawo Peirce’a) wyraza przy pomocy samej implikacji zasadnicza,
wlasnos¢ logiki klasycznej: mozliwos¢ rozumowania przez zaprzeczenie. Sens prawa Peirce’a
widaé najlepiej gdy ¢ jest falszem, mamy wtedy prawo Claviusa: (=p — p) — p.

Warto zauwazy¢, ze formuly w parach (6,7) nie sa wcale tak symetryczne jak sie wydaje na
pierwszy rzut oka. Na przyklad, pierwsza z formul (6) to w istocie p — ((p — L) — L).
Wiedzac, ze p i p — L, natychmiast zgadzamy sie na 1. Intuicyjne uzasadnienie drugiej
formuly jest za$ w istocie zwiazane z prawem (5).

Wiasnoscia, ktéra czesto uchodzi naszej uwagi, jest tacznosé rownowaznosci (14). W zwiaz-
ku z tym, wyrazenie o <+ (3 <+ v mozna z czystym sumieniem pisa¢ bez nawiaséw. Zwroémy
jednak uwage na to, ze oznacza ono zupelie co innego niz stwierdzenie ze a, § i 7y sa sobie
nawzajem rownowazne!

Powyzej pominieto bardziej oczywiste prawa: tacznos¢ i przemiennos¢ koniunkcji i alter-
natywy, ich wzajemna dystrybutywnosé, przechodnios¢ i zwrotnos$é¢ implikacji itp.
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Postaé normalna formut

Definicja 10.6 Kazdy symbol zdaniowy i negacje symbolu zdaniowego nazywamy /litera-
tem. Mowimy, ze formula zdaniowa « jest w koniunkcyjnej postaci normalnej, gdy « jest
koniunkcja alternatyw literalow, tj.

05:(p%\/"'Vplfl)/\"'/\(pyl«\/"'\/])/), (*)

gdzie r > 1, k; > 1, dlai=1,...7, a wszystkie p} sa literalami.

Formutami réwnowaznymi nazywamy takie formuly o i 3, ze rownowaznosé¢ a < (3 jest
tautologia.

Fakt 10.7 Dla kazdej formuly zdaniowej istnieje rownowazna jej formuta w koniunkcyjnej
postact normalne;.

Dowéd: Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu na budowe formuty. Symbole zdaniowe
sa oczywiscie w postaci normalnej. Postacia normalna dla formuly L jest p A =p. Jedli a
jest w postaci (*), to ma mozna przeksztalcié w koniunkcyjna posta¢ normalna stosujac
prawa de Morgana i prawa dystrybutywnosci:

BV (yNd) « (BVA)A(BVI) BV (yVé) = (BVy)V(BVI).
Podobnie postepujemy z implikacja®, przeksztalcajac ja z pomoca prawa 10.5(13). u

11 Tautologie rachunku predykatéw

Wracamy teraz do logiki predykatéw. Nietrudno zauwazy¢, ze Fakt 10.4 jest prawdziwy
takze wtedy gdy formuly S(p) niekoniecznie sa zdaniowe. Kazda instancja tautologii zda-
niowej jest wiec tautologia rachunku predykatow. Oczywiscie jest wiele interesujacych
tautologii, w ktorych istotng role odgrywaja kwantyfikatory.

Fakt 11.1 Dla dowolnych ¢ i 1, nastepujace formuty sq tautologiami:

1. Vm(gp — ¢) — (Vaxp — VJZ@U),

2. ¢ = Vyp, gdziey & FV(p);

3. Yrp — plr = s].

8Ta procedura jest dosyé pracochlonna. Mozna ja nieco uproécié, ale najgorszy przypadek i tak po-
zostanie wykladniczy.
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Dowéd: (1) Niech A bedzie modelem i v niech bedzie warto$ciowaniem w A. Jesli
v(Vzp) = 0 lub v(Vz(p — ¢)) = 0 to nasza formula jest oczywiscie spelniona przez v.
Zalézmy wiec, ze v(Vx(p — ¥)) = v(Vxp) = 1. Nalezy pokazaé, ze v(Vay) = 1. Wezmy
dowolne a € |A|. Skoro v(Vzy) = 1, to musi by¢ v?(¢) = 1. Podobnie v (¢ — ¢) = 1. Ale
wtedy takze v%(¢)) = 1. Zatem v(Vay)) = min{v%(¢)) | a € |A]} = 1, i dobrze.

(2) Mozna zatozy¢, ze v(¢) = 1. Dla dowolnego a € |A|, na mocy Lematu 8.2, mamy
ré6wnosé vy (p) = v(p), bo FV(p) = FV(Vyp). Zatem v(Vyp) = min{l} = 1.

(3) Namocy Lematu 8.11, dla dowolnej struktury A i dowolnego wartosciowania v zachodzi:

v(plz = s]) = vi(p) > min{vl(p) | a € |Al} = v(Vap). u

Jak sie niebawem okaze, trzy tautologie, o ktérych mowa powyzej, wyrazaja podstawowe
wlasnosci kwantyfikatora ogolnego. Pierwsza z nich to prawo rozktadu kwantyfikatora ogol-
nego (rozdzielnosé V wzgledem implikacji). Druga pozwala na dopisanie kwantyfikatora,
ktory nie wiaze zadnej zmiennej, a trzecia, zwana dictum de omni, méwi ze uniwersalna
zasada obowiazuje kazdego.

Kolejne dwa wazne przyklady tautologii dotycza rownosci.

Fakt 11.2 Nastepujace formuly (gdzie ¢ jest dowolng formuta) sq tautologiama:

1. Vo(x =x);

2. VaVy(z =y — (plz :=y] — ¢[z == 7])).

Dowodd:  Czesé pierwsza jest oczywista, a cze$¢ druga wynika z Lematu 8.11, bo dla

dowolnego wartodciowania v, jesli v(z) = v(y) to v(plz == y]) = v?¥(p) = v;)(m)(cp) =

v(plz:=x]).

Uwaga: Jesli w drugiej czeséci Faktu 11.2 jako ¢ wybierzemy formule ,,z = u” to otrzymamy
VaVy(r =y — (y = u — x = u)).

Natomiast dla ¢ =,y = 2” dostaniemy
VaVy(z =y — (y =y — y =1)).

Pierwsza z tych formut wyraza przechodnio$¢ rownodci, a druga jej symetrie.

Oczywiscie dowdd, ze dana formula jest tautologia polega na analizie jej spelniania w dowol-
nych modelach. Natomiast wykazanie, ze tak nie jest polega na podaniu odpowiedniego
kontrprzykiadu. Takiego jak ten:

Przyklad 11.3 Formula (Vzp(x) — Vaq(z)) — Vz(p(r) — q¢(z)) nie jest tautologia.
Rozpatrzmy bowiem model A = (N, p*, ¢), w ktérym:
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e n € p”, wtedy i o wtedy, n jest parzyste;
A wtedy i tylko wtedy, gdy n jest yst

e n € ¢t wtedy i tylko wtedy, gdy n jest nieparzyste;

Wtedy A £ Vap(z) wiec A | Vap(zr) — Vaq(z). Ale A W Va(p(z) — q(z)), bo
A, 2 I~ p(z) — q(x). Rzeczywiscie, 2 € p* — ¢*.

Przyjrzyjmy sie jeszcze kilku waznym tautologiom.

Fakt 11.4 Nastepujace formuly sq tautologiami (dla dowolnych ¢ i ).

~

- Va(p — ) — (Fze — Txy);
dxp — ¢, oilex & FV(p);
olr = s| — Jzp;

—Vxp « Jr-p;

—3dxp — Vr-p;

© ® RN S & e

(e AY) — @ ATz, oile x & FV(p);

~
S

Vrp — dxp;

~
~

. VaVyp « YyVzyp;

~
o

dxdyp «— Jydze;

18. dxVyp — Yydxp;

2

Dowéd: Cwiczenie. 1

Formuly (1)—(3) powyzej wyrazaja whasnosci kwantyfikatora szczegdlowego i sa odpowied-
nikami formut z Faktu 11.1. Zauwazmy, ze zamiast rozdzielnosci kwantyfikatora szczegoto-
wego, mamy tu jeszcze jedno prawo rozktadu kwantyfikatora ogélnego. Symetria pomiedzy
Vi J nie jest wcale catkowita! Niemniej istnieje, co wyrazaja prawa de Morgana (4) i (5).

Kolejne dwie tautologie przypominaja o bliskim zwiazku kwantyfikatora ogdélnego z ko-
niunkcja i kwantyfikatora szczegétowego z alternatywa. (Uwaga: zmienna x moze by¢
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wolna w ¢ i 1.) Analogiczna rozdzielno$é kwantyfikatora ogdlnego wzgledem alternaty-
wy (8) i kwantyfikatora szczegétowego wzgledem koniunkeji (9) nie zawsze jest prawda, ale
zachodzi pod warunkiem, ze zmienna wiazana kwantyfikatorem nie wystepuje w jednym

z czlonéw formuly. (Prawo (8) nazywane bywa prawem Grzegorczyka lub aksjomatem
Gabbaya.)

Formuta (10) jest odbiciem naszego zalozenia o niepustosci swiata. Jest to tautologia,
poniewaz umoéwilismy sie, ze rozwazamy tylko niepuste struktury.

Prawa (11)—(13) charakteryzuja mozliwosci permutowania kwantyfikatoréw. Implikacja
odwrotna do (13) zazwyczaj nie jest tautologia.

Stosujac réwnowaznosci (4-9) mozemy kazda formule sprowadzi¢ do postaci, w ktorej
wszystkie kwantyfikatory znajduja sie na poczatku. Méwimy, ze formula ¢ jest w prenek-
sowej postaci normalnej, gdy

o= Qy1Q2y2 - .. Qnyn?,

gdzie kazde z @; to V lub 3, a 9 jest formula otwarta. (Oczywiscie n moze by¢ zerem.)

Fakt 11.5 Dla kazdej formuly pierwszego rzedu istnieje rownowazna jej formuta w prenek-
sowej postaci normalne;.

Dowéd:  Indukcja (éwiczenie).

12 Dowodzenie twierdzen

Sprawdzenie, czy dana formula rachunku zdan jest tautologia, wymaga obliczenia jej
wartosci dla 2" réznych wartosciowan, gdzie n jest liczba zmiennych zdaniowych tej for-
muly. Dla rachunku predykatéw nie istnieje w ogdle zaden algorytm sprawdzania czy dana
formula jest tautologia. W obu przypadkach sa jednak metody dowodzenia pozwalajace
na wyprowadzenie kazdej prawdziwej formuly z pomoca pewnego ustalonego systemu regut
wnioskowania i aksjomatéw. Jeden z takich systeméw opisany jest ponizej. (Zakladamy,
ze ustalona jest sygnatura 3, a formuly rézniace sie tylko zmiennymi zwiazanymi uwazamy
za identyczne.) Aksjomatami naszego systemu sa wszystkie formuly postaci:

Al) ¢ = (v = );

A2) (p = (W = 1)) = (g = ¥) = (¢ = V));
A3) (¢ =) = ¢) =

Ad) L — 0.
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A5) V(e — ) — (Vo — Vay);
A6) ¢ — Vyp, gdy y & FV(p);
AT) Voo — olt/zl;

A8) Vz(x = z);

A9) VaVy(x =y — o[z :=y] — ¢z == z]).

Powyzej, symbole ¢, 1 i ¥ oznaczaja dowolne formuly sygnatury . A zatem nasz zbior
aksjomatéw nie sklada sie z dziewieciu formul, ale jest zbiorem nieskoriczonym. (Niemniej,
jest to efektywny (lub obliczalny) zbiér aksjomatéw, bo istnieje tatwe kryterium pozwala-
jace odréznié co jest aksjomatem a co nie jest.)

Przyjmujemy dwie reguty wnioskowania. Pierwsza jest requta odrywania (modus ponens),

zapisywana tak:
a, a— [

g
a druga requta generalizacji, ktéra zapisujemy tak:
L
Vo

Reguly nalezy rozumie¢ z grubsza w ten sposéb: jesli formuly nad kreska (przestanki reguty)
sa juz wyprowadzone, to mozna wywnioskowaé formule pod kreska (konkluzje). Z grubsza,
bo stosowanie reguty generalizacji jest ograniczone (patrz nizej).

Definicja 12.1 Dowodem formalnym lub wyprowadzeniem (w sensie Hilberta) formuty ¢

ze zbioru zalozen I' nazywamy dowolny ciag formut ¢, o, . .., ¢,, spelniajacy nastepujace
warunki:
® ¥Yn =i

e Dla kazdego ¢ < n zachodzi jedna z czterech mozliwosci:

— ; jest aksjomatem;
—piely

— s takie 0,7 < i, ze p; = p; — ¢; (tj. ¢; jest otrzymana przez zastosowanie
modus ponens do formul ¢, 1 ¢;);

— jest takie j < i, ze ¢; = Vap;, oraz © ¢ FV(I') (tj. ¢; jest otrzymana przez
generalizacje formuly ;).
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Jesli taki dowdd istnieje, to piszemy I' = ¢ i mowimy, ze ¢ mozna udowodni¢ z zalozen I,
lub ze ¢ jest (syntaktyczna) konsekwencjq T'. Jesli 0 = ¢ to piszemy tylko F ¢ i méwimy,
ze @ jest twierdzeniem rachunku predykatow.

Jak wida¢ z powyzszej definicji, stosowanie reguly generalizacji jest ograniczone do przy-
padku, gdy zmienna wiazana kwantyfikatorem nie jest wolna w zatozeniach ze zbioru T
Dlatego regute generalizacji nalezy Scislej zapisac tak:

¥
— FV(T
e g VD)
Reguta generalizacji moze by¢ stosowana m.in. wtedy, gdy [' nie ma zmiennych wolnych
(w szczegblnosei, gdy T' = ().

Uwaga: Ten, kto nie chce utozsamiaé¢ alfa-réwnowaznych formul, musi nieco zmody-
fikowa¢ powyzszy system dowodzenia, poprzez pewne wzmocnienie reguly generalizacji.
Na przyktad takie:
p(ry)
Vo

(y ¢ FV(D))

Przyklad 12.2
(1) Nastepujacy ciag formut (gdzie jako  mozna przyjaé¢ jakakolwiek formule) jest dowo-
dem formuly o — « (ze zbioru pustego).

L (= (f—a)—a)—=((a—(f—a) = (a—a)) (aksjomat A2);

2. a — (f — a) = a (aksjomat Al);

3. (a = (8 — «a)) = (@« — «) (odrywanie (2) od (1);

4. a — (f — «a) (aksjomat Al);

5. @ — a (odrywanie (4) od (3)).
(2) Nastepujacy ciag formut jest dowodem formuly « ze zbioru {a — 3,8 — 7, a}:

1. o — [ (zalozenie);

2. «a (zalozenie);

3. [ (odrywanie (2) od (1));
4. B — v (zalozenie);

5. v (odrywanie (3) od (4)).
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(3) Nastepujacy ciag formut jest dowodem formuly VaVyP(z,y) — Vo P(x, z):

1. VyP(z,y) — P(x,x) (aksjomat AT);
2. Va(VYyP(x,y) — P(z,z)) (generalizacja (1));
3. Ve(VyP(z,y) — P(x,z)) — (VaVyP(z,y) — Vo P(x,z)) (aksjomat Ab);
4. YaVyP(z,y) — Ve P(x,z) (odrywanie (2) od (3)).
Tradycyjna definicja hilbertowskiego dowodu formalnego jako ciagu formut jest czesto

wygodna i dlatego wciaz popularna. Ale oczywiscie kazdy dowod w sensie Hilberta ukrywa
w sobie strukture drzewa. Na przyklad dowdd z Przyktadu 12.2(3) mozemy napisaé tak:

Q a— 0
g B—n
Y
Lemat 12.3 Przypusémy, ze cigg formut o1, o, ..., @, jest dowodem formuty @, ze zbioru
zatozen U. Jesli x,y & FV(T'), a na dodatek y & FV (p;) dlai =1,...,n, to cigg formul
o1lr =yl oz =9, . .., palr = y] jest dowodem formuly o, [x :=y| z zalozen T.

Dowéd: Latwa indukcja ze wzgledu na n. W przypadku gdy w ostatnim kroku mamy
generalizacje ze wzgledu na z # x nalezy zauwazyé, ze (Vzp;)[x := y] = Vz iz = y].
Przy generalizacji ze wzgledu na x korzystamy z tego, ze Vr ¢; =, Vy@i[r :=y|. 1

Lemat 12.4 (o oslabianiu) Jesli '+ ¢ oraz T' C TV to takze T = .

Dowéd:  Postepujemy przez indukcje ze wzgledu na diugo$é dowodu formuly ¢ z za-
tozen I'. Jedyny nieoczywisty przypadek, to zastosowanie generalizacji. Moze si¢ bowiem
zdarzyé, ze o, = Vap; gdzie © ¢ FV(I') ale z € FV(I"). Ale wtedy mozemy skorzystaé
z Lematu 12.3 i skonstruowaé taki dowdd, w ktérym zamiast formuly ¢; jest @[z := y],
a zmienna y nie nalezy do FV(I”). Mozemy teraz generalizowa¢ i otrzymujemy formute

Yy pilr = y] = Yoy, @

Twierdzenie 12.5 (o poprawnosci) Jezeli I' - ¢ to I' = ¢. W szezegdlnosci, kazde
twierdzenie jest tautologiq.
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Dowdéd:  Dowdd przebiega przez indukcje ze wzgledu na dlugosé najkrotszego dowodu
formalnego formuly ¢ ze zbioru I'. Oczywiscie T' = ¢, dla kazdego ¢ € T'. Z Faktéw 10.5
i 10.4 natychmiast wynika, ze aksjomaty (A1l)—(A4) sa tautologiami. Pozostale aksjomaty
sa tautologiami na mocy Faktu 11.1 i Faktu 11.2. Jesli wiec dowdd formuty ¢ ma dlugosé 1,
to teza zachodzi. Jesli dowdd sktada sie z wiecej niz jednego kroku, to ¢ otrzymano za
pomoca jednej z regut dowodzenia.

Zalézmy najpierw, ze ostatnia zastosowana regula bylo modus ponens. To znaczy, ze
wczesnie] w naszym dowodzie pojawily sie pewna formuta v i formuta ¢ — ¢. Z za-
lozenia indukcyjnego mamy I' =9 i I' = ¢ — . Stad oczywiscie wynika, ze I' | ¢.
(Kazde wartosciowanie speliajace ¢ i ) — ¢ musi tez speliaé ¢.)

Jezeli ostatnia byla regula generalizacji, to ¢ jest postaci Va, gdzie x ¢ FV(I'). Z za-
lozenia indukcyjnego I' = 1. Chcemy pokazaé, ze wtedy I' |= Vap. Niech wiec A, v =T
Wtedy takze A, v? =T, przy dowolnym a € |A|, bo x € FV(I'). Zatem zawsze A, v? |= 1),
wiec v(Vzy)) = min{vf(¢) :a € |A|} =1. »

Konwencja notacyjna: napis I', ¢ oznacza zbiér I'U{¢}, podobnie zamiast {¢, 3,7} I §
piszemy o, 3,7 F 9, itd.

Twierdzenie 12.6 (o dedukcji) Warunki T'F ¢ — ¢ i T, F ¢ sq rdwnowazne.

Dowéd:  Implikacja z lewej do prawej jest oczywista: aby z I', ¢ otrzymac 1, nalezy
wyprowadzi¢ ¢ — 1 i oderwac¢ . Dowdd implikacji odwrotnej przebiega przez indukcje ze
wzgledu na dhugo$¢ dowodu formalnego formuly ¢ ze zbioru I'; ¢.

Jesli ¢ jest aksjomatem lub ¢ € I', to dowdd formuly ¢ — 9 jest otrzymany przez oder-
wanie ¥ od aksjomatu ¢ — (¢ — ). Jesli ¥ = ¢ to korzystamy z tego, ze - ¢ — ¢
(Przyktad 12.2(1)) i tym bardziej I' - ¢ — .

Przypusémy wiec, ze 1 otrzymano przez odrywanie. Znaczy to, ze ', o9 — ¢ i, o 4
dla pewnej formuly ¢, i ze odpowiednie dowody sa krotsze. 7 zalozenia indukcyjnego
otrzymujemy, ze formuly ¢ — (9 — ¢) i ¢ — ¥ maja dowody ze zbioru I'. Aby otrzymaé
dowdéd dla ¢ — 1, nalezy te dwie formuly kolejno oderwaé od aksjomatu (A2) w postaci

(0= (W —=9) = (¢ =0) = (¢ = ¥)).

Pozostaje przypadek, gdy dowdd formuly ¢ ze zbioru I', ¢ konczy sie generalizacja, tj gdy
¥ = Yz i mamy krétszy dowdd dla ', p 9, a przy tym x & FV(L, ¢), tj. ¢ € FV(T')
iz FV(p). Z zalozenia indukcyjnego mamy I' + ¢ — ¢. Poniewaz = ¢ FV(I'), wiec
z pomoca reguly generalizacji otrzymamy I' b Va(¢ — ). Uzyjemy nastepnie aksjo-
matu (A5) i odrywania aby dosta¢ T' F Vo — Vzd. Stad z pomoca (Al) uzyskamy
' ¢ - (Voo — Vzv). Poniewaz x ¢ FV(yp), wiec formuta ¢ — Vze jest aksjo-
matem (AG6), w szczegdlnosci ma dowdd z I'. Pozostaje wykonaé dwa odrywania od aks-
jomatu (A2) w postaci (¢ — (Vzp — Vo)) — ((¢ — Vop) — (¢ — Var)) i dostajemy
'Ep—Ved,
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Twierdzenie o dedukcji pozwala na tatwe przekonanie si¢ o istnieniu pewnych dowoddéw
bez ich wypisywania w calosci. Na przyklad, tatwo przekonac sie o tym, ze dla dowolnych
a, B 17, formuta

(@—=(B—=7)—= B —=(a—=9),

jest twierdzeniem, sprawdzajac tylko, ze @« — (6 — 7v),08,a F 7. W podobny sposéb
otrzymamy

Lemat 12.7 JesliI'F o — ¢ oraz ' =Y — 0 to takze I' - ¢ — 9.

Dowdd:  Najpierw pokazujemy, ze ¢ — ¥, — 9,0 19, a potem trzy razy stosujemy
Twierdzenie 12.6. n

13 Co mozna udowodnié¢

Naszym celem jest twierdzenie odwrotne do Twierdzenia 12.5, czyli twierdzenie o pelnosci.
Dowéd tego twierdzenia wymaga pewnych przygotowan. Musimy pokazaé, ze w naszym
systemie wnioskowania potrafimy wyprowadzi¢ caly szereg rozmaitych formul. Nastepujaca
teraz seria lematéw jest poswiecona temu zadaniu. Najpierw zrobimy pewna dos¢ oczywista
obserwacje. Bedziemy z niej wielokrotnie korzystac.

Lemat 13.1 JesliI'F a oraz A,a - to', A+ (.

Dowéd: Latwy. Ale trzeba uzy¢ Lematu 12.4. n

Nastepujacy lemat stwierdza, ze najwazniejsze wlasnosci negacji sa twierdzeniami naszego
systemu:

Lemat 13.2 Dla dowolnych formut o i [3:

1. at —=—a;
2. ~a, a3
3. ak a;

4. a— B,-a— (.

o7



Dowéd:

(1) Poniewaz a,a — L F L, wiec z twierdzenia o dedukcji o F (o — 1) — L, czyli
wlasnie a F ——a.

(2) Poniewaz —a,a F L (zob. (1)) oraz L+ 3, wiec takze —a, o = (.

(3) Korzystajac z (2) otrzymamy ——a«, -« = «, i z twierdzenia o dedukcji =—a - —~a — a.
Prawo Peirce’a w postaci ((a« — L) — a) — « jest aksjomatem, a wiec przez odpowiednie
odrywanie dostajemy (3).

(4) Zauwazmy na poczatek, ze « — 3,-a — (3,0 — L F a — L (Lemat 12.7). Poniewaz
a — 1 to to samo co —a, i oczywiscie « — (,—a — (3,4 — L F —a — 3, wiec
latwo otrzymujemy o« — (,—a — (3,8 — L F 3. Z twierdzenia o dedukcji otrzymamy
a — (,-a — [+ —=p. Na mocy (3) wnioskujemy, ze « — 3,-a — G+ 5. n

Kolejne dwa lematy dotycza wiasnosci koniunkeji i alternatywy, wyprowadzalnych w naszym
systemie dowodzenia. (Przypomnijmy, ze a A f = —(a — (—f5)) oraz a V = ~a — 3.)

Lemat 13.3 Dla dowolnych formut o, 3 i ~y:

1. aNfFa;

2. a,BFaNp;

3. aNPBEp;

4.y —ay—=BEy—=BA;
Dowéd: (1) Ten dowdd poprowadzimy ,od korica”, aby pokaza¢ metody jakimi mozna
sie postugiwac¢ dla konstrukcji wyprowadzenia. Mamy udowodnié¢, ze a A § F «, czyli, ze
(¢ — =) — L F «. Nie bardzo wiadomo jak sie do tego zabraé¢, bo stosujac modus ponens
do formuty (o« — =) — L na pewno nie dostaniemy formuty a. Ale wiemy, ze wystarczy

udowodnié¢ ——a, czyli formute (¢ — L) — L. Mamy tez twierdzenie o dedukcji, czyli
wystarczy jesli otrzymamy to:

(¢ —=p)— Lia— LF L (2)

Mamy szanse wyprowadzi¢ L, jesli wyprowadzimy przestanke ktoregos z zalozen. Sprobuj-
my wiec, czy uda sie uzyskaé to:

(0 = =p)— La— LFa— 0. (3)
7 twierdzenia o dedukcji wiemy, ze wystarczy cos takiego:

(¢ —==p)— La— L atk—p. (4)

o8



Ale to juz jest tatwe. Wystarczy sie powola¢ na Lemat 13.2(2). Stad dostaniemy (3)
i dalej (2).

Uwaga: to co zrobiliSmy, to nie byla konstrukcja dowodu w sensie Hilberta. To bylo tylko
uzasadnienie, ze taki dowdod mozna skonstruowac.

(2) Poniewaz o, B,a — (8 — L)+ L, wiec a, B (@ — (f — L)) — L, a to jest wlasnie
to co trzeba.

(3) Poniewaz =3 - a — = wiec (¢ — =) — L, =0 F L, astad a A+ ——0, i pozostaje
skorzysta¢ z Lematu 13.2(3).

(4) Latwa konsekwencja czesci (2).  n

Lemat 13.4 Dla dowolnych formut o, 3 i ~:

1. BFaVg;
2. akaVpg;

3. a—y,f—=yFaVp—ry;

Dowéd: (1) i (2) Oczywiste, bo przeciez a V f = ~a — f.

(3) Mamy @ — 7,8 — 7,0 — B+ a — y oraz a — 7,8 — 7,~a — B F —a — 1.
Z Lematu 13.2(4) wynika o — 7,5 — v, 7o — [ F 7, i pozostaje zastosowaé twierdzenie
o dedukcji. =

Lemat 13.5 Dla dowolnych formut o, 3,~:

1. (aVB) Ay (@AY V(BAY);
2. (aANY)V(BAY)F (aVB) Ay,
S (anB)VyE(aVy)ABVY);
4- (V)

aVy)ANBVY)F(anB)Vy;

Dowéd: (1) Poniewaz a,v F a A7, wiec a,y,a ANy — L+ L czyliv,aANy — L F
a— L. Stad v,a ANy — L, (a« - L) — B F (. Poniewaz oczywiscie v, ... F 7, wiec
v,aANy— L,aV E B Ay, bo przeciez (« — 1) — =« V (. Z twierdzenia o dedukcji
v, (o — L) — BF a(aNy) = (BA7), aponiewaz YA (aV ) FyiyA(aVpE)FaVv
(Lemat 13.3(1, 3)), wiec ostatecznie ¥ A (aV B) F (a A7) V(B A 7).
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(2) Poniewaz a -V iy tF 7, wieca Ay F (aV () Ay, z Lematu 13.3(1-2). Podobnie
BAyE (aVB) A7y, wiec teza wynika z Lematu 13.4(3).

(3) Podobnie jak w (2) nalezy najpierw zauwazy¢, ze v = (a V) A (BV7), bo vy (aV7y)
iy (BVy),orazze a ABE (aVy)A(BVY),boaANfE(avy)iaAfE (aVy).
Nastepnie uzywamy Lematu 13.4(3).

(4) Poniewaz vV a = (y — 1) — a, wiec 7V a,—~y F a. Podobnie vV 3, =~y F 3, wiec
YVa,yV B,y EaApf. Stad takze a V7, SVy E =y — (aAB). Zatem (aVy)A(BVy)
YV(aAB).

Algebra Lindenbauma

Ustalmy pewien zbiér formut I'. Okreslimy relacje ~r w zbiorze wszystkich formut:
a~r f3 wtedy i tylko wtedy, gdy I'Fa« g.

Latwo widzie¢, ze relacja ~r jest relacja réwnowaznosci, bo wiemy juz, ze:
Fa—a oraz a— B,0—vFa—7y

Ponadto relacja ~p zachowuje spojniki logiczne V, A i —:
Lemat 13.6 Jezeli o ~r o' 1 3 ~r 3 to:

1. ~a ~p =

2. aVf~ra Vi,

3. Oz/\ﬁNp O//\ﬁl,'
Dowéd: Cwiczenie. n

Powyzszy lemat pozwala na okreslenie operacji U, N, — na klasach abstrakcji relacji ~r.
Definiujemy je tak:

[p UGl = oV Bl
[r OBl = [ APl
_[a]NF = [_‘a]NF'

Lemat 13.6 gwarantuje poprawno$¢ tych operacji (wynik nie zalezy od wyboru reprezen-
tantéw). Mozemy tez okresli¢ relacje < w zbiorze Fx /..

[a]op < [O]op  wtedy i tylko wtedy, gdy T'Fa — f.

YWskazéwka: najpierw nalezy pokazaé, ze relacja ~r zachowuje implikacje.
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Lemat 13.7 Relacja < jest czesciowym porzadkiem w Fs/~p., a dla dowolnych o i (3:

o [aV B, = sup{la]~r, (B}
o [a A Bl = inf{[a].y, [B].}-

Dowéd: Latwy wniosek z Lematow 13.31 13.4. n

Lemat 13.8 Dla dowolnej formuly «,

o a~rp T wtedy i tylko wtedy, gdy I' - a. W szczegdlnosci a ~r T dla o € T'.

o o ~rp L wtedy i tylko wtedy, gdy I' F —a.

Dowéd: Latwy. n

Fakt 13.9 Zbior Fx /., ztozony ze wszystkich klas abstrakcji relacji ~r, tworzy algebre
Boole’a z operacjami U, N, —, i statymi 0 = [ L] oraz 1 = [T].

~r -

Dowéd:  Na mocy Lematu 13.7, algebra Fx /.. jest krata. Dystrybutywnosé wynika
z Lematu 13.5. Pozostaje sprawdzi¢ nastepujace cztery warunki:

1. aV L ~pa;
2. aNT ~pa;
3. aV-an~r T,
4. ~aANa ~p 1
Warunki (1) i (2) wynikaja stad, ze L i T sa odpowiednio najmniejszym i najwiekszym ele-

mentem. Warunek (3) wynika z réwnosci aV —a = ~a — —a, a warunek (4) z oczywistego
zwigzku o, — L L. »

Definicja 13.10 Algebre Boole’a £y = (Fx/.,U,N,—,0,1), o ktérej mowa w Fak-
cie 13.9, nazywamy algebrq Lindenbauma.
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14 Twierdzenia o pelnosci

Twierdzenie 14.1 (o pelnosci rachunku zdan) Zalézmy, ze T jest zbiorem formul
zdaniowych i niech a bedzie formulq zdaniowa. Jezeli T = « to T'F a. W szczegdlnosei,
kazda tautologia zdaniowa jest twierdzeniem.

Dowdd:  Przypusémy, ze I' I/ . Oznacza to w szczegdlnodci, ze I', - tf L, czyli, ze
[—a].. # 0. Na mocy Lematu 4.13, istnieje wiec taki filtr maksymalny F, ze [-al.,. € F.
Filtr F' jest tez ultrafiltrem (Lemat 4.15), tj. dla dowolnej formuly ¢, jedna z klas [p].,.

lub [—¢].. musi naleze¢ do F. Zauwazmy jeszcze, ze dla v € I' mamy [y].. =1 € F.

Niech teraz w bedzie takim wartosciowaniem zdaniowym, ze dla dowolnego symbolu zda-
niowego p

w(p) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy [p|]~. € F.

Udowodnimy, ze dla dowolnej formuty ¢ zachodzi
w(p) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy [¢]|~, € F. (5)

Postepujemy przez indukcje ze wzgledu na budowe formuty ¢. Oczywiste jest, ze warunek (5)
zachodzi dla L i dla symboli zdaniowych. Niech wiec p =9 — 4.

Zalozmy, ze w(y — ¥) = 1. Wtedy albo w(y)) = 0 albo w(v¥) = 1. W pierwszym
przypadku, z zalozenia indukcyjnego [¢].. & F, czyli [-¢)].. € F, bo F jest ultrafiltrem.
W drugim przypadku [¢].. € F. Ale poniewaz zaréwno ] . < [¢p — ], jak tez i
(V] < [0 — O]y, wiec w obu przypadkach [¢p — ] € F.

Na odwr6t, niech [p — ¥].. € F iniech w(¢) = 1. Z zalozenia indukcyjnego [¢].. € F,
a wiec takze [J].. € F, bo [¢]. N[ — V], < [J]~.. Na mocy zalozenia indukcyjnego
wnioskujemy, ze w(v¥) = 1.

Z warunku (5) wynika, ze w(a) =0, oraz w(y) =1dlayel. Stad ' ra. n

Pelnos¢ rachunku predykatow

Dowéd twierdzenia o pelnosci rachunku predykatéow jest nieco trudniejszy od rozwazanego
poprzednio dowodu pelnosci rachunku zdan, chociaz zasadniczy tok rozumowania pozostaje
podobny. Znowu bedzie mowa o algebrze Lindenbauma. Tym razem jednak nie szukamy
zerojedynkowego wartosciowania zdaniowego, ale musimy skonstruowac¢ odpowiednia struk-
ture algebraiczna. Na dodatek, byle jaki filtr maksymalny tym razem niestety nie wystar-
czy. Potrzebny bedzie filtr spelniajacy dos¢ wyrafinowane zachcianki i to stanowi zasad-
nicza trudno$é¢ techniczna. Mozna ja rozwiazaé¢ na dwa sposoby. Pierwszy jest bardziej
elegancki, bo czysto algebraiczny, i opiera si¢ na twierdzeniu, ktére tradycyjnie whrew
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gramatyce nazywane jest  lematem Rasiowa-Sikorski”. Ten sposéb ma jednak pewna
wade: stosuje sie tylko do przeliczalnych jezykéw (sygnatura i zbiér zmiennych musza by¢
przeliczalne). Drugi sposéb, zwany ,metoda statych Henkina” nie ma tego ograniczenia.

Definicja 14.2 Zbiér formul I' jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy I' = L.

Lemat 14.3 JesliI' F ¢ to istnieje taki skoriczony podzbior 'y C T', ze I'g = . W szczegdl-
nosci, jesl I' jest sprzeczny to ma skonczony podzbior, ktory tez jest sprzeczny.

Dowdéd: W wyprowadzeniu wystepuje tylko skonczenie wiele formut ze zbioru I'. Reszta
jest niepotrzebna. =

Lemat 14.4 Zalozmy, ze x ¢ FV (') i Ze stata ¢ nie wystepuje w formule ¢ ani w Zadnej
formule ze zbioru T'. Jesli T+ ¢z := ¢|, to I' - Vap.

Dowéd:  Przez indukcje ze wzgledu na dlugosé wyprowadzenia I' - @[z := ¢| pokazu-
jemy, ze I' = . A teraz wystarczy zastosowac regule generalizacji.

Jesli ¥ jest dowolng sygnatura, a C' jest zbiorem stalych nie nalezacych do X, to przez
YU C oznaczymy sygnature powstajaca z X przez dolaczenie stalych z C do .

Twierdzenie 14.5 (Lemat Henkina) Niech A bedzie dowolnym niesprzecznym zbiorem
formut sygnatury ¥ i niech x ¢ FV(A). Istnieje zbior statych C i funkcja ¢ : Fxuo it C,
o tej wtasnosci, ze zbior formul

AU{p[z = c(p)] — Vap | v € Fsuc}

jest niesprzeczny.

Dowdéd: *  Konstruujemy przez indukcje sygnatury %, zbiory stalych C, i przyporzadkowania ¢, :
1-1 . . .
Fs,, — Cp, w ten sposob aby niesprzeczne byly zbiory formut:

Ap = AU{p[z:=cu(p)] = Vap | p € Fx, },

Zaczynamy od Yg = 3. Dla jednostajnosci naszej konstrukeji przyjmijmy jeszcze C_; =0 ic_; = (. Gdy
n > 0 to przyjmujemy >, = X,_1 UCp_1.

Dla dowolnego n okreslamy teraz C, i ¢, : Fx, = ' jakkolwiek, byle tylko zachodzily zawierania

Cpn—1 € Cp icp—1 C ¢y (Trzeba po prostu wziaé odpowiednio duzo nowych statych). Nalezy teraz
wykazaé niesprzecznosé zbioru A,,.
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Jesli zbior A, jest sprzeczny to na mocy Lematu 14.3 ma skoiiczony podzbidr sprzeczny. Wybierzmy
minimalny taki podzbiér ©. Skoro sam zbiér A jest niesprzeczny to © — A # () i mozemy napisaé

© = 0" U{p[z = cn(p)] — V).

Zbiér ©’ jest niesprzeczny z minimalnosci ©. Mamy teraz ©’, o[z := ¢,(p)] — Vap b L, skad wynika
O F =(p[z := cn(@)] — Vo). Ale to oznacza, ze O F plx := ¢, (p)] oraz ©' F ~Vzp.

Stata ¢, () nie wystepuje w zadnej formule zbioru ©’, ani tez w samej formule . Z lematu 14.4 wynika
wiec sprzecznosé.

Ostatecznie okreslamy C' = |J{C), | n € N} oraz ¢ = |J{c,, | n € N}. Niesprzecznosé¢ naszego zbioru formut

wynika z Lematu 14.3: w przeciwnym razie ktorys ze zbioréw A,, bylby juz sprzeczny. B

Twierdzenie 14.6 (o pelosci rachunku predykatéw) Jezeli I' = ¢ to ' ¢.

Dowéd:  Przypusémy, ze I' I/ ¢. To znaczy, ze zbiér A = I' U {—¢} jest niesprzeczny.
Bez straty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze istnieje nieskonczenie wiele zmiennych nie wys-
tepujacych w I ani w ¢. (W przeciwnym razie nalezy , przenumerowa¢” zmienne, uzywajac
np. tylko tych o parzystych numerach.) Niech C' bedzie zbiorem stalych, o ktérym mowa
w lemacie Henkina i niech ¢ bedzie odpowiednia funkcja. Tak samo jak w przypadku
zdaniowym, rozwazamy algebre Lindenbauma £, tym razem jednak jest to algebra formut
sygnatury X U C. Poza tym definicja algebry £ jest dokladnie taka sama.

Wazna wlasnoscia naszej algebry jest to, ze kwantyfikatory ogélne odpowiadaja kresom
dolnym. Dokladniej, dla dowolnej formuly ¢ zachodzi réwnosé

Vgl = inf{{ple =t [T € Touo} (%)

Istotnie, [Vzy|.. < [plr = t]o., bo F VYrp — @[z = t] (aksjomat A7). Pozostaje
wiec sprawdzi¢, ze [Vay|.. jest najmniejszym ograniczeniem. Przypusémy wiec, ze dla
dowolnego t zachodzi I' F ( — ¢[r := t|]. Wtedy w szczegdlnosci T' = ( — ¢l := y],
gdzie zmienna y nie wystepuje ani w ¢ ani w ¢ ani w I' (takze jako zmienna zwigzana).
A zatem T', { - ¢[x := y] i stosujac generalizacje dostajemy I', { - Vyp[z := y|. Korzystajac
z aksjomatu (A7) otrzymujemy I',( F [z := y]ly := z|. Ale y nie wystepuje gdzie nie
trzeba, wiec przy podstawieniu @[z := y| nie ulegla zmianie zadna zmienna zwiazana.
Zmienna y nie pojawila sie tez w zasiegu kwantyfikatora wiazacego x. Zatem kolejne
podstawienie [z := yl[y := x] takze nie spowoduje wymiany zmiennych i w konsekwencji
otrzymamy @[z := y|[y := x] = ¢. Ostatecznie [(].,. < [Vzp]p.

Podobnie jak w dowodzie T'wierdzenia 14.1 bedzie nam teraz potrzebny filtr maksymalny F,
do ktérego nalezy [—¢]... Ale teraz to jeszcze za malo. Cheemy, aby w naszym filtrze byly
tez wszystkie elementy postaci [p[z = c¢(¢)] — Vryp|.. dla ¢ € Fyye. Istnienie takiego
filtru wynika z lematu Henkina. Nietrudno bowiem zauwazy¢, ze jesli I' U II jest zbiorem
niesprzecznym, to {[¢].. | ¥ € II} jest scentrowanym podzbiorem algebry £.
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Potrzebujemy teraz modelu A i wartosciowania v, speiajacego wszystkie formuty z na-
szego filtru F'. Na poczatek rozpatrzmy strukture terméw 7, w ktorej relacje sa okreslone
tak: Jedli r jest k-argumentowym symbolem relacyjnym sygnatury ¥, to dla dowolnych
terméw ty, ...t

(t1,...,tp) €77 wtedy 1 tylko wtedy, gdy [r(t1, ... tg)]~p € F.
W strukturze 7 okreslimy teraz relacje ~ warunkiem:
t~u wtedy i tylko wtedy, gdy [t =u].. € F.

Ta relacja jest kongruencja w 7. Wynika to z aksjomatéw (A8) i (A9). Mozemy wiec
utworzy¢ strukture ilorazowa A = 7 /~. 1 to jest wlasnie model, ktérego potrzebujemy.
W tym modelu okreslimy wartosciowanie kanoniczne v(t) = [t]~. Naszym celem jest teraz
nastepujaca réwnowaznosc:

A v E wtedy i tylko wtedy, gdy (Y]~ € F. (%)

Dowdd (%) przebiega oczywiscie przez indukcje ze wzgledu na ¢ i jest podobny do dowodu
réwnowaznosci (5) wystepujacej w dowodzie Twierdzenia 14.1. Jedyny istotnie nowy przy-
padek wystepuje wtedy gdy ¥ = Vzp.

Zalézmy najpierw, ze [Vxy|.. € F. Na mocy (%) mamy wtedy [p[z := t]].. € F dla
wszystkich ¢t. Z zalozenia indukcyjnego A, v |= [z := t] dla dowolnego t. Ale v(p[z :=1t]) =
vz(t)(go) = vlﬂ“(gp), a kazdy element A jest postaci [t]~. Stad A, v¢ |= ¢ dla wszystkich a €
A czyli A, v |= Vap.

Implikacja odwrotna jest kluczowa czescia naszego dowodu. Przypusémy, ze A,v = Vrp.
To znaczy, ze A,v | plr := t| dla dowolnego termu ¢ i z zalozenia indukcyjnego mamy
(ol == t]]~. € F. W szczegilnosci [p|x = c(¢)]]~. € F. Ale do filtru F' nalezy tez klasa
[olx = c(p)] = Vop].. Stad [Vze].,. tez musi naleze¢ do filtru.

Z warunku (s*) wynika od razu, ze A,v =T oraz A,v = —¢, w szczegdlnosci A, v (= ¢.
A zatem I' £ ¢.  m

Whniosek 14.7 Zbior formut I' jest spelnialny wtedy i tylko wtedy, gdy jest niesprzeczny.

15 Teoria modeli

Whiosek 15.1 (Dolne twierdzenie Skolema-Léwenheima) Jesli zbior formut I’ (w je-
zyku przeliczalnym) jest spetnialny to ma model przeliczalny.

Dowéd:  Skoro T jest spelialny, to jest niesprzeczny, wiec I' ¥ 1. Powtarzajac kon-
strukcje z dowodu Twierdzenia 14.6 otrzymamy strukture terméw A, speliajaca I". Wazne,
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ze noénik |A| = Ty /~ jest zbiorem przeliczalnym. n

Uwaga: W przypadku jezyka nieprzeliczalnego, gdy zbiér wszystkich termoéw jest mo-
cy m, mozna uogolni¢ powyzszy wniosek tak: kazdy spetialny zbiér formutl ma model
mocCy €O najwyzej m.

Twierdzenie Skolema-Léwenheima bylo kiedy$ nazywane ,,paradoksem Skolema-Léwenhei-
ma”, z powodu swoich zaskakujacych konsekwencji. Przyktadowo, wiadomo, ze liczb rzeczy-
wistych jest nieprzeliczalnie wiele. Na mocy dolnego twierdzenia Skolema-Lowenheima ist-
nieje jednak przeliczalna struktura (P, +,-,0,1) spelniajaca dokladnie te same zdania co
zwykle cialo liczb rzeczywistych (R, +,-,0,1). Struktury te sa wiec catkowicie nieodrdz-
nialne z punktu widzenia zwyklej logiki predykatéw.

Jeszcze bardziej zaskakujace jest istnienie przeliczalnego modelu dla teorii mnogosci, tj.
struktury przeliczalnej (S,e,=), w ktérej dwuargumentowa relacja e spelia doktadnie
wszystkie twierdzenia wynikajace z aksjomatéw teorii mnogosci. W strukturze S prawdziwe
sa np. zdania stwierdzajace istnienie zbioréw nieprzeliczalnych!

Twierdzenie 15.2 (o zwartosci) Jesli I' |= ¢ to istnieje taki skoriczony podzbior 'y C T,
ze Ty = @. W szczegdlnosei, jesli kazdy skoriczony podzbior zbioru T' jest spelnialny, to T’
jest spetnialny.

Dowdéd:  Natychmiastowa konsekwencja twierdzenia o pelnosci i Lematu 14.3.

Klasycznym zastosowaniem twierdzenia o zwartosci jest nastepujace twierdzenie:

Fakt 15.3 Jesli I' ma dowolnie duze modele skoniczone to ma model nieskonczony.

Dowéd:  Niech {y; : i € N} beda r6znymi zmiennymi, nie wystepujacymi wolno w for-
mulach z I'. Rozpatrzmy zbior formul A = {,~(y; = y;)" | i # j}.

Jesli Ty € "' U A jest zbiorem skoniczonym to istnieje takie j, ze dla ¢ > j, zmienne y;
nie wystepuja w I'g. Istnieja takie A, v, ze A,v = I' oraz |A| ma co najmniej j réznych
elementéw ao, . ..,aj_1. Niech v’ bedzie takim wartoSciowaniem, ze v'(y;) = a; dla i < j
oraz v'(z) = v(z) dla innych zmiennych z. Wtedy oczywiscie A,v" = T'.

Zatem kazdy skoniczony podzbior zbioru I' U A jest spelialny. Z twierdzenia o zwartosci
takze zbiér 'UA jest spelnialny. Ale caly zbiér 'UA moze by¢ jednoczesnie speliony tylko
w nieskoniczonym modelu: jezeli bowiem A, v = A, to wszystkie elementy v(y;) musza by¢
rozne. &

Whniosek 15.4 Nie istnieje taki zbior zdan T, Ze dla dowolnego modelu A:
AET  wtedy i tylko wtedy, gdy |A| jest skorczone.
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Dowdd:  Prosta konsekwencja Faktu 15.3

A zatem nie mozna zdefiniowaé pojecia skonczonosci przy pomocy formul pierwszego rzedu.

Twierdzenie 15.5 (Twierdzenie Skolema-Léwenheima)

Jesli zbior formul T (w przeliczalnym jezyku) ma model nieskorniczony to ma modele dowol-
nej mocy nieskonczoney.

Dowéd: Podobny do dowodu Faktu 15.3. Niech m > Xy. Dodajemy do jezyka zbiér YV
nowych zmiennych (lub stalych) o mocy m i rozszerzamy zbiér I' o aksjomaty ,,—(y = /)"
dla wszystkich réznych y, 1y’ € Y. Z twierdzenia o zwartosci wynika!? istnienie modelu mocy
co najmniej m. Co wiecej, nasz rozszerzony zbiér ma wylacznie takie modele. Z dolnego
twierdzenia Skolema-Lowenheima (por. uwaga po Tw. 15.1) wnioskujemy, Ze istnieje model
mocy réwnej m. &

Ciekawym przykladem zastosowania twierdzenia o zwartosci jest twierdzenie Kfoury’ego-
Parka, ktére przedstawimy na przyktadzie (dla unikniecia dlugich definicji). Rozpatrzmy
nastepujacy prosty while-program P(x) z jedna zmienna wejsciowa x:

begin y := ¢; while 2 # y do y := f(y) end

Niech A = (A, fA, ¢*) bedzie dowolnym modelem sygnatury { f, c}. Dla wartosci wejéciowej
a € A rozpatrzmy obliczenie P(a) programu P. Nietrudno zauwazy¢, ze obliczenie P(a)
nie zatrzymuje sie wtedy i tylko wtedy, gdy A,a | A, gdzie A sklada sie ze wszystkich

formut postaci —~(x = f(f(---(c)---)))).

Szukamy takiego zbioru zdani I' aby dla dowolnej interpretacji A = (A, f4, ¢*) zachodzilo
wynikanie:

Jesli A ET to obliczenie P(a) zatrzymuje sie dla dowolnego a € |A.

Przypusémy, ze I' jest zbiorem zdan o tej wlasnosci. Wéwcezas zbior formut
Fu{,~(z = f"(c))” | n € N}

jest zbiorem niespemialnym. (Oczywiscie f"(c) oznacza term f(f(---(c)--+)), w ktérym
symbol f wystepuje n razy.)

Na mocy twierdzenia o zwartosci istnieje skoniczony podzbior niespelnialny. Istnieje wiec
takie n, ze dla dowolnego modelu A speliajacego I, i kazdego elementu a € |A| zachodzi
jedna z réwnoéci a = ¢, a = fA(ch), ..., a = fAFA(-- fA(cY) - -+)), gdzie liczba iteracji
funkcji f# jest co najwyzej réwna n.

107 to sie nazywa gérnym twierdzeniem Skolema-Loéwenheima.
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A zatem kazdy warunek wystarczajacy na to aby while-program byt totalny, tj. zawsze
sie zatrzymywal, w istocie okresla takze pewne ograniczenie gorne na liczbe krokéw tego
programu. Nie sposéb wiec skonstruowac zbioru formut rachunku predykatow, ktoérego
spehienie bytoby warunkiem koniecznym i wystarczajacym na zatrzymywanie si¢ danego
while-programu, przy dowolnej interpretacji wystepujacych w nim symboli funkcyjnych.

Dowolnosé¢ interpretacji, o ktérej mowa powyzej, jest istotna. Jesli sie ograniczy¢ na
przyktad do standardowego modelu arytmetyki, tj. struktury N' = (N, +,-,0,s) (gdzie
s oznacza funkcje nastepnika) to mamy nastepujace

Twierdzenie 15.6 (tw. Gédla o reprezentacji) Dla dowolnego while-programu P(x),
w ktorym wystepuja tylko symbole funkcyine +,-,0,s i symbol rownosci, istnieje taka for-
muta @, ze

N.n k= wtedy i tylko wtedy, gdy obliczenie P(n) zatrzymugje sie w N
Konflikt pomiedzy trescia Twierdzenia 15.6 i twierdzenia Kfoury’ego i Parka jest pozorny.

Okazuje sie, ze w jezyku rachunku predykatéw nie mozna zdefiniowaé jednoznacznie stan-
dardowego modelu arytmetyki.

Fakt 15.7 Istnieje niestandardowy model arytmetyki, tj. przeliczalna struktura
'M = <M7 @7 ®7 07 S>7

o takich wltasnosciach:

e dla dowolnego zdania p, warunki N = ¢ i M = ¢ sq réwnowazne;

o struktury N 1 M nie sq izomorficzne.

Dowé6d:  Niech Th(N) oznacza zbiér wszystkich zdani prawdziwych w modelu AV i niech
A sklada sie ze wszystkich formul postaci z # s(s(...s(0)...)). Nietrudno pokazaé, ze
kazdy skoriczony podzbiér zbioru Th(N)UA jest spelialny w modelu N przez dostatecznie
duza wartos¢ x. Zatem calo$é jest spelnialna w pewnym modelu M przez pewne wartos-
ciowanie v. Wtedy M spehia te same zdania co N, ale element v(z) nie ma odpowiednika
w modelu N, bo kazdy element N’ mozna otrzymaé z zera za pomoca nastepnika. &

Arytmetyka Peano
Skoro nie mozna zdefiniowa¢ jednoznacznie modelu standardowego, moze mozna chociaz,
za pomoca odpowiednich aksjomatow, scharakteryzowaé zdania ktére sa w nim prawdziwe?

Przez PA (od ,,Peano Arithmetics”) oznaczymy zbiér aksjomatéw ztozony z formut:
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e Vr—(s(z) =0)

Vavy (s(z) = s(y) — x = y);

Vo (x40 =x);

o Vavy (x + s(y) = s(z+v));
o Yz (z-0=0);
o VaVy (z-s(y) = (z-y) + x);

o Yz (p(x) — p(s(z))) — (¢(0) = Vao(zx)),

gdzie ¢(x) moze by¢ dowolna formula. Pierwsze dwa aksjomaty méwia, ze zero nie jest
nastepnikiem zadnej liczby i Ze operacja nastepnika jest réznowartosciowa (to gwaran-
tuje nieskoniczono$é). Kolejne dwa aksjomaty stanowia indukeyjna definicje dodawania,
a nastepne dwa — indukcyjna definicje mnozenia. Na koncu mamy nie pojedynczy ak-
sjomat, ale schemat aksjomatu, nazywany schematem indukcji. Zatem zbior aksjomatéw
Peano jest w istocie nieskonczony. Ale zbior ten jest efektywny, tj. mozna mechanicznie
ustali¢ co jest aksjomatem a co nie jest.

Oczywiscie standardowy model arytmetyki jest modelem arytmetyki Peano:
N E PA.

Inaczej méwiac, wszystkie konsekwencje aksjomatéw Peano (twierdzenia teorii PA) sa
prawdziwe w standardowym modelu. A na odwrét? Kiedy$ przypuszczano, ze PA jest
teoriq zupelng, tj. ze kazde zdanie prawdziwe w N jest twierdzeniem arytmetyki Peano.!!

Przypuszczenie to okazalo sie falszywe dzieki odkryciu dokonanemu przez Godla, a mia-
nowicie dzieki metodzie arytmetyzacji (numeracji Godla). Wszystkie symbole jezyka aryt-
metyki numerujemy na przyktad tak:

Symbol: 0 s + : 1 — = Vv ( ) xg )
Numer: 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12

Kazdemu ciagowi znakéw, w tym kazdej formule, dowodowi itp., mozna teraz przypisac
kod liczbowy. Jesli przez #a oznaczymy numer znaku a, to kodem napisu ,a,as . ..a,”" jest
liczba

Kod(ayay . . . ay) = 2#a3#esfasyita  pitan

UTeoria T jest zupetna, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego zdania ¢ (w jezyku tej teorii) zachodzi
albo T | ¢ albo T | —p. Zbiér zdan prawdziwych w ustalonym modelu jest oczywiscie zawsze teoria
zupeha,.
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gdzie p, oznacza n-ta liczbe pierwsza. Odkrycie Godla oparte jest na obserwacji, ze wlas-
nosci formut arytmetyki moga by¢ wyrazane w jezyku samej arytmetyki jako teorioliczbowe
whasnosei kodéw. Zamiast np. méwié o wlasnosciach formuty Vzo((z1 + 29 = 0) — 1),
mozna mowi¢ o wlasnosciach jej kodu, tj. liczby

Kod(Vxo((z1 + 20 = 0) — L)) = 283M15%79111213%17111972312910316375411°,

Niech symbol n oznacza term s"(0). Oczywidcie znaczeniem termu n w N jest liczba n.
Mozna teraz np. napisa¢ taka formule F'(z) o jednej zmiennej wolnej z, ze dla dowolnego
n € N zachodzi réwnowaznos¢

N = F(n), wtedy i tylko wtedy, gdy n jest numerem formuly o jednej zmiennej wolne;.

Oczywiscie wiele rozmaitych wlasnoéci syntaktycznych mozemy wyrazi¢ w podobny sposéb. 2
Przydatna jest np. formuta T'(z,y) o takiej wlasnosci:

N E T(n,m), wtedy i tylko wtedy, gdy
e m jest numerem pewnej formuly ((z) o jednej zmiennej wolnej,

e 1 jest numerem zdania ((m).

W skrécie zapiszemy to tak:
N E T(n,m), wtedy i tylko wtedy, gdy n jest numerem zdania ¢,,(m).

Nie kazda wlasnosé formut moze jednak by¢ wyrazona w jezyku arytmetyki.

Twierdzenie 15.8 (tw. Tarskiego o niewyrazalnosci prawdy) Nie istnieje formuta
wyrazajgca prawdziwosé formut w standardowym modelu, tj. taka formuta P(x), Ze

N E P(n) wtedy i tylko wtedy, gdy n jest numerem zdania prawdziwego w N .

Dowéd: Dowdd twierdzenia polega na wyrazeniu znanego paradoksu ktamecy'® w jezyku
arytmetyki. Rozpatrzmy nastepujaca formute

T(x) =3y (T(y,z) A=P(y)).
Woéwezas N = T'(n) wtedy i tylko wtedy, gdy

e 1 jest numerem pewnej formuly ((z) o jednej zmiennej wolnej,

e zdanie ((n) jest falszywe w N.

2Tstotnym problemem technicznym jest koniecznosé kodowania ciagéw liczb o nieznanej z géry diugodci.
Uzywa sie w tym celu tzw. chinskiego twierdzenia o resztach.
13Stwierdzenie ,To zdanie jest fatszywe” nie moze byé ani prawdziwe ani falszywe.
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Mniej Scisle, ale proscie;j:
N E T(n) wtedy i tylko wtedy, gdy N E ¢, (n).

Formuta T'(z) tez ma numer, powiedzmy, ze T'(x) = ¢x(z). A zatem mozemy napisaé
N = T(k) wtedy i tylko wtedy, gdy N | —or (k).

Mozemy to napisac z czystym sumieniem, bo warunek
e k jest numerem pewnej formuly ((x) o jednej zmiennej wolnej,

jest oczywiscie speliony. Ale przeciez (k) to wlasnie formuta T'(k). A zatem:
N E T(k) wtedy i tylko wtedy, gdy N | =T (k).

No jasne: zdanie T'(k) stwierdza ,Ja jestem falszywe!” Ze znanym skutkiem ... ®

Twierdzenie Godla o niezupeosci arytmetyki otrzymamy po nieznacznej modyfikacji po-
wyzszego rozumowania. Zamiast niemozliwego do zdefiniowania pojecia prawdy, uzy-
jemy wyrazalnej wlasnosci ,,mie¢ dowdéd w arytmetyce Peano”. Otrzymamy w ten sposob
zdanie Z, ktére mowi: ,,Ja nie mam dowodu!”.

Uwaga: Twierdzenie Tarskiego podpowiada rozstrzygniecie paradoksu ktamcy: Problem
lezy w niewyrazalnosci pojecia “zdania prawdziwego”, takze w jezyku polskim. A skoro
pytamy o wlasnos$é, ktérej nie umiemy zdefiniowac, to nie dziwmy sie, ze nie ma odpowiedzi.

Twierdzenie 15.9 (Goédla o niezupelosci) Istnieje takie zdanie Z w jezyku arytmetyki,
ie PAY Z i PAY —Z.

Dowéd:  Postepujemy jak w poprzednim dowodzie, uzywajac formuty P’'(z) o wlasnosci
N | P'(n) wtedy i tylko wtedy, gdy n jest numerem zdania, ktére ma dowdd w PA.
Otrzymamy w koricu taka konkluzje: N |= T'(k) wtedy i tylko wtedy, gdy PA t T'(k).

Przyjmujac Z = T(k), wnioskujemy, ze ani Z ani —Z nie moze mie¢ dowodu w PA.
Zalozenie PA &+ Z prowadzi do sprzecznosci, bo jesli PA+ Z to N | Z. Ale zalozenie
PAF —Z tez prowadzi do sprzecznosci, bo mieliby$my z jednej strony N = =7, a z drugiej
N E Z. Uwaga: nietrudno zauwazy¢, ze N = Z. n

Istota twierdzenia Godla polega nie na tym, ze akurat PA jest niezupemlma. Jesli zbior
aksjomatéw PA rozszerzymy do innego efektywnego (!) zbioru aksjomatéw prawdziwych
w N to nadal bedzie istnialo zdanie niezalezne od tych aksjomatéw. Dowdd pozostanie
prawie bez zmian. A wiec nie tylko PA, ale w ogdle kazda efektywnie zadana teoria musi
byc niezupema (jesli tylko jest dostatecznie silna na to, aby dalo sie w niej zinterpretowaé
pojecia arytmetyczne).
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Niech m bedzie numerem zdania ,,0 = s(0)” i niech Con oznacza zdanie —=P’'(m). Zdanie to
wyraza niesprzeczno$¢ arytmetyki Peano. Rozumowanie podobne do uzytego w dowodzie
Twierdzenia 15.9 mozna. .. sformalizowa¢ w jezyku arytmetyki. Otrzymamy konkluzje:

PAF Con — Z,

gdzie Z jest zdaniem z Twierdzenia 15.9. W konsekwencji otrzymujemy:

Whniosek 15.10 PA t/ Con.

Niesprzecznosci arytmetyki Peano nie mozna udowodni¢ na gruncie samej arytmetyki
Peano (chyba, ze sama PA jest sprzeczna). Ta sama konkluzja dotyczy kazdej dostatecznie
silnej teorii.

16 Rachunek sekwentow

Systemy dowodzenia twierdzen w stylu Hilberta maja pewne zasadnicze wady, zwiazane
z tym, ze gléwnym narzedziem w dowodach jest reguta odrywania. Po pierwsze, aby
wyprowadzi¢ nawet prosta formute, trzeba sie postugiwaé formulami znacznie dtuzszymi.
Po drugie, jesli chcemy wyprowadzi¢ formule ¢ z pomoca reguly modus ponens

9=, U
¥

to musimy odgadna¢ odpowiednia formule ¢/, a nie mamy zadnych wskazéwek co do jej
ksztaltu. Dlatego systemy w stylu Hilberta nie bardzo nadaja sie do zastosowan praktycz-
nych.

Rachunek sekwentéw, wprowadzony przez Gentzena, to inna metoda wyprowadzania twier-
dzen rachunku zdan lub rachunku predykatéw. Definicje sa tu moze troche bardziej skom-
plikowane, ale za to otrzymujemy system, ktory prawie nie ma wyzej wymienionych wad.

Sekwentem nazywamy napis postaci ,ou, ..., o = G1,..., 8,7, gdzie a; 1 B; sa formulami.
Zarowno m jak n moze by¢ zerem. Piszemy I', o lub «, ' na oznaczenie ciagu powstatego
z I" przez dopisanie « z tyhu lub z przodu. Za aksjomaty rachunku sekwentéw przyjmujemy
sekwenty postaci:

1+ oraz at a,

gdzie « jest dowolng formula. (Czasem moga by¢ przyjmowane jeszcze dodatkowe aksjo-
maty, o czym za chwile. Inne definicje pozostaja wtedy bez zmian.) Reguly rachunku
sekwentéw pozwalaja z jednego lub dwoch sekwentow-przestanek wyprowadzi¢ sekwent-
konkluzje.

Reguly przedstawione w tabeli tworza system dowodzenia sekwentéw w rachunku predy-
katéw. Tym razem nie korzystamy z mozliwosci definiowania jednych spéjnikow przez
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inne. Warto bowiem zobaczy¢ w jaki sposob reguly rachunku sekwentéw zwiazane sa
z podstawowymi wlasnosciami poszczegolnych operacji logicznych.

Uwaga: (1) Reguly rachunku sekwentéw mozna znacznie uproscié, jesli zamiast ciagéw
formul uzywa sie zbioréw, tj. zaniedbuje sie kolejno$¢ formut w ciagu i ich powtdérzenia.
Wtedy reguly wymiany i skracania staja sie niepotrzebne.

(2) Nasze reguty dla kwantyfikatoréw sa sformutowane w taki sposéb, aby nie bylo potrzebne
utozsamianie ze soba alfa-rownowaznych formul. Przy zalozeniu alfa-konwersji reguty (PV)
i (L3) mozna napisa¢ tak:

LEe® g rvruy)) (L3) P>

S L et FV(TUX
Tk Vop, > Fapry @EFVITUE)

(PV)

Definicja 16.1 Wyprowadzeniem sekwentu I' = ¥ (lub dowodem formalnym w sensie
Gentzena) nazywamy drzewo!? etykietowane sekwentami, ktére ma nastepujace whasnodci:

e Korzen ma etykiete I' - 3;
e Etykiety lisci sa aksjomatami;
e Etykiety pozostatych wierzchotkdw sa otrzymane z etykiet ich nastepnikéw (synéw)

za pomoca regut wnioskowania.

Uwaga: Jak powiedziano wyzej, kolejno$¢ i powtorzenia formut w sekwencie sg istotne.
W praktyce jednak czasami pomijamy kroki dowodu polegajace na zastosowaniu regut
wymiany i skracania (stosujemy je domyslnie), por. Przyktad 16.2(3).

Przyklad 16.2 (1) Dowdd sekwentu - ((p — ¢) — p) — p:

p:p (PO)
}_Z—?’;p FD pkp
7 (LI)
(p—q)—pkp (1)

F((p—q) —p) —p

4 Tym razem nalezy sobie wyobrazaé, ze drzewo ma korzen na dole a liécie na gérze.
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Oslabianie: F'_—E(LO) e (PO)
T.akFx TFa,%
Wymiana: F7 (V2 ¢, A " E (LW) F I_ Av ¥, ¢) Z (PW)
Lo, o, AL LAY, @ %
Skracanie: M(LS) Logo (PS)
ekFXY 'Eg, X
Negacja: M(LN) Lafx (PN)
T, -a k% ['F o, 2
Koniunkcja: _DabX gy DOEY Fha® TFOXpy
FangFX FanpEE 'cang X
Alternatywa: Labx LpkEx (LA) Sial:p (PA) P
T.aVviry TFaVjy TFaViy
N ko, T,0FX Iak 3,2
Implikacja: : ’ LI ’ T (P1
mplikacja TS (LT) Fl—a—>ﬁ,2( )
, [ ple:=t|F X I'F plz:=y], &
Kwantyfikat Iny: ’ LV —(PV
wantyfikator ogdlny I Vopl % (L) TF Vg, Y (PV)
Kwantyfikator szczegélowy: Lplo=y] % (L3) LF pla:=tl, E(PH)
L3z X I'Fdzp, 2
Ciecie: Lr a,FE'_ ;’ af (Ciach!)

Reguty (PV) i (L.3) maja nastepujace ograniczenie: zmienna y nie moze wystepowaé¢ wolno

w zadnej formule nalezacej do I' U 3.
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(2) Dowdéd sekwentu p V —p:

pkp
F-p,p
FpV-p,p
Fp,pV-p
FpV-p,pV-op

(PN)
(PA)
(PW)
(PA)
(PS)

FpV-p
(3) Ten sam dowdd zapisany w uproszczony sposéb (domyslna wymiana i skracanie):
pkp
= -p,p
FpV-p,p

(PN)

(PA)

(PW + PA + PS)
FpV-op

(4) Dowéd sekwentu Ve P(z) F =3z(P(x) — L). Kilka razy domyslnie uzyto reguty (LW).

1k
wy_F@rP@  TPmr
) P(z),P(z) — L+

VzP(x), P(z) — LI
(PN)‘V’xP(x), Jz(P(z) — L)+
VaeP(z) F —3z(P(x) — 1)

Uwaga: Poniewaz mamy do dyspozycji reguty ostabiania, wiec reguty (PK), (LA), (LI)
oraz regula ciecia moga by¢ réwnie dobrze wybrane tak:

TFa,Y AFBII
[,AFaAB DI

TakY ABFI

PK1
(PK1) T,AaVvA3E S Il

(LA1)

TFa,X ABFI
A, a— BF %10

''Fa, ¥ AarIl
|BWANI=DIN ||

(LI1) (Ciachl)

Natomiast inna mozliwa postaé regut (LK) i (PA) jest taka:
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o, X
NaApEX

I'-a,pB,%

(LK1)
TFaVvgy

(PA1)
Rachunek sekwentéw Gentzena jest rownowazny systemowi dowodzenia w stylu Hilberta.

Twierdzenie 16.3 Nastepujgce warunki sq rownowazne:

1. Sekwent I'& (31, ..., Bn ma dowod w sensie Gentzena,

2. Formuta By V ---V B, ma dowod w sensie Hilberta ze zbioru zatozen I';

3 TEBV -V

A zatem formula o« jest tautologiq wtedy i tylko wtedy, gdy sekwent , F o” ma dowdd
w sensie Gentzena.

Dowéd: (Szkic) Skorzystamy oczywiscie z twierdzenia o pemosci dla systemu Hilberta.
Mamy stad implikacje (3) = (2). Implikacja (1) = (3) jest latwa: wystarczy sprawdzié
kolejno poprawnos¢ wszystkich regut. Dowdd implikacji (2) = (1) tez nie jest trudny, bo
mamy do dyspozycji regute ciecia. Na przyktad majac I' - a i I+ o — (3, mozna otrzymac
I' F 3 w nastepujacy sposob:

BEBLo)
- (LO)
poy LFa—7 @UFFQ W
_ I'ka— B8 La—fGFpS
(Ciach)
r+3

W dowodzie powyzszego twierdzenia istotnie korzystaliSmy z reguly ciecia. Okazuje sie
jednak, ze ciecie nie jest niezbedne. I wlasnie o to chodzi.

Twierdzenie 16.4 (o eliminacji ciecia) KaZdy sekwent, ktéry ma dowdd w rachunku
sekwentow, ma tez taki dowaod, ktory nie uZywa requly ciecia.

Glowna zaleta dowoddéw bez ciecia wynika z nastepujacej wlasnosci podformut: wszystkie
formuly wystepujace w przestance dowolnej reguty (poza cieciem) sa podformutami formut
wystepujacych w konkluzji. Dlatego np. w dowodzie sekwentu F « mamy do czynienia
tylko z podformutami formuly «. Dla danej formuly «, latwiej wiec znalez¢é dowdd w sensie
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Gentzena niz dowod w sensie Hilberta. Dlatego systemy zblizone do rachunku sekwentow
sa stosowane w praktyce.

Uwaga: Pojecie podformuty danej formuly, w przypadku formul rachunku zdan oznacza
po prostu taka czes¢ danej formuly, ktéra sama jest poprawnie zbudowang formuta. Zatem
kazda formuta rachunku zdan ma tylko skonczenie wiele podformut. W przypadku formut
z kwantyfikatorami jest niestety inaczej: za podformule formuly Vx¢ musimy uwazac¢ kazda
formule postaci p|x:=t|, gdzie t jest dowolnym termem. Formuta z kwantyfikatorami ma
wiec nieskonczenie wiele podformut.

7 wlasnosci podformut wynika wlasnosé konserwatywnosci logiki nad swoimi fragmentami:

jesli formuta, w ktérej nie wystepuje jakis spojnik jest tautologia, to jej wyprowadzenie nie
wymaga regut zwigzanych z tym spdjnikiem.

17 Klauzule Horna i regula rezolucji

Klauzulg nazywamy sekwent postaci pi,...,pn F Q1. Gm, gdzie p1, ... Pns Qs - - - 5 @ S8
zmiennymi zdaniowymi, i m,n > 0. Klauzulg Horna nazywamy klauzule, dla ktérej m = 1.

Przypusémy teraz, ze mamy do czynienia tylko z klauzulami, ale za to oprécz standard-
owych aksjomatow
1+ oraz alt a,

mamy jeszcze jakies aksjomaty dodatkowe. Wtedy Twierdzenie 16.4 nie jest juz prawdziwe,
ale mamy jego nastepujaca wersje:

Twierdzenie 17.1 (o rezolucji) Kazda klauzula, ktéra ma dowdd w systemie Gentzena,
rozszerzonym o pewne klauzule jako aksjomaty, ma tez taki dowod uzywajacy tylko requt
ostabiania 1@ requty ciecia, stosowanej zawsze tak, zZe lewa przestanka jest aksjomatem:

ph"'vpn'_sla"'vsfaq) Q7q17"'aq1€|_r17"'arm

pl?""pn7Q1""7qk|_81’"'78E7T17"'7Tm

Regula ciecia, ograniczona jak w Twierdzeniu 17.1, nosi nazwe requly rezolucji. Jej ,thu-
maczenie” na styl Hilberta moze by¢ zapisane tak:

-p V-~ Vp,V$1V---Vs,Vq, —qgV—-qV---NVN—qgVriV...Vr,

P11V Vo, Vo Ve Vo Vs Ve Vs Vri V-V,

W uproszczeniu:
Lvg, —qVP

LvP
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Jesli rozwazane sa tylko klauzule Horna to reguta rezolucji jest stosowana w postaci:

pla"wpnl_qa anh--lec'_T
DlyevvsPrsQlyeeos QT

Zadanie, ktore chcemy rozwiazywaé, jest nastepujace: przyjmujac pewne klauzule Horna
jako nowe aksjomaty, chcemy wywnioskowa¢ klauzule postaci - p. Przykladowo: wiemy,
ze drapiezniki (D) maja wasy (W), i ze ten kto ma wasy i ogon (O) jest kotem (K). Mamy
drapieznika z ogonem i pytamy czy to jest kot.

Naszymi aksjomatami sa wiec cztery klauzule Horna:

e W OF K;
e DFEW;
o - D;
o FO.
Mozna z nich tatwo wyprowadzié¢ klauzule - K. Jednak proces wyszukiwania potrzebnej

informacji jest lepiej widoczny, gdy zamiast dowodzi¢ = K dodamy do aksjomatow klauzule
oK F 71 sprébujemy wyprowadzié¢ sprzecznosé, tj klauzule ,, = 7. Mozna to zrobi¢ tak:

W,0+ K K+
DFW W, 0
=D D,OF
FO O+
l_

Zauwazmy, ze jesli zamienimy w powyzszym dowodzie klauzule postaci I' F na I' - K to
otrzymamy dowodd ,,wprost” klauzuli - K.

Sekwent postaci ,,p - 7 nazywamy klauzulg celu. Klauzule celu wraz z danymi aksjomatami
nazywamy programem logicznym. W naszym przykitadzie mamy do czynienia z programem,
ktory w czesto spotykanej notacji bylby zapisany jako pie¢ klauzul. Sa to dwie ,,reguly”

K :—W,O. i W :— D.

dwa ,fakty”:

oraz cel:
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Wykonanie programu polega na sprowadzeniu pytania o K do pytania o W, O i ostatecznie
do faktéw O i D. Interpreter jezyka programowania udzieli wtedy odpowiedzi ,tak”. Nie
zawsze to musi by¢ natychmiastowe: w przypadku programu

A—-B. C:—A C:—D. D:—. —C7

proba sprowadzenia pytania o C' do pytania o A nie prowadzi do sukcesu i konieczny jest
nawrdt. W ogolnosci moze byé gorzej: interpreter moze wpas¢ w petle i nie znalez¢ dowodu
cho¢ on istnieje. Moéwimy wtedy o niezgodnosci interpretacji ,,procedurowej” programu
z jego interpretacja ,logiczna’. Problem ten wystapi na przyktad dla programu:

A—-C. C:—A C.—D. D:—. :—=C7

Programowanie w logice

Programy logiczne w ktorych wystepuja tylko zmienne zdaniowe, maja umiarkowane zasto-
sowania. (Ostatecznie, kot jaki jest, kazdy widzi.) Nalezy wiec metode rezolucji rozszerzy¢
na jezyk rachunku predykatow. Klauzule Horna to teraz sekwenty postaci Ay,..., A, - B,
gdzie A; oraz B sa formutami atomowymi, a klauzula celu ma postaé¢ C(zq,...,2%) F
gdzie C € Bt Wyprowadzenie sprzecznosci z takiej klauzuli celu, to tyle co dowéd for-
muly Jzq,...,2,C(xq,...,2). W istocie dowdd ten jest konstruktywny, tj. polega na
znalezieniu konkretnych termoéw tq,. .., tg, dla ktérych sekwent - C(t1,. .., t;) ma dowdd.

Regule rezolucji w postaci odpowiedniej dla logiki pierwszego rzedu mozna zapisaé tak:

A,...,A,FB O C,....Co D
S(A1),...,S(A,), S(Ch),...,S(Cy) - S(D)

gdzie S jest takim podstawieniem, ze S(B) = S(C). A zatem regula rezolucji taczy w sobie
elementy reguty ciecia i operacji podstawienia.

Program logiczny, jak poprzednio, sklada sie z regul i faktéw, oraz klauzuli celu, np:

e matka(Zofia, Helena) :— .
e matka(Helena, Barbara) :— .
e babka(r,y) :— matka(z, z),matka(z, y).
e :— babka(x, Barbara)?
Ustalenie, ze Zofia jest babka Barbary polega na zastosowaniu rezolucji z uzyciem pod-

stawienia S(y) =Barbara; S(z) = Helena; S(z) = Zofia. Wynikiem dzialania programu
jest stala ,,Zofia”.
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Inny przyktad:

e silnia(0,1) :— .

e silnia(n + 1, x) :— silnia(n,y),z =y * (n + 1).

e :— silnia(4,x)?
Programy logiczne moga by¢ uzywane do rozwiazywania takich samych zadan jak programy
imperatywne. Roéznica polega na tym, ze program logiczny nie okresla w pelni czynnosci

jakie maja by¢ wykonane dla znalezienia wyniku, a raczej podaje specyfikacje oczekiwanych
zwigzkéw pomiedzy wejsciem i wyjsciem, pozostawiajac szczegdly interpreterowi.

Przyklad 17.2 Zadanie polega na takim pokolorowaniu mapy, aby sasiednie obszary mia-
ly rézne kolory. Mapa jest taka:

o o o +
| A | BI|C I
I I I I
| o | |
I | D I I I
- + +o————— + |
| E I | F | I
| e e + | |
I I I I
| I I I
o o e +

Program w jednym z dialektow jezyka Prolog wyglada tak:

domains
kolor=symbol
predicates
mapa(kolor,kolor,kolor,kolor,kolor,kolor)
ok (kolor,kolor)
inne (kolor,kolor)
clauses
mapa(A,B,C,D,E,F) :- ok(A,B),ok(A,D),ok(A,E),ok(B,C),ok(B,D),
ok(B,F),ok(C,F),ok(D,E),ok(D,F),ok(E,F).
inne(czerwone,zielone) .
inne(czerwone,niebieskie) .
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inne(zielone,niebieskie).
ok(X,Y) :- inne(X,Y).
ok(X,Y) :- inne(Y,X).

Goal: mapa(A,B,C,D,E,F)
Rozwiazania znalezione przez program:

A=czerwone, B=zielone, C=niebieskie, D=niebieskie, E=zielone, F=czerwone
A=czerwone, B=niebieskie, C=zielone, D=zielone, E=niebieskie, F=czerwone
A=zielone, B=niebieskie, C=czerwone, D=czerwone, E=niebieskie, F=zielone
A=zielone, B=czerwone, C=niebieskie, D=niebieskie, E=czerwone, F=zielone
A=niebieskie, B=czerwone, C=zielone, D=zielone, E=czerwone, F=niebieskie
A=niebieskie, B=zielone, C=czerwone, D=czerwone, E=zielone, F=niebieskie
6 Solutions

Podziekowania

Za liczne uwagi, ktére pomogly usunaé z tych notatek rozmaite bledy, dziekuje Paniom Eli
Krepskiej i Magdzie Michalskiej oraz Panom Michalowi Brzozowskiemu, Piotrowi Dittwaldowi,
Markowi Dopierze, Aleksandrowi Jankowskiemu, Michalowi Jaszczykowi, Lukaszowi Kalbarczy-
kowi, Adamowi Kawie, Pawlowi Kepce, Krzysztofowi Kulewskiemu, Olkowi Nateczyriskiemu,
Filipowi Noworycie, Krzysztofowi Nozderko, Mikotajowi Radwanowi, Stawomirowi Sadziakowi,
Przemkowi Strzelczykowi, Bartoszowi Sulkowskiemu, Jankowi Urbanskiemu, Piotrowi Wojtale-
wiczowi, a takze prof. Piotrowi Zakrzewskiemu.

Ostatnia zmiana 25 sierpnia 2005 o godzinie 12: 20.
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