Klaséwka z logiki, 7 kwietnia 2005

Rozwazamy trzy algebry O = (O, ®), T = (T, ®) i K = (K, ®), gdzie zbiory
O, T i K to odpowiednio odcinek, trojkat i kwadrat. Operacja @ jest zawsze
okreslona tak samo: A@® B to srodek odcinka AB, [przy czym A®A = A].

1. Udowodni¢, ze kazdy [niepusty] wypukly podzbiér zbioru T jest pod-
algebra w 7. Czy wszystkie podalgebry sa wypukle?

2. Czy algebra O jest izomorficzna z jakims ilorazem algebry 77

3. Udowodnié, ze HSP({O}) = HSP({T}) = HSP({K}).

4. Niech W bedzie algebra wolna w klasie HSP({O}) o dwdch wolnych
generatorach. Udowodni¢, ze W jest nieskonczona.

5. Z czesci (3) wynika, ze w algebrach O, 7 1 K prawdziwe sa te same row-
nania. Wywnioskowa¢ stad, ze odcinki laczace polowy przeciwleglych
bokéw dowolnego czworokata dziela sie nawzajem na polowy.

6. Udowodni¢, ze zadne dwie sposrod algebr O, 7 i K nie sa izomorficzne.



Odpowiedzi:

1. Jesli podzbior P jest wypukly to odcinek laczacy dwa punkty z P jest
zawarty w P. Tym bardziej wiec $rodek tego odcinka nalezy do P. Ale
podalgebra generowana przez dwa rézne punkty nie jest wypukla, bo jest
przeliczalna.

2. Tak. Rzutowanie tréjkata na odcinek zachowuje operacje @, jest wigc
homomorfizmem. A zatem O jest izomorficzne z ilorazem 7 przez jadro tego
homomorfizmu.

3. Z czesci (2) wynika, ze O € H({7T}) a stad HSP({O}) C HSP({7T}).
Dalej T € S({K}), bo tréjkat 7 jest podobny do pewnego tréjkata zawartego
w K. (Podobienistwo zachowuje srodki odcinkéw, wiec jest izomorfizmem).
Stad HSP({7}) € HSP({K}). Wreszcie kwadrat jest produktem dwéch
odcinkéw, wiec K € P({O}) i mamy tez HSP({K}) C HSP({O}).

4. Do naszej klasy nalezy odcinek (0,1) z operacja = @ 2’ = %(m + ')
(jest izomorficzny z O). Jesli generatorom algebry wolnej przyporzadku-
jemy liczby 0 i 1 to obrazem homomorfizmu rozszerzajacego to przyporzad-
kowanie jest nieskonczona podalgebra ztozona ze wszystkich liczb o skonc-
zonym rozwinieciu dwéjkowym. A wiec algebra wolna tez musi by¢ nieskon-
czona.

5. Wiemy juz, ze odcinek O jest izomorficzny z przedzialem (0, 1), gdzie
operacja @ to srednia arytmetyczna. Zatem w O prawdziwe jest réwnanie
(xBY) D (zdv) = (xBv) D (yDd2z). Wybierzmy teraz kwadrat I tak, aby caly
nasz czworokat byl w nim zawarty i niech x,y, v, z beda wierzchotkami tego
czworokata. Teza wynika stad, ze w JC powyzsze rownanie tez jest prawdziwe.

6. W algebrze O sa dwa takie punkty C', ktore nie sa postaci A @ B dla
A Be O, A B+#C. W algebrze 7 sa takie trzy, a w KC cztery.



