
Klasówka z logiki, 7 kwietnia 2005

Rozważamy trzy algebry O = 〈O,⊕〉, T = 〈T,⊕〉 i K = 〈K,⊕〉, gdzie zbiory
O, T i K to odpowiednio odcinek, trójk ↪at i kwadrat. Operacja ⊕ jest zawsze
określona tak samo: A⊕B to środek odcinka AB, [przy czym A⊕A = A].

1. Udowodnić, że każdy [niepusty] wypuk ly podzbiór zbioru T jest pod-
algebr ↪a w T . Czy wszystkie podalgebry s ↪a wypuk le?

2. Czy algebra O jest izomorficzna z jakimś ilorazem algebry T ?

3. Udowodnić, że HSP ({O}) = HSP ({T }) = HSP ({K}).

4. Niech W b ↪edzie algebr ↪a woln ↪a w klasie HSP ({O}) o dwóch wolnych
generatorach. Udowodnić, że W jest nieskończona.

5. Z cz ↪eści (3) wynika, że w algebrach O, T i K prawdziwe s ↪a te same rów-
nania. Wywnioskować st ↪ad, że odcinki  l ↪acz ↪ace po lowy przeciwleg lych
boków dowolnego czworok ↪ata dziel ↪a si ↪e nawzajem na po lowy.

6. Udowodnić, że żadne dwie spośród algebr O, T i K nie s ↪a izomorficzne.



Odpowiedzi:

1. Jeśli podzbiór P jest wypuk ly to odcinek  l ↪acz ↪acy dwa punkty z P jest
zawarty w P . Tym bardziej wi ↪ec środek tego odcinka należy do P . Ale
podalgebra generowana przez dwa różne punkty nie jest wypuk la, bo jest
przeliczalna.

2. Tak. Rzutowanie trójk ↪ata na odcinek zachowuje operacj ↪e ⊕, jest wi ↪ec
homomorfizmem. A zatem O jest izomorficzne z ilorazem T przez j ↪adro tego
homomorfizmu.

3. Z cz ↪eści (2) wynika, że O ∈ H({T }) a st ↪ad HSP ({O}) ⊆ HSP ({T }).
Dalej T ∈ S({K}), bo trójk ↪at T jest podobny do pewnego trójk ↪ata zawartego
w K. (Podobieństwo zachowuje środki odcinków, wi ↪ec jest izomorfizmem).
St ↪ad HSP ({T }) ⊆ HSP ({K}). Wreszcie kwadrat jest produktem dwóch
odcinków, wi ↪ec K ∈ P ({O}) i mamy też HSP ({K}) ⊆ HSP ({O}).

4. Do naszej klasy należy odcinek (0, 1) z operacj ↪a x ⊕ x′ = 1
2
(x + x′)

(jest izomorficzny z O). Jeśli generatorom algebry wolnej przyporz ↪adku-
jemy liczby 0 i 1 to obrazem homomorfizmu rozszerzaj ↪acego to przyporz ↪ad-
kowanie jest nieskończona podalgebra z lożona ze wszystkich liczb o skońc-
zonym rozwini ↪eciu dwójkowym. A wi ↪ec algebra wolna też musi być nieskoń-
czona.

5. Wiemy już, że odcinek O jest izomorficzny z przedzia lem (0, 1), gdzie
operacja ⊕ to średnia arytmetyczna. Zatem w O prawdziwe jest równanie
(x⊕y)⊕(z⊕v) = (x⊕v)⊕(y⊕z). Wybierzmy teraz kwadrat K tak, aby ca ly
nasz czworok ↪at by l w nim zawarty i niech x, y, v, z b ↪ed ↪a wierzcho lkami tego
czworok ↪ata. Teza wynika st ↪ad, że w K powyższe równanie też jest prawdziwe.

6. W algebrze O s ↪a dwa takie punkty C, które nie s ↪a postaci A ⊕ B dla
A, B ∈ O, A, B 6= C. W algebrze T s ↪a takie trzy, a w K cztery.
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