Egzamin z logiki, IT termin, 6 wrzesnia 2005

1. Skonstruowa¢ w rachunku sekwentéw dowody formut

@) (p—a)—=r)—=((p—r)—=7)
(b) =(p — —q) = pAq.

2. Jedynym symbolem sygnatury X jest dwuargumentowy symbol funk-
cyjny g. Rozwazamy algebry postaci N, = (N, g), gdzie ¢ jest funkcja
dwuargumentowa. Czy formuta Jyz(z Ay Ax # 2 A g(x,y) = g(z,x))

(a) jest prawdziwa w pewnej algebrze N,?
(b) jest spetnialna, ale nie prawdziwa w pewnej algebrze N7
(c) jest spetialna w kazdej algebrze N,?

Czy klasa wszystkich algebr, w ktorych nasza formuta jest prawdziwa,
jest definiowalna réwnosciowo?

3. Teraz jedynym symbolem sygnatury ¥ jest dwuargumentowy symbol
relacyjny R. Przez ¢, dla n > 0, oznaczymy formule

Vay...x, (R(xy,22) V R(xe,23) V- -+ V R(xp_1,2,) V R(xp, x1)).

W szezegdlnoscei g to formuta Vay R(zy,x1). Zbadaé, ktére z formul
On — Pm, dla m,n > 0 sa tautologiami.

4. Czy prawdziwe jest nastepujace twierdzenie: Jezeli istniejq algebry
wolne w klasie & o zbiorach wolnych generatoréow dowolnej mocy, to
klasa R jest definiowalna réownosciowo?



Rachunek sekwentow

=X

=X

Oslabianie: ——(LO) —=(PO)
MakX ko, X
Wymiana: F7 907 ¢; A |_ 2 (LW) F l_ A7 QO’ wa E (PW)
Iy, 0, AFX IEA Y, 0,2
Skracanie: Lovk g LE @9 X pg
LipkEX L'kEp, X
Negacja: TraX g\ Lal X pyy
[,-akY ['F—a, X
Koniunkcja: M(LK) ILoFEX o, TFp, Z(PK)
LanGEX LLaNGEX F'Fanp X
Alternatywa: Lab¥ TS Z(LA) Sial- L (PA) LED>
FaVvViEX 'cavpg X 'Favg X
Implikacja: IhaX T,OF 2(LI) Lok p, 2 (PI)
Na—(FEX 'Fa— (6,2
Kwantyfikator ogdlny: L, oplz:=t] E(LV) LF plai=y], 2 (Pv)
[Vrp =X ['=Vap, X
Kwantyfikator szczegélowy: Lyoplri=y| - E(L5|) LEploi=t], = (P3)
INdxp X I'Edxp, X

'-a,2 I'akFX

Ciecie:
iecie s

(Ciach!)

Reguty (PV) i (L3) maja nastepujace ograniczenie: zmienna y nie moze wy-

stepowa¢ wolno w zadnej formule nalezacej do I' U 3.



Rozwiazania

Zadanie 1a:

pEp
pkEaqg,pr rEor

Fp—aq,pr rp,r rr

(p—¢q) —rEpr (p—q)—mrrkr

(p—q) —=rp—rkr

(p—q)—rEp—r)—r

F(lp—q¢) —r)—=(p—r)—r)
Zadanie 1b:
pkp qtq
p,aFp  pabg
p,g-pAg
pkE—g,pNg
Fp——g.pAg
~(p——q)FpAg
F=(p——q) —pAg

Zadanie 2:

1. Tak, na przyktad jesli g jest funkcja stata. Réwnosé g(x,y) = g(z, )
jest wtedy spelniona, niezaleznie od wartosci zmiennych y i z,

n, gdy m-n =0;

3, w przeciwnym przypadku.
Formuta nie jest spelniona przez wartosciowanie o(x) = 0, bo wtedy
warunki z # y i g(x,y) = g(z, z) wykluczaja sie. W pozostalych przy-
padkach formuta jest speiniona.

2. Tak, na przykiad dla g(m,n) = {

3. Nie, na przyktad jesli g jest rzutem na pierwsza wspotrzedna.



Klasa algebr, w ktorych ta formuta jest prawdziwa, nie jest definiowalna
rownosciowo, bo nie jest np. zamknieta ze wzgledu na podalgebry. Istotnie,
jesli g jest stale réwna 1, to {1} jest podalgebra N,. W tej podalgebrze
formuta nie jest prawdziwa, bo nie ma tam elementow réznych od 1.

Zadanie 3: Formula ¢,, — ¢, jest tautologia wtedy i tylko wtedy gdy n jest
podzielne przez m. Przypu$émy najpierw, ze n = k-m, i ze A = ¢,. Niech
ai,...,ay, € A. Formuta R(zq,22)V R(xo, 23) V-V R(zp_1,2n) V R(2p, 1)
jest spelniona przez wartosciowanie p(x;) = a;, poniewaz formuta R(xq,xz9)V
R(xzo,23) V-V R(xp_1,2,) V R(x,, 1) jest speliona przez wartosciowanie
p(xz> = @ mod m-

Rozpatrzmy teraz strukture A, = ({1,...,m}, R,,), gdzie A,, = {1,...,m}
oraz R, = A2, — {(1,2),....(m — 1,m),(m,1)}. Oczywiscie A,, £ ©om.
Pokazemy, ze A,, E ¢, dla wszystkich n, niepodzielnych przez m. Stad
otrzymamy, ze ¢, — ©,, nie jest tautologia.

W przeciwnym razie mamy ciag n elementow aq, as, ..., a,, w ktérym zadne
dwa kolejne (oraz ostatni z pierwszym) nie sa w relacji R,,. Z okreslenia R,
wynika, ze réznica pomiedzy kolejnymi elementami jest zawsze 1 (modulo m)
a liczba a; powtarza si¢ co m krokéw. Tak samo réznica a; — a, jest jedynka
modulo m. A zatem n jest podzielne przez m.

Zadanie 4: Nie. Rozpatrzmy na przykilad klase K zlozona ze wszystkich al-
gebr wolnych w klasie P wszystkich potgrup z jednoscia. Oczywiscie algebra
wolna w 3 jest tez wolna w K, wiec K& ma algebry wolne o dowolnej liczbie
generatorow. Zauwazmy teraz, ze Eq(RK) = Eq(*B). Istotnie, dowolne réw-
nanie prawdziwe w w algebrze wolnej o nieskoriczonej liczbie generatorow jest
prawdziwe w calej klasie 3, zachodzi wiec inkluzja C. (Inkluzja odwrotna jest
oczywista.) A zatem klasa £ nie jest definiowalna réwnosciowo, mieliby$my
bowiem wtedy & = Mod(Eq(R)) = Mod(Eq(*B)) = B. A przeciez nie kazda

polgrupa jest wolna.



