
Zadania z algebry1

1. Jakiej mocy jest podalgebra generowana przez zbiór mocy ℵ0? A podalgebra gene-
rowana przez zbiór mocy C?

2. Jakiej mocy jest zbiór wszystkich podalgebr algebry 〈N, ·〉, gdzie “·” oznacza operacj ↪e
mnożenia?

3. Ile parami nieizomorficznych podalgebr generowanych przez jeden element można
wskazać w algebrze liczb naturalnych z mnożeniem?

4.∗ Ile parami nieizomorficznych podalgebr można wskazać w algebrze liczb naturalnych
z mnożeniem?

5. Czy zbiór wszystkich podalgebr algebry 〈N, ·〉 jest dobrze ufundowany przez inkluzj ↪e?

6. (a) Ile parami nieizomorficznych podalgebr generowanych przez jeden element można
wskazać w algebrze liczb naturalnych z dodawaniem?

(b)∗ A ile nieizomorficznych podalgebr generowanych przez n elementów można
wskazać w tej algebrze?

7. Wskazać przyk lady algebr, które maj ↪a dok ladnie 1, 2, 3, . . . ,ℵ0, C podalgebr.

8. Opisać podalgebr ↪e generowan ↪a przez
√

2 w algebrze 〈R, +, ·, 0, 1〉.

9. Podaj przyk lad takiej algebry:

(a) której każdy niepusty podzbiór jest podalgebr ↪a;

(b) że rodzina wszystkich podalgebr nie tworzy kraty zupe lnej;

(c) która jest izomorficzna z pewn ↪a swoj ↪a podalgebr ↪a w laściw ↪a i takiej, która nie
ma tej w lasności;

(d) że każde dwie podalgebry generowane przez jeden element s ↪a izomorficzne;

10. Niech A = 〈N × N, fA〉, gdzie fA(〈m, n〉) = 〈m, n + 1〉. Przez P oznaczymy zbiór
wszystkich podalgebr algebry A, a przez ρ — tak ↪a relacj ↪e równoważności w P , że
B1ρB2 zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy B1 i B2 s ↪a izomorficzne.

(a) Znaleźć moc zbioru P ;

(b) Znaleźć moc zbioru P/ρ.

1Zadania s ↪a zebrane przypadkowo, nie sprawdzone i bez jakiejkolwiek gwarancji poprawności. Korzystać
można na w lasne ryzyko i odpowiedzialność. Cz ↪eść zadań jest pomys lu D. Walukiewicz, J. Tyszkiewicza,
D. Niwińskiego i innych. Za poprawki dzi ↪ekuj ↪e Pani Magdzie Michalskiej i Panom Micha lowi Jaszczykowi,
Tomkowi Jurkiewiczowi, Krzysztofowi Kulewskiemu, Micha lowi Parkole i Tomaszowi Weksejowi.
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11. Niech A = 〈A, fA1 , . . . , fAn , rA1 , . . . , rAm〉, gdzie symbole f1, . . . , fn s ↪a odpowiednio
k1, . . . , kn-argumentowe. Rozpatrzmy takie przekszta lcenie F : P(A) → P(A):

F (B) = B ∪
⋃n

i=1

→
fi (B

ki).

Pokazać, że to przekszta lcenie jest ci ↪ag le ze wzgl ↪edu na uporz ↪adkowanie przez inkluzj ↪e,
i że podstruktura generowana przez zbiór pusty jest najmniejszym punktem sta lym
tego przekszta lcenia. Podstruktura generowana przez dowolny zbiór B też jest naj-
mniejszym punktem sta lym pewnego przekszta lcenia. Jakiego? Jak otrzymać t ↪e
podstruktur ↪e jako sum ↪e pewnego wst ↪epuj ↪acego ci ↪agu zbiorów?

12. Mówimy, że algebra jest lokalnie skończona, jeżeli każda jej skończenie generowana
podalgebra jest skończona. Algebra jest jednostajnie lokalnie skończona, jeżeli dla
dowolnego k istnieje takie n, że każda podalgebra generowana przez k elementów jest
mocy co najwyżej n.

(a) Wskazać przyk lad algebry, która jest lokalnie skończona, ale nie jest jednostajnie
lokalnie skończona, choć każda podalgebra generowana przez 1 element ma mniej
niż 13 elementów.

(b) Pokazać, że każda algebra Boole’a jest jednostajnie lokalnie skończona.

13. Niech f : A → A i przypuśćmy, że B jest minimaln ↪a (ze wzgl ↪edu na zawieranie)
podalgebr ↪a w algebrze 〈A, f〉. Pokazać, że jest to podalgebra skończona. (Uwaga:
takie B nie zawsze istnieje.)

14. Jakiej mocy jest rodzina wszystkich podalgebr algebry 〈T, α, β〉, gdzie T = {a, b}∗
jest nieskończonym pe lnym drzewem binarnym, a operacje α i β s ↪a określone tak:
α(w) = w · a, β(w) = w · b?

15. Niech A b ↪edzie dowoln ↪a algebr ↪a, i niech B b ↪edzie tak ↪a podalgebr ↪a algebry A, że
pewien element a nie należy do B. Udowodnić, że istnieje podalgebra C, spe lniaj ↪aca
warunki a 6∈ C i B ⊆ C oraz maksymalna o tych w lasnościach.

16. Zbiór s lów L ⊆ {a, b}∗ jest niezależny , jeśli żadne s lowo w ∈ L nie należy do podal-
gebry generowanej przez L − {w} w algebrze 〈{a, b}∗, ·〉. Pokazać, że dowolny zbiór
niezależny może być rozszerzony do maksymalnego zbioru niezależnego.

17. Jeśli D jest dobrze uporz ↪adkowany, to określamy w D operacj ↪e sD jak nast ↪epuje:
jeśli d jest najwi ↪ekszym elementem, to sD(d) = d, w przeciwnym razie sD(d) jest
bezpośrednim nast ↪epnikiem d. Niech D = 〈D, sD〉. Pokazać, że:

(a) Jeśli D jest nieprzeliczalny to D ma nieprzeliczalnie wiele parami roz l ↪acznych
podalgebr.

(b) Jeśli D = C, to w D jest 2C podalgebr.

(c)∗ Istnieje taki przeliczalny zbiór D, że algebra D ma nieprzeliczalnie wiele podal-
gebr.

2



18. Pokazać, że algebra permutacji zbioru {i : i < k} ze sk ladaniem jest generowana
przez zbiór transpozycji.

19. Czy obraz (przeciwobraz) podalgebry przy homomorfizmie musi być podalgebr ↪a?

20. Udowodnić, że dla dowolnych homomorfizmów h1, h2 : A → B, zbiór {a ∈ |A| | h1(a) =
h2(a)} jest podalgebr ↪a algebry A, jeśli tylko jest niepusty.

21. Udowodnić, że homomorfizm jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest silnym
homomorfizmem i bijekcj ↪a.

22. Podać przyk lad algebry A generowanej przez podzbiór X oraz przyk lad przeksz-
ta lcenia f : X → B, które nie rozszerza si ↪e do homomorfizmu. Nast ↪epnie podać taki
przyk lad, w którym zbiór X jest minimalnym zbiorem generatorów.

23. Udowodnić, że struktury 〈P(R),∪,∩〉 i 〈{0, 1}R, max, min〉, gdzie:

max(f, g)(x) = max(f(x), g(x));

min(f, g)(x) = min(f(x), g(x)),

dla dowolnych funkcji f, g i dowolnego x, s ↪a izomorficzne.

24. Udowodnić, że jeśli struktury A = 〈A, rA, fA〉 i B = 〈B, rB, fB〉 s ↪a izomorficzne, to

(a) fA jest różnowartościowa wtedy i tylko wtedy, gdy fB jest różnowartościowa;

(b) rA jest porz ↪adkiem liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy rB jest porz ↪adkiem linio-
wym.

Podać inne przyk lady podobnych równoważności.

25. Które z nast ↪epuj ↪acych struktur s ↪a izomorficzne:

(a) 〈N, +, 0〉 i 〈N, ·, 1〉?
(b) 〈R, +, ·, 0, 1〉 i 〈P (N),∪,∩, ∅, N〉?
(c) 〈P2,⊥〉 i 〈P3,⊥〉, gdzie P2 i P3 to odpowiednio zbiory wszystkich prostych w R2

i w R3, a symbol ⊥ oznacza relacj ↪e prostopad lości?

(d) 〈P2, ‖〉 i 〈P3, ‖〉, gdzie P2 i P3 to odpowiednio zbiory wszystkich prostych w R2

i w R3, a symbol ‖ oznacza relacj ↪e równoleg lości?

(e) 〈P2,⊥〉 i 〈P2, ‖〉?
(f) 〈N− {0}, ·〉 i 〈NN, +〉, gdzie (f + g)(n) = f(n) + g(n)?

26. Dlaczego nast ↪epuj ↪ace struktury nie s ↪a izomorficzne?

(a) 〈Q, +〉 i 〈R, +〉;
(b) 〈N,≤〉 i 〈{m− 1

n
} | m,n ∈ N− {0}},≤〉;
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(c) 〈N, +〉 i 〈Z, +〉;
(d) 〈{a, b}∗, ·〉 i 〈{a, b, c}∗, ·〉;

27. Dlaczego nast ↪epuj ↪ace struktury nie s ↪a izomorficzne?

(a) 〈N,≤〉 i 〈Z,≤〉;
(b) 〈Q,≤〉 i 〈R,≤〉.

28. Algebry 〈R, +,−, 0〉 i 〈R+, ·,−1 , 1〉 s ↪a izomorficzne.

29. Ile jest homomorfizmów z 〈N,≤〉 do 〈N,≥〉?

30. Udowodnić, że różniczkowanie jest homomorfizmem z C1 do C z operacj ↪a dodawania
i sta l ↪a zero.

31. Ile jest homomorfizmów
”
na” z algebry 〈{a, b}∗, ·, ε〉 do algebry 〈N, +, 0〉?

32. Ile jest homomorfizmów z algebry 〈{a, b}∗, ·, ε〉 w siebie? Ile z nich zachowuje d lugość?

33. Opisać wszystkie ilorazy algebry 〈{a, b}∗, ·, ε〉.

34. Niech A = 〈N, f〉, gdzie N jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych, a operacja f jest
określona tak: f(x) = x+2, gdy x dzieli si ↪e przez 3, oraz f(x) = x−1, w przeciwnym
przypadku.

(a) Ile jest wszystkich kongruencji w A?

(b) Ile można znaleźć różnych obrazów homomorficznych algebry A, jeśli utożsamiać
ze sob ↪a te, które s ↪a izomorficzne?

35. Niech A = 〈N, f〉, gdzie N jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych, a operacja f
jest określona tak: f(x) = (x + 1) mod 3.

(a) Opisać podalgebry tej algebry.

(b) Ile jest wszystkich kongruencji w A?

(c) Ile można znaleźć różnych obrazów homomorficznych algebry A, jeśli utożsamiać
ze sob ↪a te, które s ↪a izomorficzne?

36. Czy relacja ∼ w algebrze termów TΣ określona warunkiem:

t ∼ s wtedy i tylko wtedy, gdy S(t) = S(s), dla pewnego podstawienia S,

jest kongruencj ↪a?

37. Czy to prawda, że dla każdej kongruencji ρ w A×B istnieje taka kongruencja ρ1 w A
i taka kongruencja ρ2 w B, że 〈a, b〉ρ〈c, d〉 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy aρ1c
i bρ2d?, A na odwrót?
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38. Niech v b ↪edzie dowolnym wartościowaniem. Opisać iloraz algebry termów przez
j ↪adro v (rozszerzonego na dowolne termy).

39. Niech A b ↪edzie skończonym zbiorem i niech f : { 0, 1 }∗ × A → A b ↪edzie dowoln ↪a
funkcj ↪a. Przyjmijmy, że w ∼f u wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego a ∈ A
zachodzi f(w, a) = f(u, a). Czy ∼f musi (może) być kongruencj ↪a w algebrze s lów?

40. Podać przyk lad takiej algebry A, że:

(a) A jest izomorficzna ze swoim w lasnym ilorazem przez kongruencj ↪e różn ↪a od
identyczności;

(b) A jest algebr ↪a Boole’a i spe lnia ten sam warunek .

41. Podać przyk lad takiej algebry A i różnych kongruencji r i s, że ilorazy A/r i A/s s ↪a
izomorficzne;

42. Zbadać jakie kongruencje ma algebra liczb naturalnych z nast ↪epnikiem i sta l ↪a zero.

43. Niech f i g b ↪ed ↪a jednoargumentowymi symbolami funkcyjnymi i niechA = 〈A, fA, gA〉
b ↪edzie tak ↪a algebr ↪a, że fA ◦ gA = idA. Udowodnić, że jeśli algebra B = 〈A, fB, gB〉
jest obrazem homomorficznym algebry A to także fB ◦ gB = idB.

44. Pokazać, że (A/ρ)/ρ′ jest izomorficzne z pewnym A/ρ′′. Znaleźć odp. homomorfizm.

45. Opisać wszystkie kongruencje w pierścieniu liczb ca lkowitych i w ciele liczb rzeczy-
wistych.

46. Jakiej mocy jest zbiór wszystkich kongruencji algebry 〈N × N, f〉, gdzie f(m, n) =
(m + 1, n) dla dowolnych m,n?

47. Pokazać, że kongruencje tworz ↪a krat ↪e zupe ln ↪a.

48. Udowodnić, że istnienie homomorfizmu pomi ↪edzy algebrami Herbranda (generowany-
mi przez sta le) określa quasiporz ↪adek, który po podzieleniu przez odp. równoważność
jest izomorficzny z krat ↪a kongruencji algebry termów sta lych.

49. Jeśli dla każdej algebry A istnieje co najwyżej jeden homomorfizm z A0 do A, to A0

jest algebr ↪a Herbranda (i na odwrót). Jeśli taki homomorfizm zawsze istnieje, to A0

jest (izomorficzne z) algebr ↪a termów sta lych.

50. Niech f : A → B i g : A na−→ C b ↪ed ↪a homomorfizmami. Udowodnić, że ker(g) ⊆
ker(f) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki homomorfizm h : C → B, że f = h ◦ g.

51. Niech B = 〈N+, ◦, 0〉, gdzie operacja ◦ jest określona tak:

(n1, . . . , nk) ◦ (p1, . . . , pm) = (n1, . . . , nk−1, nk + p1, p2, . . . , pm).

Czy B jest pó lgrup ↪a woln ↪a?
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52. Rozpatrzmy algebr ↪e A = 〈(N×N)+, ◦, 〈0, 0〉〉, w której operacja ◦ jest określona tak:

(〈n1, m1〉 · · · 〈nk, mk〉) ◦ (〈p1, q1〉 · · · 〈p`, q`〉) =

(〈n1, m1〉 · · · 〈nk−1, mk−1〉〈nk + p1, mk + q1〉〈p2, q2〉 · · · 〈p`, q`〉).

(a) Udowodnić, że A jest obrazem homomorficznym algebry 〈{a, b, c}∗, ·, ε〉.

(b) Czy A jest pó lgrup ↪a woln ↪a?

53. Czy jeśli h : A → A/ρ jest homomorfizmem to ρ ⊆ ker(h)? A jeśli A jest algebr ↪a
woln ↪a w jakiej́s klasie algebr?

54. Mówimy, że algebra A = 〈A, f〉 jest algebr ↪a p ↪etelkow ↪a, gdy f jest jednoargumentow ↪a
operacj ↪a o nast ↪epuj ↪acej w lasności: dla dowolnego a ∈ A istnieje taka (różna od
zera) liczba n ∈ N, że fn(a) = a. Które z nast ↪epuj ↪acych stwierdzeń s ↪a prawdziwe
i dlaczego?

(a) Obraz homomorficzny algebry p ↪etelkowej jest zawsze algebr ↪a p ↪etelkow ↪a.

(b) Każda kongruencja w algebrze p ↪etelkowej jest albo relacj ↪a totaln ↪a albo relacj ↪a
identycznościow ↪a.

(c) Produkt dwóch algebr p ↪etelkowych jest zawsze algebr ↪a p ↪etelkow ↪a.

(d) Produkt dwóch algebr p ↪etelkowych, z których każda jest generowana przez jeden
element, jest zawsze generowany przez co najwyżej 2 elementy.

(e) Produkt dowolnej rodziny algebr p ↪etelkowych jest zawsze algebr ↪a p ↪etelkow ↪a.

(f) W klasie wszystkich algebr p ↪etelkowych nie ma algebr wolnych.

(g) Klasa wszystkich algebr p ↪etelkowych jest definiowalna równościowo.

55. Jakiej mocy jest

(a) rodzina wszystkich podalgebr;

(b) zbiór wszystkich kongruencji,

algebry 〈N× N, f〉, gdzie

f(m, n) =


〈0, 0〉, jeśli m = n = 0;
〈0, n− 1〉, jeśli m = 0 i n > 0;
〈m− 1, n〉, w przeciwnym przypadku.

56. Rozpatrzmy algebr ↪e A = 〈A, f〉, w której

• A = (N− {0})× N;

• f(n, k · n + i) = 〈n, k · n + i + 1〉, dla k ∈ N, i < n− 1;

• f(n, k · n + n− 1) = 〈n, k · n〉, dla k ∈ N.
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Które z nast ↪epuj ↪acych stwierdzeń s ↪a prawdziwe i dlaczego?

(a) Algebra A jest izomorficzna z w lasnym kwadratem kartezjańskim A×A.

(b) Każdy obraz homomorficzny algebry A jest też jej podalgebr ↪a (z dok ladności ↪a
do izomorfizmu).

(c) Każda podalgebra algebry A jest też jej obrazem homomorficznym.

57. Pokazać, że rzuty s ↪a homomorfizmami.

58. Pokazać, że dla dowolnej algebry C i dowolnych homomorfizmów f : C → A, g :
C → B, istnieje dok ladnie jeden homomorfizm h : C → A × B, spe lniaj ↪acy warunki
π1 ◦ h = f i π2 ◦ h = g.

59. Pokazać, że produkt
∏

n∈N〈{0, 1}, max, min, 0, 1〉 jest izomorficzny z 〈P (N),∪,∩, ∅, N〉.

60. Jeśli r, s — takie kongruencje w A, że r ∩ s = id, oraz (r ; s) = A2, to A jest izomor-
ficzna z produktem A/r × A/s. Nadto zachodzi twierdzenie odwrotne: czynniki s ↪a
zawsze izomorficzne z pewnymi ilorazami produktu.

61. Uogólnić poprzednie zadanie na dowolne produkty przy za lożeniu, że
⋂

i∈I ρi = id,
oraz dla dowolnego ϕ : I → A istnieje takie a, że ϕi ρi a dla wszystkich i.

62. Podać przyk lad algebry, której kwadrat kartezjański sk lada si ↪e z jej izomorficznych
kopii.

63. Podać przyk lad algebry A takiej, że dla dowolnych dwóch podalgebr B1, B2 ⊆ A ich
produkt B1 × B2 nie jest izomorficzny z żadn ↪a podalgebr ↪a A.

64. Opisać wszystkie kongruencje, wszystkie podalgebry i kwadrat kartezjański dla alge-
bry (zrobić rysunek):

(a) 〈{0, 1, 2, 3}, f〉, gdzie f(i) = i + 1 mod 4, dla i = 1, . . . , 4;

(b) 〈{1, 2, 3, 4}, f〉, gdzie f(i) = 1, dla i 6= 1, oraz f(1) = 2;

(c) 〈{1, 2, 3}, ∗〉, gdzie i ∗ i = i oraz i ∗ j = k, dla i 6= j 6= k 6= i. Ta algebra jest
wolna w pewnej klasie definiowalnej równościowo. Jakiej?

65. Obliczyć wartość termu f(x, g(f(y, x))) w strukturach:

(a) A = 〈{a, b}∗, fA, gA〉, gdzie fA(w, v) = wv i gA(w) = wR, dla dowolnych w i v;

(b) B = 〈{a, b}∗, fB, gB〉, gdzie fB(w, v) to najd luższy wspólny prefiks w i v, oraz
gB(w) = tail(w), dla dowolnych w i v;

(c) C = 〈{a, b}∗, fC, gC〉, gdzie fC(w, v) = w i gC(w) = aw, dla dowolnych w i v,

przy takim wartościowaniu v, że v(x) = ba, v(y) = bba.
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66. Obliczyć wartość termu (x + y) · (y − x) w strukturach:

〈Z, •, +,−〉, 〈P(N),∩,∪,−〉, 〈N, ·, ],∼〉,
gdzie n•m = 2n+m, n]m = |n−m|, n ∼ m = b n

m + 1c, przy takim wartościowaniu v,

że v(x) = 3, v(y) = 7.

67. Obliczyć wartość termu (x · y) · c w strukturach:

〈N, ·, 1〉, 〈N, +, 0〉, 〈N, ], 2〉,
gdzie n]m = |n−m|, przy takim wartościowaniu v, że v(x) = 2 i v(y) = 3.

68. Zbadać czy krata zbiorów wypuk lych na p laszczyźnie jest dystrybutywna.

69. Czy homomorfizm porz ↪adkowy krat (algebr Boole’a) jest homomorfizmem krat (al-
gebr Boole’a)?

70. Czy obraz homomorficzny kraty dystrybutywnej musi być krat ↪a dystrybutywn ↪a?

71. Rozpatrzmy relacj ↪e r w zbiorze P (R), określon ↪a nast ↪epuj ↪aco: A rB wtedy i tylko
wtedy gdy A i B s ↪a równoliczne. Czy relacja r jest kongruencj ↪a w algebrze Boole’a
〈P (R),∪,∩,−,R, ∅〉? Jeśli tak, to opisać algebr ↪e ilorazow ↪a.

72. Pokazać, że jeśli wszystkie filtry w algebrze Boole’a s ↪a g lówne, to jest ona skończona.

73. Scharakteryzować kongruencje w algebrach Boole’a jako relacje zadane przez filtry
na dwa równoważne sposoby:

(a) aρb wtedy i tylko wtedy gdy (a ∪ −b) ∩ (b ∪ −a) ∈ F ;

(b) aρb wtedy i tylko wtedy gdy istnieje f ∈ F , takie że a ∩ f = b ∩ f .

74. Pokazać, że jeśli ∼ jest kongruencj ↪a w algebrze Boole’a B, to F = [1]∼ jest filtrem,
oraz a ∼ b zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy (a ∪ −b) ∩ (b ∪ −a) ∈ F .

75. Przy oznaczeniach z poprzedniego zadania pokazać, że filtr F jest maksymalny wtedy
i tylko wtedy, gdy B/∼ jest dwuelementowa.

76. Niech B b ↪edzie algebr ↪a Boole’a. Dla dowolnego a ∈ B przez Ra oznaczymy rodzin ↪e
wszystkich filtrów maksymalnych, do których należy a. Udowodnić, że dla dowol-
nych a, b:

(a) Ra∪b = Ra ∪Rb;

(b) Ra∩b = Ra ∩Rb;

(c) R0 = ∅ i R1 = F ;

(d) R−a = F −Ra,

gdzie F oznacza rodzin ↪e wszystkich filtrów maksymalnych w B. Wywnioskować st ↪ad,
że algebra B jest izomorficzna z pewn ↪a podalgebr ↪a algebry P(F).
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77. Udowodnić, że Z × Z z dodawaniem po wspó lrz ↪ednych jest woln ↪a grup ↪a abelow ↪a
o dwóch generatorach.

78. Opisać kraty wolne o jednym i dwóch generatorach. Czy krata wolna o trzech gene-
ratorach jest dystrybutywna?

79. Udowodnić, że dwie algebry wolne w tej samej klasie i o tej samej liczbie wolnych
generatorów musz ↪a być izomorficzne.

80. Pokazać, że PH(K) ⊆ HP (K), PS(K) ⊆ SP (K), oraz SH(K) ⊆ HS(K), gdzie P (K),
S(K) i P (K) oznacza odpowiednio klas ↪e wszystkich produktów, podalgebr i obrazów
homomorficznych algebr z klasy K. St ↪ad HSP (HSP (K)) = HSP (K).

81. Pokazać, że jeśli A jest algebr ↪a woln ↪a w klasie K to jest też woln ↪a w klasie HSP (K).

82. Pokazać, że nie zawsze zachodz ↪a inkluzje

(a) HP (K) ⊆ PH(K);

(b) SP (K) ⊆ PS(K);

(c) HS(K) ⊆ SH(K).

83. Jaki jest zwi ↪azek pomi ↪edzy K i Mod(Eq(K)), a jaki pomi ↪edzy E i Eq(Mod(E))?
Kiedy zachodz ↪a równości?

84. Czy algebra 〈P (N),∪,∩〉 jest krat ↪a woln ↪a?

85. Pokazać, że aksjomaty grup s ↪a wzajemnie niezależne.

86. Podaj przyk lad równości prawdziwej i nieprawdziwej w algebrze

(a) 〈P (N),∪,∩〉;
(b) 〈N, ·, 1〉;
(c) 〈N, +, 0〉.

87. Czy algebra 〈N, ·, 1〉 jest pó lgrup ↪a woln ↪a? A woln ↪a pó lgrup ↪a abelow ↪a?

88. Algebry 〈N−{0}, ·, 1〉 i 〈N, +, 0〉 s ↪a wolne w pewnej równościowo definiowalnej klasie
algebr. Jakiej? Wskaż ich wolne generatory. Opisz algebr ↪e woln ↪a w tej samej klasie
o dwóch wolnych generatorach.

89. Czy klasa wszystkich lokalnie skończonych (zob. zadanie 12) algebr sygnatury Σ jest
definiowalna równościowo?

90. W algebrze termów T (1) dla j ↪ezyka z jedn ↪a operacj ↪a unarn ↪a definiujemy:

t ≤ t′ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje automorfizm h algebry T (1), taki że h(t) = t′

Czy to jest cz ↪eściowy (liniowy, dobry) porz ↪adek? Co si ↪e zmieni dla algebry T (2)?
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91. Scharakteryzować te skończone algebry Boole’a, które s ↪a algebrami wolnymi.

92. Niech E b ↪edzie takim zbiorem równań, że (t1 = t2) 6∈ Con(E). Istnieje maksymalny
zbiór E ′ taki, że E ⊆ E ′ oraz (t1 = t2) 6∈ Con(E ′)

93. Jeśli rozmaitość ma algebr ↪e co najmniej 2-elementow ↪a, to ma nieskończon ↪a, a jeśli
ma nieskończon ↪a to ma przeliczaln ↪a.

94. Czy algebra A z zadania 35 jest wolna w klasie zdefiniowanej przez równanie

”
f(f(f(f(x)))) = f(x)”?

95. Dana sygnatura z dwiema operacjami unarnymi a i b. Rozważamy trzy algebry.

(a) zbiór {1}∗ z operacjami a(x) = 1x, b(x) = 1x;

(b) zbiór {1, 2}∗ z operacjami a(x) = 1x, b(x) = 2x;

(c) zbiór {1, 2, 3}∗ z operacjami a(x) = 1x, b(x) = 2x.

W których z nich prawdziwe s ↪a te same równania?

96.∗ Czy możliwe, aby ta sama algebra by la wolna w pewnej klasie K z dwoma różnymi
zbiorami wolnych generatorów

(a) tej samej mocy?

(b) różnej mocy?

97. Opisać algebr ↪e woln ↪a o 2 generatorach w klasie definiowanej równościami (x · y) · z =
x · (y · z), x · x = x.

98. Podać przyk lad klasy K, algebry A wolnej w K i takiego równania t1 = t2, które jest
prawdziwe w A, ale nie w K.

99. AlgebraA jest algebr ↪a woln ↪a w klasie K o czterech wolnych generatorach. Udowodnić,
że jeśli FV (t1) ∪ FV (t2) ⊆ {x1, x2, x3}, oraz A |= t1 = t2 to K |= t1 = t2.

100. Sygnatura Σ sk lada si ↪e z dwóch symboli sta lych a i b oraz jednego dwuargumentowego
symbolu funkcyjnego f . Klasa K algebr sygnatury Σ jest określona równaniami
f(f(x, y), z) = f(x, f(y, z)) i f(a, b) = f(b, a). Czy K |= f(x, y) = f(y, x)? A czy to
równanie jest prawdziwe w algebrze pocz ↪atkowej w K?

101. Rozważamy trzy algebry O = 〈O,⊕〉, T = 〈T,⊕〉 i K = 〈K,⊕〉, gdzie zbiory O, T
i K to odpowiednio odcinek, trójk ↪at i kwadrat. Operacja ⊕ jest zawsze określona tak
samo: A⊕B to środek odcinka AB.

(a) Udowodnić, że każdy wypuk ly podzbiór zbioru T jest podalgebr ↪a w T . Czy
wszystkie podalgebry s ↪a wypuk le?

(b) Czy algebra O jest izomorficzna z jakimś ilorazem algebry T ?
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(c) Udowodnić, że HSP ({O}) = HSP ({T }) = HSP ({K}).
(d) Niech W b ↪edzie algebr ↪a woln ↪a w klasie HSP ({O}) o dwóch wolnych genera-

torach. Udowodnić, że W jest nieskończona.

(e) Udowodnić, że w algebrach O, T i K prawdziwe s ↪a te same równania.

(f) Z cz ↪eści (101e) wywnioskować, że odcinki  l ↪acz ↪ace po lowy przeciwleg lych boków
dowolnego czworok ↪ata dziel ↪a si ↪e nawzajem na po lowy.

(g) Udowodnić, że żadne dwie spośród algebr O, T i K nie s ↪a izomorficzne.

102. Symbol funkcyjny f jest dwuargumentowy. Termy tn, dla n > 0, s ↪a zdefiniowane
tak: t1 = f(x1, x0), tn+1 = f(xn+1, tn). Oczywíscie FV (tn) = {x0, . . . , xn}. Przez Γm

oznaczymy zbiór wszystkich równań postaci
”
tn = x0” dla n ≥ m. Mówimy, że

algebra A sygnatury Σ jest fajna, jeśli A |= tn = x0 dla pewnego n > 0. Natomiast
algebra A jest lepsza, gdy A |= Γm dla pewnego m > 0.

(a) Które z równości f(x, y) = f(z, y), f(x, y) = f(z, u), f(x, y) = y s ↪a prawdziwe
w każdej fajnej algebrze? A które w każdej lepszej?

(b) Czy klasa algebr fajnych jest definiowalna równościowo? A klasa algebr lep-
szych?

(c) Czy istnieje takie zdanie pierwszego rz ↪edu ϕ, że A |= ϕ zachodzi wtedy i tylko
wtedy gdy A jest algebr ↪a fajn ↪a? A jak jest w przypadku algebr lepszych?

(d) Ile elementów ma algebra wolna o trzech wolnych generatorach w klasie algebr
lepszych?

(e) Czy każda relacja równoważności w algebrze fajnej jest w tej algebrze kongru-
encj ↪a? A jak jest w przypadku algebr lepszych?
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Rozwi
↪
azania i wskazówki do niektórych zadań

Zadanie 4. Wskazówka: Zrobić zadanie 25f.

Zadanie 52a. Wskazówka: znaleźć trzy generatory.

Zadanie 54. Każda algebra p ↪etelkowa sk lada si ↪e z
”
p ↪etli”, czyli roz l ↪acznych podalgebr

postaci {a0, . . . , an−1}, gdzie f(ai) = ai+1 dla i < n− 1, oraz f(an−1) = a0.

1. Tak. Niech 〈A, f〉 b ↪edzie algebr ↪a p ↪etelkow ↪a. Jeśli h : 〈A, f〉 na−→ 〈B, g〉 jest homo-
morfizmem, oraz fn(a) = a, to oczywíscie gn(h(a)) = h(fn(a)) = h(a). Ponadto
każdy element B jest postaci f(a), dla pewnego a ∈ A.

2. Nie. Niech np. A = {0, . . . , 5}, oraz f(i) = i + 1 mod 6, dla dowolnego i. Relacja
przystawania modulo 3 jest kongruencj ↪a w algebrze 〈A, f〉.

3. Tak. Niech 〈A, f〉 i 〈B, g〉 b ↪ed ↪a algebrami p ↪etelkowymi. Ich iloczyn kartezjański to
algebra 〈A×B, ϕ〉, w której ϕ(a, b) = 〈f(a), g(b)〉. Jeśli 〈a, b〉 ∈ A×B, to dla pewnych
n, m zachodzi fn(a) = a i gm(b) = b. Jesli k = NWW (m, n) to ϕk(a, b) = 〈a, b〉.

4. Nie. Produkt p ↪etli rozmiaru 6 i 15 sk lada si ↪e z 3 roz l ↪acznych p ↪etli.

5. Nie. Niech An = {0, . . . , n− 1} i niech fn(i) = i + 1 mod n, dla i ∈ An. Produktem
algebr 〈An, fn〉 jest algebra 〈

∏
n∈N−{0} An, ϕ〉, w której ϕ(α)(n) = α(n)+1 mod n dla

dowolnego α ∈
∏

n∈N−{0} An. Dla ustalenia uwagi niech α b ↪edzie stale równa zeru.

Wtedy dla m > n zachodzi ϕn(α)(m) = n 6= 0, a wiec ϕn(α) 6= α. A wi ↪ec nasz
produkt nie jest algebr ↪a p ↪etelkow ↪a.

6. Tak. Przypuśćmy, że algebra 〈A, f〉 jest wolna w klasie algebr p ↪etelkowych, i niech
a ∈ A b ↪edzie takie, że fn(a) = a. Jeśli 〈B, g〉 jest pojedyncz ↪a p ↪etl ↪a rozmiaru
wi ↪ekszego od n, to nie istnieje żaden homomorfizm z 〈A, f〉 do 〈B, g〉.

7. Nie. Wynika to z poprzedniej cz ↪eści, bo klasy definiowalne równościowo maj ↪a algebry
wolne. Inne rozwiazanie wynika z cz ↪eści (e): ta klasa nie jest zamkni ↪eta ze wzgl ↪edu
na produkty.

Zadanie 55. Niech A = {〈0, n〉 | n ∈ N} oraz Bn = {〈m, n〉 | m ∈ N}.

(a) Oczywíscie każda podalgebra jest podzbiorem zbioru N × N, a wi ↪ec jest ich co naj-
wyżej C. Ponadto, dla dowolnego P ⊆ N, zbiór ZP = A ∪

⋃
{Bn | n ∈ P} jest

podalgebr ↪a algebry 〈N× N, f〉. Mamy wi ↪ec dok ladnie C podalgebr.

(b) Niech P ⊆ N i niech hP : N × N na−→ ZP (gdzie ZP jest jak w cz ↪eści (a)) b ↪edzie
określone tak:
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h(m, n) =

{
〈m,n〉, jeśli n ∈ P ;
〈0, n + m〉, w przeciwnym przypadku.

Przekszta lcenie hP jest homomorfizmem. Co wi ↪ecej, dla różnych P , j ↪adra homo-
morfizmów hP s ↪a różne.2 Istotnie: jeśli np. n ∈ P − Q to hQ(1, n) = hQ(0, n + 1),
ale hP (1, n) 6= hP (0, n + 1). Mamy wi ↪ec continuum różnych kongruencji. Podobnie
jak w punkcie (a), ograniczenie z góry jest oczywiste, a wi ↪ec moc zbioru wszystkich
kongruencji jest równa C.

Zadanie 56. Nasza algebra jest algebr ↪a p ↪etelkow ↪a (zob. zadanie 54), przy czym liczba p ↪etli
każdego możliwego rozmiaru n jest nieskończona. Zatem każda przeliczalna algebra p ↪etel-
kowa jest podalgebr ↪a algebry A. Każdy obraz homomorficzny algebry A jest przeliczaln ↪a
algebr ↪a p ↪etelkow ↪a, wi ↪ec stwierdzenie (b) jest prawdziwe.

Podobnie iloczyn kartezjański A × A jest algebr ↪a p ↪etelkow ↪a i też ma nieskończenie wiele
p ↪etli każdego rozmiaru, wi ↪ec stwierdzenie (a) jest prawdziwe.

Natomiast stwierdzenie (c) nie jest prawdziwe, bo na przyk lad podalgebra z lożona z ele-
mentów 〈3, 0〉, 〈3, 1〉, 〈3, 2〉 nie jest obrazem homomorficznym A. Gdyby bowiem h by lo
odpowiednim homomorfizmem, to mielibyśmy f(f(h(2, 0))) = h(f(f(2, 0))) = (2, 0) a to
nie może zaj́sć w trzyelementowej p ↪etli.

Zadanie 64c. Jest to algebra wolna (o dwóch wolnych generatorach) w klasie zadanej przez
równania x ∗ x = x, x ∗ y = y ∗ x, x ∗ (y ∗ x) = y.

Zadanie 82. Cz ↪eść 1: Dowolny zbiór pot ↪egowy jest izomorficzny z produktem dwuelemen-
towych algebr Boole’a i ma iloraz, który nie jest zbiorem pot ↪egowym (nie jest atomowy).
Natomiast ilorazy algebr dwuelementowych s ↪a trywialne wi ↪ec ich produkty s ↪a atomowe.

Cz ↪eść 2: Podalgebra produktu 〈N, s〉× 〈N, s〉 z lożona z dwóch ga l ↪ezi sama nie jest produk-
tem podalgebr.

Cz ↪eść 3: Cia lo Z3 jest obrazem podalgebry Z cia la R, ale nie jest podalgebr ↪a żadnego
ilorazu, bo idea ly s ↪a tylko trywialne.

Zadanie 89. Niech An b ↪edzie
”
p ↪etl ↪a” rozmiaru n + 1. Wtedy produkt

∏
n∈N An nie jest

lokalnie skończony, a nawet każdy jego element generuje nieskończon ↪a podalgebr ↪e. Zatem
klasa algebr lokalnie skończonych nie jest zamkni ↪eta ze wzgl ↪edu na produkty i nie może
być definiowalna równościowo.

Zadanie 91. Wskazówka: Dla 3 generatorów narysować 3 kó lka.

Zadanie 93. Nieskończon ↪a, bo jest zamkni ↪eta ze wzgl ↪edu na produkty, przeliczaln ↪a, bo jest
zamkni ↪eta ze wzgl ↪edu na podalgebry.

Zadanie 95. W drugiej i trzeciej.

2Można powiedzieć wiecej: obrazy homomorfizmów hP i hQ nie s ↪a nawet izomorficzne.
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Zadanie 97. Ta algebra ma wszystkiego 6 elementów: a, b, ab, ba, aba i bab.

Zadanie 98. Pó lgrupa wolna o jednym generatorze (algebra s lów jednoliterowych) jest abe-
lowa (tj. prawdziwe jest w niej równanie x · y = y · x. Podobnie, jeśli K jest definiowana
równościami f(x, x, y) = x, f(y, x, x) = x i f(x, y, x) = x to algebra wolna o dwóch
generatorach jest dwuelementowa i zachodzi w niej warunek f(x, y, z) = f(y, x, z).

Zadanie 99. Niech a1, a2, a3, a4 b ↪ed ↪a wolnymi generatorami algebry A. Za lóżmy, że B ∈ K

i że w jest wartościowaniem w B. Przyporz ↪adkowanie zadane warunkami h(ai) = w(xi)
dla i = 1, 2, 3 oraz h(a4) = x1 rozszerza si ↪e do homomorfizmu h : A → B. Niech v b ↪edzie
takim wartościowaniem w A przy którym v(xi) = ai dla i = 1, 2, 3. Jeśli teraz FV (t) ⊆
{x1, x2, x3}, to w(t) = h(v(t)), co pokazujemy przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na d lugość termu t:

Dla zmiennych równość wynika wprost z za lożenia. Jeśli t = f(u1, . . . , un) to w(t) =
fB(w(u1), . . . , w(un)) = fB(h(v(u1)), . . . , h(v(un))) = h(fA(v(u1)), . . . , f

A(v(un))) =
= h(v(f(u1, . . . , un))) = h(v(t)).

A zatem w(t1) = h(v(t1)) = h(v(t2)) = w(t2). St ↪ad B, w |= t1 = t2.

Zadanie 101. 101a. Jeśli podzbiór P jest wypuk ly to odcinek  l ↪acz ↪acy dwa punkty z P
jest zawarty w P . Tym bardziej wi ↪ec środek tego odcinka należy do P . Ale podalgebra
generowana przez dwa różne punkty nie jest wypuk la, bo jest przeliczalna.

101b. Tak. Rzutowanie trójk ↪ata na odcinek zachowuje operacj ↪e ⊕, jest wi ↪ec homomor-
fizmem. A zatem O jest izomorficzne z ilorazem T przez j ↪adro tego homomorfizmu.

101c. Z cz ↪eści (101b) wynika, że O ∈ H({T }) a st ↪ad HSP ({O}) ⊆ HSP ({T }). Dalej
mamy T ∈ S({K}), bo trójk ↪at T jest podobny do pewnego trójk ↪ata zawartego w K.
(Podobieństwo zachowuje środki odcinków, wi ↪ec jest izomorfizmem). St ↪ad HSP ({T }) ⊆
HSP ({K}). Wreszcie kwadrat jest produktem dwóch odcinków, wi ↪ec K ∈ P ({O}) i mamy
też HSP ({K}) ⊆ HSP ({O}).

101d. Do naszej klasy należy odcinek (0, 1) z operacj ↪a x⊕x′ = 1
2
(x+x′) (jest izomorficzny

z O). Jeśli generatorom algebry wolnej przyporz ↪adkujemy liczby 0 i 1 to obrazem homo-
morfizmu rozszerzaj ↪acego to przyporz ↪adkowanie jest ta w laśnie nieskończona podalgebra.
A wi ↪ec algebra wolna też musi być nieskończona.

101e. Należy skorzystać z cz ↪eści (101c).

101f. Odcinek O jest izomorficzny z przedzia lem (0, 1), gdzie operacja ⊕ to średnia aryt-
metyczna. Zatem O |= (x⊕ y)⊕ (z ⊕ v) = (x⊕ v)⊕ (y⊕ z). Wybierzmy teraz kwadrat K
tak, aby ca ly nasz czworok ↪at by l w nim zawarty. Teza wynika st ↪ad, że w K powyższe
równanie też jest prawdziwe.

101g. W algebrze O s ↪a dwa takie punkty C, które nie s ↪a postaci A ⊕ B dla A, B ∈ O,
A, B 6= C. W algebrze T s ↪a takie trzy, a w K cztery.
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Zadanie 102.

Cz ↪eść 102a: Wartość termu tn przy wartościowaniu {an/xn, . . . , a0/x0} b ↪edziemy dla uprosz-
czenia zapisywać po prostu jako tn(an, . . . , a0).

Pokażemy najpierw, że w algebrach fajnych prawdziwe jest równanie f(x, y) = f(z, y),
tj., że operacja f zależy tylko od drugiego argumentu. Za lóżmy, że w algebrze A prawdziwe
jest równanie tn = x0. Wtedy, dla dowolnych a0, . . . , an:

a0 = tn(an, . . . , a0) = tn−1(an, . . . , f(a1, a0)) = f(an, tn−1(an−1, . . . , a0)).

Zatem f(a′1, a0) = f(a′1, tn(an, . . . , a1, a0)) = tn(a′1, an, . . . , a2, f(a1, a0)) = f(a1, a0), dla
dowolnych a1, a′1.

Pozosta le dwa równania nie s ↪a prawdziwe na przyk lad w algebrze o elementach 0, 1 i 2,
w której f(a, b) = (b + 1) mod 3.

Natomiast w algebrach lepszych prawdziwe jest równanie f(x, y) = y, bo dla dostatecznie
dużego n mamy a0 = tn+1(an, . . . , a0) = tn(an, . . . , f(a1, a0)) = f(a1, a0). Oznacza to, że
algebry lepsze to dok ladnie te algebry, w których f jest rzutowaniem na drug ↪a wspó lrz ↪edn ↪a.
(Rzutowanie spe lnia definicj ↪e dla m = 1.) Ale rzutowanie na ogó l nie jest funkcj ↪a sta l ↪a,
wi ↪ec równanie f(x, y) = f(z, u) nie jest prawdziwe w algebrach lepszych.

Cz ↪eść 102b: Z powyższego wynika, że klasa algebr lepszych jest definiowalna równaniem
f(x, y) = y. Natomiast klasa algebr fajnych nie jest definiowalna równościowo, bo nie
jest zamkni ↪eta ze wzgl ↪edu na produkty. Rozpatrzmy np. algebry An = 〈An, fn〉, gdzie
An = {0, . . . , n} oraz fn(a, b) = (b + 1) mod n. Wtedy produkt Πn∈NAn nie jest fajny.

Ostatnia zmiana 25 sierpnia 2005 o godzinie 13: 06.
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