Zadania z algebry!

1. Jakiej mocy jest podalgebra generowana przez zbiér mocy N7 A podalgebra gene-
rowana przez zbiér mocy €7

2. Jakiej mocy jest zbiér wszystkich podalgebr algebry (N, ), gdzie “” oznacza operacje
mnozenia?

3. Ile parami nieizomorficznych podalgebr generowanych przez jeden element mozna
wskaza¢ w algebrze liczb naturalnych z mnozeniem?

4.* Tle parami nieizomorficznych podalgebr mozna wskaza¢ w algebrze liczb naturalnych
z mnozeniem?

5. Cazy zbiér wszystkich podalgebr algebry (N, -) jest dobrze ufundowany przez inkluzje?

6. (a) Ile parami nieizomorficznych podalgebr generowanych przez jeden element mozna
wskaza¢ w algebrze liczb naturalnych z dodawaniem?

(b)* A ile nieizomorficznych podalgebr generowanych przez n elementéw mozna

wskaza¢ w tej algebrze?

7. Wskaza¢ przyklady algebr, ktére maja doktadnie 1,23, ..., Ny, € podalgebr.

8. Opisaé podalgebre generowana przez v/2 w algebrze (R,+,-,0,1).

9. Podaj przyktad takiej algebry:

(a) ktorej kazdy niepusty podzbidr jest podalgebra;
(b) ze rodzina wszystkich podalgebr nie tworzy kraty zupetnej;

(c) ktora jest izomorficzna z pewna swoja podalgebra wlasciwa i takiej, ktéra nie
ma tej wlasnosci;

(d) ze kazde dwie podalgebry generowane przez jeden element sa izomorficzne;
10. Niech A = (N x N, f4), gdzie fA((m,n)) = (m,n + 1). Przez P oznaczymy zbi6r
wszystkich podalgebr algebry A, a przez p — taka relacje réwnowaznosci w P, ze
B pB;y zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy By i By sa izomorficzne.
(a) Znalezé moc zbioru P;

(b) Znalezé moc zbioru P/p.

!Zadania sa zebrane przypadkowo, nie sprawdzone i bez jakiejkolwiek gwarancji poprawnosci. Korzystaé
mozna na wilasne ryzyko i odpowiedzialnosé. Czesé zadan jest pomystu D. Walukiewicz, J. Tyszkiewicza,
D. Niwinskiego i innych. Za poprawki dziekuje Pani Magdzie Michalskiej i Panom Michalowi Jaszczykowi,
Tomkowi Jurkiewiczowi, Krzysztofowi Kulewskiemu, Michalowi Parkole i Tomaszowi Weksejowi.
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Niech A = (A, f4, ..., fArf, . .,rA), gdzie symbole fi,...,f, sa odpowiednio

r'm

ki, ..., ky,-argumentowe. Rozpatrzmy takie przeksztalcenie F' : P(A) — P(A):
F(B) = BUUL, fi(B").

Pokazac, ze to przeksztalcenie jest ciagle ze wzgledu na uporzadkowanie przez inkluzje,
i ze podstruktura generowana przez zbior pusty jest najmniejszym punktem statym
tego przeksztalcenia. Podstruktura generowana przez dowolny zbiér B tez jest naj-
mniejszym punktem stalym pewnego przeksztalcenia. Jakiego? Jak otrzymaé te
podstrukture jako sume pewnego wstepujacego ciagu zbiorow?

Mowimy, ze algebra jest lokalnie skonczona, jezeli kazda jej skoniczenie generowana
podalgebra jest skonczona. Algebra jest jednostajnie lokalnie skoriczona, jezeli dla
dowolnego k istnieje takie n, ze kazda podalgebra generowana przez k elementéw jest
mocy cO najwyzej n.

(a) Wskazaé przyklad algebry, ktéra jest lokalnie skoriczona, ale nie jest jednostajnie
lokalnie skoniczona, cho¢ kazda podalgebra generowana przez 1 element ma mniej
niz 13 elementow.

(b) Pokaza¢, ze kazda algebra Boole’a jest jednostajnie lokalnie skoniczona.

Niech f : A — A i przypusémy, ze B jest minimalna (ze wzgledu na zawieranie)
podalgebra w algebrze (A, f). Pokazaé, ze jest to podalgebra skoriczona. (Uwaga:
takie B nie zawsze istnieje.)

Jakiej mocy jest rodzina wszystkich podalgebr algebry (T, «, 3), gdzie T = {a,b}"
jest nieskonczonym pelnym drzewem binarnym, a operacje o i 3 sa okreslone tak:
alw) =w-a, fw) =w-b?

Niech A bedzie dowolna algebra, i niech B bedzie taka podalgebra algebry A, zZe
pewien element a nie nalezy do B. Udowodnié, ze istnieje podalgebra C, spelniajaca
warunki a ¢ C'1 B C C oraz maksymalna o tych wlasnosciach.

Zbior stéw L C {a,b}* jest niezaleiny, jesli zadne stowo w € L nie nalezy do podal-
gebry generowanej przez L — {w} w algebrze ({a,b}*, ). Pokazaé, ze dowolny zbidr
niezalezny moze by¢ rozszerzony do maksymalnego zbioru niezaleznego.

Jesli D jest dobrze uporzadkowany, to okreslamy w D operacje sP jak nastepuje:
jedli d jest najwiekszym elementem, to s”(d) = d, w przeciwnym razie s”(d) jest
bezposrednim nastepnikiem d. Niech D = (D, sP). Pokazaé, ze:

(a) Jesli D jest nieprzeliczalny to D ma nieprzeliczalnie wiele parami roztacznych
podalgebr.
(b) Jesli D = €, to w D jest 2¢ podalgebr.

(c)* Istnieje taki przeliczalny zbiér D, ze algebra D ma nieprzeliczalnie wiele podal-
gebr.



18. Pokazaé, ze algebra permutacji zbioru {i : ¢ < k} ze skladaniem jest generowana
przez zbior transpozycji.

19. Czy obraz (przeciwobraz) podalgebry przy homomorfizmie musi by¢ podalgebra?

20. Udowodnié, ze dla dowolnych homomorfizméw hy, hy : A — B, zbiér {a € |A] | hy(a) =
ha(a)} jest podalgebra algebry A, jesli tylko jest niepusty.

21. Udowodnié, ze homomorfizm jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest silnym
homomorfizmem i bijekcja.

22. Podaé¢ przyktad algebry A generowanej przez podzbiér X oraz przykitad przeksz-
talcenia f : X — B, ktore nie rozszerza sie do homomorfizmu. Nastepnie podaé taki
przykiad, w ktérym zbiér X jest minimalnym zbiorem generatordw.

23. Udowodni¢, ze struktury (P(R),U,N) i ({0, 1}¥ max, min), gdzie:

max(f, g)(x) = max(f(z), g(x));
min(f, g)(z) = min(f(z), g(x)),
dla dowolnych funkcji f, g i dowolnego z, sa izomorficzne.

24. Udowodnié, ze jedli struktury A = (A, 74, fA) i B = (B,rB, fB) sa izomorficzne, to

(a) fA jest réznowartoéciowa wtedy i tylko wtedy, gdy f? jest réznowartoéciowa;
(b) r4 jest porzadkiem liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy r® jest porzadkiem linio-
Wy,

Podac¢ inne przyktady podobnych réwnowaznosci.

25. Ktore z nastepujacych struktur sa izomorficzne:

(a) (N, +,0)i (N, 1)?
(b) (R, +,-,0,1) i (P(N),U,N,0,N)?

(c) (P, L)i(Ps, L), gdzie P, i P3 to odpowiednio zbiory wszystkich prostych w R?
i w R?, a symbol L oznacza relacje prostopadlodci?

(d) (P, ||) i (Ps,||), gdzie P, i P3 to odpowiednio zbiory wszystkich prostych w R?
i w R3, a symbol || oznacza relacje réwnolegtoéci?

(e) (P, L) i ()7
(f) (N—={0},-) i (NY,4), gdzie (f + g)(n) = f(n) +g(n)?

26. Dlaczego nastepujace struktury nie sa izomorficzne?

(a) (Q,+) i (R, +);
(b) (N,<)i{{m— 3} [m.neN-{0}},<)
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(©) (N, +)1(Z, +);

(d) ({a,0},-) i ({a,b,c}",-);
Dlaczego nastepujace struktury nie sa izomorficzne?
(a) (N,<)i(Z,<);

(b) (Q,<)i(R,<).
Algebry (R, +,—,0) i (R;,-,7' 1) sa izomorficzne.
Ile jest homomorfizméw z (N, <) do (N, >)?

Udowodni¢, ze rézniczkowanie jest homomorfizmem z C; do C z operacja dodawania
i stalg zero.

Ile jest homomorfizméw ,na” z algebry ({a, b}, -, ) do algebry (N, +,0)?
Ile jest homomorfizméw z algebry ({a, b}*, -, ) w siebie? Ile z nich zachowuje dtugosé?
Opisa¢ wszystkie ilorazy algebry ({a,b}*, -, ¢).

Niech A = (N, f), gdzie N jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych, a operacja f jest
okreslona tak: f(z) = x+2, gdy = dzieli sie przez 3, oraz f(x) = x —1, w przeciwnym
przypadku.

(a) Ile jest wszystkich kongruencji w A7

(b) Ile mozna znalez¢ réznych obrazéw homomorficznych algebry A, jesli utozsamiaé¢

ze soba te, ktore sg izomorficzne?

Niech A = (N, f), gdzie N jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych, a operacja f
jest okreslona tak: f(z) = (z + 1) mod 3.
(a) Opisa¢ podalgebry tej algebry.
(b) Tle jest wszystkich kongruencji w A?
(¢) Tle mozna znalezé réznych obrazéw homomorficznych algebry A, jesli utozsamiaé
ze sobg te, ktore sg izomorficzne?
Czy relacja ~ w algebrze termow 7y, okreslona warunkiem:
t ~ s wtedy i tylko wtedy, gdy S(t) = S(s), dla pewnego podstawienia S,
jest kongruencja?
Czy to prawda, ze dla kazdej kongruencji p w A x B istnieje taka kongruencja p; w A

i taka kongruencja py w B, ze (a,b)p(c,d) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ap;c
i bpad?, A na odwrét?
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Niech v bedzie dowolnym warto$ciowaniem. Opisaé iloraz algebry terméw przez
jadro v (rozszerzonego na dowolne termy).

Niech A bedzie skoniczonym zbiorem i niech f : {0,1}* x A — A bedzie dowolna
funkcja. Przyjmijmy, ze w ~; u wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego a € A
zachodzi f(w,a) = f(u,a). Czy ~; musi (moze) by¢ kongruencja w algebrze stéw?

Poda¢ przyklad takiej algebry A, ze:

(a) A jest izomorficzna ze swoim wilasnym ilorazem przez kongruencje rézna od
identycznosci;
(b) A jest algebra Boole’a i spelia ten sam warunek .

Poda¢ przyklad takiej algebry A i réznych kongruencji r i s, ze ilorazy A/ri A/s sa
izomorficzne;

Zbada¢ jakie kongruencje ma algebra liczb naturalnych z nastepnikiem i stala zero.

Niech f i g beda jednoargumentowymi symbolami funkcyjnymi i niech A = (A, f4, g*)
bedzie taka algebra, ze f4 o g4 = idy. Udowodnié, ze jesli algebra B = (A, f5, ¢°)
jest obrazem homomorficznym algebry A to takze fZo ¢® = idp.

Pokazac, ze (A/p)/p’ jest izomorficzne z pewnym A/p”. Znalezé odp. homomorfizm.

Opisa¢ wszystkie kongruencje w pierscieniu liczb catkowitych i w ciele liczb rzeczy-
wistych.

Jakiej mocy jest zbidr wszystkich kongruencji algebry (N x N, f), gdzie f(m,n) =
(m 4+ 1,n) dla dowolnych m,n?

Pokazaé, ze kongruencje tworza krate zupetna,

Udowodni¢, ze istnienie homomorfizmu pomiedzy algebrami Herbranda (generowany-
mi przez state) okresla quasiporzadek, ktéry po podzieleniu przez odp. réwnowaznosé
jest izomorficzny z krata kongruencji algebry terméw statych.

Jesli dla kazdej algebry A istnieje co najwyzej jeden homomorfizm z Ay do A, to Ay
jest algebra Herbranda (i na odwrét). Jesli taki homomorfizm zawsze istnieje, to Ag
jest (izomorficzne z) algebra terméw statych.

Niech f : A — Big: A% C beda homomorfizmami. Udowodnié, ze ker(g) C
ker(f) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki homomorfizm h: C — B, ze f = hog.
Niech B = (N*,0,0), gdzie operacja o jest okreslona tak:

(ny,...,nk) o (D1, Pm) = (M1, ooy g1, M + D1, P2y - -+, Prn)-
Czy B jest potgrupa wolna?



52. Rozpatrzmy algebre A = (N x N)*, 0, (0,0)), w ktérej operacja o jest okreslona tak:

((na,ma) -+ (g, mue)) © ((pr, q1) -+ (pes qe)) =
({(n1,ma) - - (=1, mi—1) (i + P, M + q1) (P2, q2) - - - (Pe, qe))-

(a) Udowodni¢, ze A jest obrazem homomorficznym algebry ({a,b, c}*, -, ¢).

(b) Czy A jest pdlgrupa wolna?

53. Czy jesli h : A — A/, jest homomorfizmem to p C ker(h)? A jesli A jest algebra
wolna w jakiej$ klasie algebr?

54. Méwimy, ze algebra A = (A, f) jest algebra petelkowa, gdy f jest jednoargumentowa
operacja o nastepujacej wlasnosci: dla dowolnego a € A istnieje taka (rézna od
zera) liczba n € N, ze f"(a) = a. Ktére z nastepujacych stwierdzen sa prawdziwe
i dlaczego?

(a) Obraz homomorficzny algebry petelkowej jest zawsze algebra petelkowa.

(b) Kazda kongruencja w algebrze petelkowej jest albo relacja totalna albo relacja
identycznosciowa,

(¢) Produkt dwoch algebr petelkowych jest zawsze algebra petelkowa.

(d) Produkt dwdéch algebr petelkowych, z ktérych kazda jest generowana przez jeden
element, jest zawsze generowany przez co najwyzej 2 elementy.

(e) Produkt dowolnej rodziny algebr petelkowych jest zawsze algebra petelkowa.
(f) W Kklasie wszystkich algebr petelkowych nie ma algebr wolnych.

(g) Klasa wszystkich algebr petelkowych jest definiowalna réwnosciowo.
55. Jakiej mocy jest

(a) rodzina wszystkich podalgebr;
(b) zbiér wszystkich kongruencji,

algebry (N x N f), gdzie

(0,0), jeslim =n = 0;
f(m,n) =< (0,n—1), jesim=0in>0;
(m —1,n), w przeciwnym przypadku.

56. Rozpatrzmy algebre A = (A, f), w ktdrej

e A=(N—-{0}) xN;
e f(nyk-n+i)=(nk-n+i+1),dlakeN i<n-—1;
e f(nyk-n+n—1)=(nk-n),dlak eN.
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Ktére z nastepujacych stwierdzen sa prawdziwe i dlaczego?

(a) Algebra A jest izomorficzna z wlasnym kwadratem kartezjariskim A x A.

(b) Kazdy obraz homomorficzny algebry A jest tez jej podalgebra (z doktadnoscia
do izomorfizmu).

(c¢) Kazda podalgebra algebry A jest tez jej obrazem homomorficznym.
Pokazaé, ze rzuty sa homomorfizmami.

Pokaza¢, ze dla dowolnej algebry C i dowolnych homomorfizméw f : C — A, ¢ :
C — B, istnieje dokladnie jeden homomorfizm h : C — A x B, spehiajacy warunki
moh=fimoh=yg.

Pokazaé, ze produkt [ ], . ({0, 1}, max, min, 0, 1) jest izomorficzny z (P(N),U, N, 0, N).

Jedli r, s — takie kongruencje w A, ze rNs = id, oraz (r; s) = A%, to A jest izomor-
ficzna z produktem A/r x A/s. Nadto zachodzi twierdzenie odwrotne: czynniki sa
zawsze izomorficzne z pewnymi ilorazami produktu.

Uogdlni¢ poprzednie zadanie na dowolne produkty przy zalozeniu, ze [\, pi = id,
oraz dla dowolnego ¢ : I — A istnieje takie a, ze ¢; p; a dla wszystkich i.

Poda¢ przyktad algebry, ktorej kwadrat kartezjanski sklada si¢ z jej izomorficznych
kopii.

Poda¢ przyktad algebry A takiej, ze dla dowolnych dwéch podalgebr By, By C A ich
produkt By x Bj nie jest izomorficzny z zadna podalgebra A.

Opisaé wszystkie kongruencje, wszystkie podalgebry i kwadrat kartezjanski dla alge-
bry (zrobié¢ rysunek):
(a) ({0,1,2,3}, f), gdzie f(i) =i+ 1 mod 4, dlai=1,...,4;

(b) ({1,2,3,4}, f), gdzie f(3) = 1, dla i # 1, oraz f(1) = 2
(¢) ({1,2,3},%), gdzie i xi =i oraz i x j = k, dlai # j # k # i. Ta algebra jest
wolna w pewnej klasie definiowalnej rownosciowo. Jakiej?

Obliczy¢ wartosé termu f(x, g(f(y,x))) w strukturach:

(a) A= {{a,b}*, f4, gM), gdzie fA(w,v) = wv i g (w) = wf, dla dowolnych w i v;

(b) B = ({a,b}*, &, ¢"), gdzie fB(w,v) to najdtuzszy wspdlny prefiks w i v, oraz
g% (w) = tail(w), dla dowolnych w i v;

(c) C = {a,b}*, f€, ¢), gdzie f¢(w,v) =w i ¢¢(w) = aw, dla dowolnych w i v,

przy takim wartosciowaniu v, ze v(z) = ba, v(y) = bba.
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Obliczy¢ wartosé termu (z + y) - (y — x) w strukturach:
(Z,0,4,-), (PN),NU, =), (N1 ~),
gdzie nem = 2n+m, nfm = [n—m|, n ~ m = Lﬁj, przy takim wartosciowaniu v,
ze v(x) =3, v(y) =T.
Obliczy¢ wartos¢ termu (z - y) - ¢ w strukturach:
(N, 1), (N, +,0), (N,£2),

gdzie nfm = |n — m|, przy takim wartosciowaniu v, ze v(z) = 2 i v(y) = 3.
Zbada¢ czy krata zbioréw wypuklych na ptaszczyznie jest dystrybutywna.

Czy homomorfizm porzadkowy krat (algebr Boole’a) jest homomorfizmem krat (al-
gebr Boole’a)?

Czy obraz homomorficzny kraty dystrybutywnej musi by¢ krata dystrybutywna?

Rozpatrzmy relacje r w zbiorze P(R), okreslona nastepujaco: ArB wtedy i tylko
wtedy gdy A i B sa réwnoliczne. Czy relacja r jest kongruencja w algebrze Boole’a
(P(R),uU,n,—, R, D)7 Jesli tak, to opisaé¢ algebre ilorazowa.

Pokazac, ze jesli wszystkie filtry w algebrze Boole’a sa gléwne, to jest ona skonczona.

Scharakteryzowa¢ kongruencje w algebrach Boole’a jako relacje zadane przez filtry
na dwa réwnowazne sposoby:

(a) apb wtedy i tylko wtedy gdy (a U —b) N (bU —a) € F;
(b) apb wtedy i tylko wtedy gdy istnieje f € F, takie ze anN f =bN f.

Pokazaé, ze jesli ~ jest kongruencja w algebrze Boole’a B, to F' = [1]. jest filtrem,
oraz a ~ b zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy (a U —b) N (bU —a) € F.

Przy oznaczeniach z poprzedniego zadania pokazaé, ze filtr I’ jest maksymalny wtedy
i tylko wtedy, gdy B/~ jest dwuelementowa.

Niech B bedzie algebra Boole’a. Dla dowolnego a € B przez R® oznaczymy rodzine
wszystkich filtréw maksymalnych, do ktérych nalezy a. Udowodnié¢, ze dla dowol-
nych a, b:

(a) R™ = ReURY;

)
(b) Ra® = Re N RY;
(c) RP=0iR'=F;
(d) R™*=F - R,

gdzie F oznacza rodzine wszystkich filtrow maksymalnych w B. Wywnioskowa¢ stad,
ze algebra B jest izomorficzna z pewna podalgebra algebry P(F).

8
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Udowodni¢, ze Z x Z z dodawaniem po wspolrzednych jest wolna grupa abelowa
o dwoch generatorach.

Opisaé kraty wolne o jednym i dwoch generatorach. Czy krata wolna o trzech gene-
ratorach jest dystrybutywna?

Udowodnié, ze dwie algebry wolne w tej samej klasie i o tej samej liczbie wolnych
generatoréw musza by¢ izomorficzne.

Pokazaé, ze PH(R) C HP(R), PS(R) C SP(R), oraz SH(R) C HS(R), gdzie P(R),
S(R) i P(R) oznacza odpowiednio klase wszystkich produktéw, podalgebr i obrazéw
homomorficznych algebr z klasy K. Stad HSP(HSP(R)) = HSP(R).

Pokazaé, ze jesli A jest algebra wolna w klasie R to jest tez wolna w klasie HSP(R).
Pokazaé, ze nie zawsze zachodza inkluzje
(a) HP(R) C PH(R);

(b) SP(8) € PS(R);
(c) HS(R) € SH(R).

Jaki jest zwiazek pomiedzy 8 i Mod(Eq(R)), a jaki pomiedzy E i Eq(Mod(FE))?
Kiedy zachodza réwnosci?

Czy algebra (P(N),U,N) jest krata wolna?
Pokazaé, ze aksjomaty grup sa wzajemnie niezalezne.
Podaj przyktad réwnosci prawdziwej i nieprawdziwej w algebrze

(a) (P(N),U,N);
(b) (N, -, 1);
(c) (N,+,0).

Czy algebra (N, -, 1) jest pélgrupa wolna? A wolna pélgrupa abelowa?

Algebry (N—{0},-,1) i (N, +,0) sa wolne w pewnej réwnosciowo definiowalnej klasie
algebr. Jakiej? Wskaz ich wolne generatory. Opisz algebre wolna w tej samej klasie
o dwoch wolnych generatorach.

Czy klasa wszystkich lokalnie skoriczonych (zob. zadanie 12) algebr sygnatury > jest
definiowalna réwnosciowo?

W algebrze terméw 7 (1) dla jezyka z jedna operacja unarng definiujemy:
t <t wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje automorfizm h algebry T (1), taki ze h(t) =
Czy to jest czesciowy (liniowy, dobry) porzadek? Co sie zmieni dla algebry 7 (2)7
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91.
92.

93.

94.

95.

96.%

97.

98.

99.

100.

101.

Scharakteryzowaé te skonczone algebry Boole’a, ktore sa algebrami wolnymi.

Niech E bedzie takim zbiorem réwnan, ze (t; = t2) ¢ Con(E). Istnieje maksymalny
zbiér E' taki, ze £ C E' oraz (t; = t3) ¢ Con(E')

Jesli rozmaito$¢ ma algebre co najmniej 2-elementows, to ma nieskonczona, a jesli
ma nieskonczong to ma przeliczalna,.

Czy algebra A z zadania 35 jest wolna w klasie zdefiniowanej przez réwnanie

S S () = f2)7?

Dana sygnatura z dwiema operacjami unarnymi a i b. Rozwazamy trzy algebry.

(a) zbiér {1}* z operacjami a(x) = 1z, b(z) = lux;
(b) zbidr {1,2}* z operacjami a(z) = lx,b(z) = 2x;
(c) zbior {1,2,3}* z operacjami a(x) = 1z, b(x) = 2.

W ktérych z nich prawdziwe sa te same réwnania?

Czy mozliwe, aby ta sama algebra byla wolna w pewnej klasie 8 z dwoma réznymi
zbiorami wolnych generatorow

(a) tej samej mocy?

(b) réznej mocy?

Opisa¢ algebre wolna o 2 generatorach w klasie definiowanej réwnosciami (z-y) -z =
x-(y-2),x x=uz.

Poda¢ przyklad klasy R, algebry A wolnej w K i takiego réwnania t; = t5, ktore jest
prawdziwe w A, ale nie w R.

Algebra A jest algebra wolna w klasie K o czterech wolnych generatorach. Udowodnié,
7€ Jeéll FV(tl) U FV(tz) Q {.’L’l, T, .%'3}, oraz A ): tl = tQ to R }: tl = tg.

Sygnatura ¥ sktada sie z dwéch symboli statych a i b oraz jednego dwuargumentowego
symbolu funkcyjnego f. Klasa K algebr sygnatury ¥ jest okreslona réwnaniami

f(f(z,y),2) = f(x, f(y,2)) 1 fa,b) = f(b,a). Czy & f(z,y) = f(y,2)? A czy to

rownanie jest prawdziwe w algebrze poczatkowej w K7

Rozwazamy trzy algebry O = (O,@®), T = (T,®) i K = (K, ®), gdzie zbiory O, T
i K to odpowiednio odcinek, tréojkat i kwadrat. Operacja @ jest zawsze okreslona tak
samo: A @ B to $rodek odcinka AB.

(a) Udowodnié¢, ze kazdy wypukty podzbiér zbioru T jest podalgebra w 7. Czy
wszystkie podalgebry sa wypukte?

(b) Czy algebra O jest izomorficzna z jakim$ ilorazem algebry 777
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(¢) Udowodnié, ze HSP({O}) = HSP({7T}) = HSP({K}).

(d) Niech W bedzie algebra wolna w klasie HSP({O}) o dwéch wolnych genera-
torach. Udowodni¢, ze W jest nieskonczona.

(e) Udowodnié¢, ze w algebrach O, 7 i K prawdziwe sa te same réwnania.

(f) Z czesci (101e) wywnioskowaé, ze odcinki taczace polowy przeciwlegtych bokdéw
dowolnego czworokata dziela sie nawzajem na potowy.

(g) Udowodni¢, ze zadne dwie sposrdd algebr O, 7 i K nie sa izomorficzne.

102. Symbol funkcyjny f jest dwuargumentowy. Termy ¢,, dla n > 0, sa zdefiniowane
tak: t1 = f(z1,20), the1 = f(Tni1,tn). Oczywiscie FV (t,) = {zo,...,xn}. Przez I',,
oznaczymy zbiér wszystkich réwnan postaci ,,t, = z” dla n > m. Moéwimy, ze
algebra A sygnatury X jest fajna, jesli A = t,, = xy dla pewnego n > 0. Natomiast
algebra A jest lepsza, gdy A = T, dla pewnego m > 0.

(a) Ktére z réwnosei f(z,y) = f(2,y), f(z,y) = f(z,u), f(z,y) =y sa prawdziwe
w kazdej fajnej algebrze? A ktore w kazdej lepszej?

(b) Czy klasa algebr fajnych jest definiowalna réwnosciowo? A klasa algebr lep-
szych?

(c) Czy istnieje takie zdanie pierwszego rzedu ¢, ze A = ¢ zachodzi wtedy i tylko
wtedy gdy A jest algebra fajna? A jak jest w przypadku algebr lepszych?

(d) Ile elementéw ma algebra wolna o trzech wolnych generatorach w klasie algebr
lepszych?

(e) Czy kazda relacja réwnowaznosci w algebrze fajnej jest w tej algebrze kongru-
encja? A jak jest w przypadku algebr lepszych?
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Rozwiazania i wskazéwki do niektorych zadan

Zadanie 4. Wskazéwka: Zrobi¢ zadanie 25f.
Zadanie 52a. Wskazowka: znalez¢ trzy generatory.

Zadamie 54. Kazda algebra petelkowa sktada sie z ,petli”, czyli roztacznych podalgebr
postaci {ag, ..., an_1}, gdzie f(a;) = a;41 dlai <n—1, oraz f(a,—1) = ao.

1. Tak. Niech (A, f) bedzie algebra petelkowa. Jedli h : (A, f) —— (B, g) jest homo-
morfizmem, oraz f"(a) = a, to oczywiscie ¢"(h(a)) = ( "(a)) = h(a). Ponadto
kazdy element B jest postaci f(a), dla pewnego a € A.

2. Nie. Niech np. A = {0,...,5}, oraz f(i) = i+ 1 mod 6, dla dowolnego i. Relacja
przystawania modulo 3 jest kongruencja w algebrze (A, f).

3. Tak. Niech (A, f) i (B, g) beda algebrami petelkowymi. Ich iloczyn kartezjariski to
algebra (Ax B, ), w ktérej p(a,b) = (f(a), g(b)). Jedli (a,b) € Ax B, to dla pewnych
n,m zachodzi f*(a) =a i g™(b) = b. Jesli k = NWW (m,n) to ©*(a,b) = {(a,b).

4. Nie. Produkt petli rozmiaru 6 i 15 sklada sie z 3 roztacznych petli.

5. Nie. Niech A4,, ={0,...,n — 1} iniech f,(i) =i+ 1 mod n, dla i € A,. Produktem
algebr (A,, f,) jest algebra ([ [, (o) Ans ), W ktérej p(a)(n) = a(n)+1 mod n dla
dowolnego a € [, ey (0} A,. Dla ustalenia uwagi niech « bedzie stale réwna zeru.
Wtedy dla m > n zachodzi ¢"(a)(m) = n # 0, a wiec ¢"(«) # a. A wiec nasz
produkt nie jest algebra petelkowa.

6. Tak. Przypus$émy, ze algebra (A, f) jest wolna w klasie algebr petelkowych, i niech
a € A bedzie takie, ze f"(a) = a. Jesli (B,g) jest pojedyncza petla rozmiaru
wiekszego od n, to nie istnieje zaden homomorfizm z (A, f) do (B, g).

7. Nie. Wynika to z poprzedniej czesci, bo klasy definiowalne réwnos$ciowo maja algebry
wolne. Inne rozwiazanie wynika z czesci (e): ta klasa nie jest zamknieta ze wzgledu
na produkty:.

Zadanie 55. Niech A = {(0,n) | n € N} oraz B,, = {(m,n) | m € N}.

(a) Oczywiscie kazda podalgebra jest podzbiorem zbioru N x N, a wiec jest ich co naj-
wyzej €. Ponadto, dla dowolnego P C N, zbiér Zp = AUJ{B, | n € P} jest
podalgebra algebry (N x N, f). Mamy wiec doktadnie € podalgebr.

(b) Niech P C N i niech hp : N x N 2% Zp (gdzie Zp jest jak w czedci (a)) bedzie

okreslone tak:
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h(m, n) = { (m,n), jesli n € P;
’ (0,m+m), w przeciwnym przypadku.
Przeksztalcenie hp jest homomorfizmem. Co wiecej, dla réznych P, jadra homo-
morfizméw hp sa rézne.? Istotnie: jesli np. n € P — Q to hg(l,n) = hg(0,n + 1),
ale hp(1,n) # hp(0,n + 1). Mamy wiec continuum réznych kongruencji. Podobnie
jak w punkcie (a), ograniczenie z géry jest oczywiste, a wiec moc zbioru wszystkich
kongruencji jest rowna €.

Zadanie 56. Nasza algebra jest algebra petelkowa (zob. zadanie 54), przy czym liczba petli
kazdego mozliwego rozmiaru n jest nieskonczona. Zatem kazda przeliczalna algebra petel-
kowa jest podalgebra algebry A. Kazdy obraz homomorficzny algebry A jest przeliczalna
algebra petelkowa, wiec stwierdzenie (b) jest prawdziwe.

Podobnie iloczyn kartezjanski A x A jest algebra petelkowa i tez ma nieskonczenie wiele
petli kazdego rozmiaru, wiec stwierdzenie (a) jest prawdziwe.

Natomiast stwierdzenie (c) nie jest prawdziwe, bo na przyktad podalgebra zlozona z ele-
mentéw (3,0), (3,1), (3,2) nie jest obrazem homomorficznym A. Gdyby bowiem h bylo
odpowiednim homomorfizmem, to mielibysmy f(f(h(2,0))) = h(f(f(2,0))) = (2,0) a to
nie moze zaj$¢ w trzyelementowej petli.

Zadanie 64c. Jest to algebra wolna (o dwéch wolnych generatorach) w klasie zadanej przez
réwnania zxx =x, xxy =y*x, r* (Yy*xx) = V.

Zadanie 82. Czes¢ 1: Dowolny zbidr potegowy jest izomorficzny z produktem dwuelemen-
towych algebr Boole’a i ma iloraz, ktéry nie jest zbiorem potegowym (nie jest atomowy).
Natomiast ilorazy algebr dwuelementowych sa trywialne wiec ich produkty sa atomowe.

Czesé 2: Podalgebra produktu (N, s) x (N, s) zlozona z dwich galezi sama nie jest produk-
tem podalgebr.

Czes¢ 3: Cialo Zgs jest obrazem podalgebry Z ciala R, ale nie jest podalgebra zadnego
ilorazu, bo idealy sa tylko trywialne.

Zadanie 89. Niech A,, bedzie ,petly” rozmiaru n + 1. Wtedy produkt [, . An nie jest
lokalnie skoniczony, a nawet kazdy jego element generuje nieskoriczona podalgebre. Zatem
klasa algebr lokalnie skonczonych nie jest zamknieta ze wzgledu na produkty i nie moze
by¢ definiowalna réwnosciowo.

Zadanie 91. Wskazdéwka: Dla 3 generatoréw narysowac¢ 3 kétka.

Zadanie 93. Nieskonczona, bo jest zamknieta ze wzgledu na produkty, przeliczalna, bo jest
zamknieta ze wzgledu na podalgebry.

Zadanie 95. W drugiej i trzeciej.

2Mozna powiedzie¢ wiecej: obrazy homomorfizméw hp i hg nie sa nawet izomorficzne.
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Zadanie 97. Ta algebra ma wszystkiego 6 elementéw: a, b, ab, ba, aba i bab.

Zadanie 98. Pélgrupa wolna o jednym generatorze (algebra stéw jednoliterowych) jest abe-
lowa (tj. prawdziwe jest w niej réwnanie x - y = y - x. Podobnie, jesli R jest definiowana
réwnosciami f(z,z,y) = z, f(y,z,z) = z i f(x,y,x) = z to algebra wolna o dwdéch
generatorach jest dwuelementowa i zachodzi w niej warunek f(z,y,z) = f(y,x, z).

Zadanie 99. Niech ay, as, az, ay beda wolnymi generatorami algebry A. Zalézmy, ze B € K
i ze w jest wartoSciowaniem w B. Przyporzadkowanie zadane warunkami h(a;) = w(z;)
dla i = 1,2,3 oraz h(as) = 1 rozszerza sie do homomorfizmu h : A — B. Niech v bedzie
takim wartoSciowaniem w A przy ktérym v(z;) = a; dla i = 1,2,3. Jedli teraz FV (t) C
{1, 29,23}, to w(t) = h(v(t)), co pokazujemy przez indukcje ze wzgledu na dlugos¢ termu ¢:

Dla zmiennych réwnosé wynika wprost z zalozenia. Jesli ¢ = f(uy,...,u,) to w(t) =
FEwua),... w(un)) = fE(hv(w)), ..., h(v(un))) = h(fA(v(w), ... fA0(un)) =
= h(o(f(ur;. . un))) = h(v(t)).

A zatem w(ty) = h(v(ty)) = h(v(t2)) = w(tz). Stad B,w |=t1 = to.

Zadanie 101. 101a. Jesli podzbiér P jest wypukly to odcinek laczacy dwa punkty z P
jest zawarty w P. Tym bardziej wiec srodek tego odcinka nalezy do P. Ale podalgebra
generowana przez dwa rézne punkty nie jest wypukia, bo jest przeliczalna.

101b. Tak. Rzutowanie tréjkata na odcinek zachowuje operacje &, jest wiec homomor-
fizmem. A zatem O jest izomorficzne z ilorazem 7 przez jadro tego homomorfizmu.

101c. 7 czesci (101b) wynika, ze O € H({T}) a stad HSP({O}) C HSP({T}). Dalej
mamy 7 € S({K}), bo tréjkat T jest podobny do pewnego tréjkata zawartego w K.
(Podobieristwo zachowuje $rodki odcinkéw, wiec jest izomorfizmem). Stad HSP({7}) C
HSP({K}). Wreszcie kwadrat jest produktem dwdéch odcinkéw, wiec K € P({O}) i mamy
tez HSP({K}) C HSP({O}).

101d. Do naszej klasy nalezy odcinek (0, 1) z operacja @z’ = 1(z +2’) (jest izomorficzny
z O). Jesli generatorom algebry wolnej przyporzadkujemy liczby 0 i 1 to obrazem homo-
morfizmu rozszerzajacego to przyporzadkowanie jest ta wlasnie nieskonczona podalgebra.
A wiec algebra wolna tez musi by¢ nieskoriczona.

101e. Nalezy skorzystaé z czesci (101c).

101f. Odcinek O jest izomorficzny z przedzialem (0, 1), gdzie operacja @ to srednia aryt-
metyczna. Zatem O = (@ y) B (2 Pv) = (x B v) B (y® z). Wybierzmy teraz kwadrat
tak, aby caly nasz czworokat byl w nim zawarty. Teza wynika stad, ze w K powyzsze
rownanie tez jest prawdziwe.

101g. W algebrze O sa dwa takie punkty C, ktére nie sa postaci A @ B dla A, B € O,
A, B # C. W algebrze 7 sa takie trzy, a w IC cztery.
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Zadanie 102.

Czesé 102a: Wartosé termu t,, przy wartosciowaniu {a, /®,, . .., ap/zo} bedziemy dla uprosz-
czenia zapisywaé po prostu jako t,(an, ..., ap).

Pokazemy najpierw, ze w algebrach fajnych prawdziwe jest réwnanie f(x,y) = f(z,v),
tj., ze operacja f zalezy tylko od drugiego argumentu. Zalézmy, ze w algebrze A prawdziwe
jest réwnanie t, = xq. Wtedy, dla dowolnych ay, ..., a,:

ag = tp(ap,y ... a0) = tp_1(an, ..., fla1,a0)) = flan, tn_1(an_1,...,a0)).

Zatem f(ay,a9) = f(ay,to(an,...,a1,a0)) = to(al, an,. .., a9, f(ar,a0)) = f(ay,ap), dla
dowolnych ay, a.

Pozostate dwa réwnania nie sa prawdziwe na przyklad w algebrze o elementach 0, 1 i 2,
w ktorej f(a,b) = (b+ 1) mod 3.

Natomiast w algebrach lepszych prawdziwe jest réwnanie f(z,y) =y, bo dla dostatecznie
duzego n mamy ag = t,1(an, ... ,a0) = ty(an, ..., f(a,a)) = f(a,a9). Oznacza to, ze
algebry lepsze to doktadnie te algebry, w ktorych f jest rzutowaniem na druga wspotrzedna,.
(Rzutowanie spelia definicje dla m = 1.) Ale rzutowanie na ogét nie jest funkcja stata,
wiec réwnanie f(z,y) = f(z,u) nie jest prawdziwe w algebrach lepszych.

Czesé 102b: 7 powyzszego wynika, ze klasa algebr lepszych jest definiowalna réwnaniem
f(z,y) = y. Natomiast klasa algebr fajnych nie jest definiowalna réwnosciowo, bo nie

jest zamknieta ze wzgledu na produkty. Rozpatrzmy np. algebry A, = (A,, f,), gdzie
A, ={0,...,n} oraz f,(a,b) = (b+ 1) mod n. Wtedy produkt II,cn.A4,, nie jest fajny.

Ostatnia zmiana 25 sierpnia 2005 o godzinie 13: 06.
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