Egzamin z rachunku lambda, 29 stycznia 2010

. Ktére z nastepujacych terméw sa typowalne w rachunku lambda z typami prostymi?
W jaki sposéb? A ktére w innych systemach z typami?
(a) Azyz. z(xy)(yzx)?
(b) \ryz. z(zy)(zy)?
(¢) Awyz. al(zy)(zy)?
. Napisaé takie termy:
(a) Term Id typu wp—p, — w) definiujacy na liczebnikach Churcha funkcje identycznos-
ciowa (tj. taki, ze Idn — n, dla dowolnego n.)
(b) Term H definiujacy funkcje h(n) = n? — 2n + 5 w rachunku lambda bez typéw.
. Niech ® = Mnzy. z(t(succn)y). Drzewo Bohma termu Y ®0 ma taka wlasno$é: prawie
wszystkie zmienne wystepujace w wierzchotkach drzewa sa zwiazane lambda-abstrakcjami

znajdujacymi sie o 1 poziom wyzej (,,w odlegloéci 17). Podaé przyklad termu, w ktérym
,odleglo$¢” miedzy lambda i zwiazana przez nia zmienna jest prawie zawsze rowna 2.

. Skonstruowac taki term M, ze M L =3 true oraz M R =g false, gdzie

o L =Xxy. x(Az. zz(Au. zzu))y;
o R=\zr.x(Az. z(Ay. zy)(Au. z(x2)u).



Rozwigzania

1: Jesli przez oy, oy, o, oznaczymy poszukiwane typy zmiennych z,y,z, to term (a) prowadzi do
ukladu réwnai o = ay — 8, @y = ap — 7, skad dostajemy réwnanie o, = (o — ) — [, ktére
nie ma rozwiazania. Term (a) nie ma wiec typu prostego. Ale w rachunku z pozytywnymi typami
rekurencyjnymi ten term ma typ o — (« = r) — (¢ = r — s) — s, gdzie a = up. (p — r) — q.

Dla termu (b) dostajemy réwnania oy = ay — 8 = — [ — 7, skad wynika, ze 3 = § — ~ 1 znowu
nie ma rozwigzania. Tym razem jednak typowanie rekurencyjne nie jest pozytywne (typ 8 wystepuje
na negatywnej pozycji w § — 7).

Term (c) jest typowalny w typach prostych. Mamy tu réwnania ap, = ay — 5, o = 3 — 0 — 7,
a, = a, — d, ktére mozna rozwiazaé, przyjmujac oy, = 8 =0 — 7y, apy = (0 — ) — § — v,
a, = (§ —» ) — 0. Term (¢) ma wszystkie typy (§ = v) =5 —7) = (0 —7) = ((§ — ) = d) — 6.

Termy (a)—(c) sa postaciami normalnymi, sa wiec typowalne w systemie z typami iloczynowymi.
W polimorficznym rachunku lambda kazdemu z nich mozna przypisa¢ typ Vpp — Vpp — Vpp — q.

2a: Jedna z mozliwosci: Id = An¥r—» fP=PaP n(AgP—P2P. f(gz))IP~Pz.

2b: Zacznijmy od operacji G = Ap. (A fx. f(f(ptrue f x),\fx.ptrue f(pfalse f x)). Dla p = (m, n)
mamy Gp — (m+ 2 m+n). Dlatego k-krotna iteracja G, zaczynajaca sie od pary (1,4) daje
w wyniku (1 + 2k, h(k+1)). Trzeba jeszcze dobrze zaczaé i zdekodowaé wynik, na przyklad w ten
sposéb: H = An.n(Ap.ptrue (Az. Gp) (1,4)) (0, 5)false. Sens: zaczynajac od p := (0,5) wykonujemy
petle for i =1 to n do if ptrue = 0 then (1,4) else Gp, a wynik rzutujemy na 1. wspdhrzedna.

3: Drzewo Bshma termu Y®0 ma tylko jedna galaz: Axoxi.xo(Axa. 21 (Axs. 22 ... Zwiazek miedzy
poddrzewem T, (z,,) zaczynajacym sie od Ax,,41 i poddrzewem T, 11 (2, +1) zaczynajacym sie od Az, 42,
mozemy zapisaé tak: Tp,(z,) = AZpt1. Tn(Tht1(zny1)). To prowadzi do réwnania stalopunktowego
T = Anzy. z(T(succn)y), czyli T = ® T, ktérego rozwiazaniem jest Y P.

Aby skonstruowaé takie M, ze BT(M) = Axoz1z2.20(Axs. 1(Axy4. 22 . . ., postepujemy podobnie, otrzy-
mujac réwnanie T' = Anayz. (T (succn)yz). Szukanym termem jest M = Y (Atnzyz. x(t(succn)yz))0.

4: Niech P = Axy. (z,y) (czyli P = Axyz.zay), oraz true = Axy.x i false = Azy.y. Szukanym
termem jest na przyktad M = Az.xzPItruefalseItruetrue (Azyz.z)true.



