
Egzamin z rachunku lambda, 29 stycznia 2010

1. Które z nast ↪epuj ↪acych termów s ↪a typowalne w rachunku lambda z typami prostymi?
W jaki sposób? A które w innych systemach z typami?

(a) λxyz. z(xy)(yx)?

(b) λxyz. x(xy)(xy)?

(c) λxyz. x(xy)(zy)?

2. Napisać takie termy:

(a) Term Id typu ωp→p → ωp definiuj ↪acy na liczebnikach Churcha funkcj ↪e identycznoś-
ciow ↪a (tj. taki, że Id n � n, dla dowolnego n.)

(b) Term H definiuj ↪acy funkcj ↪e h(n) = n2 − 2n+ 5 w rachunku lambda bez typów.

3. Niech Φ = λtnxy. x(t(succn)y). Drzewo Böhma termu YΦ0 ma tak ↪a w lasność: prawie
wszystkie zmienne wyst ↪epuj ↪ace w wierzcho lkach drzewa s ↪a zwi ↪azane lambda-abstrakcjami
znajduj ↪acymi si ↪e o 1 poziom wyżej (”w odleg lości 1”). Podać przyk lad termu, w którym

”odleg lość” mi ↪edzy lambd ↪a i zwi ↪azan ↪a przez ni ↪a zmienn ↪a jest prawie zawsze równa 2.

4. Skonstruować taki term M , że ML =β true oraz MR =β false, gdzie

• L = λxy. x(λz. zx(λu. xxu))y;

• R = λx. x(λz. z(λy. xy)(λu. x(xz)u).



Rozwi
↪
azania

1: Jeśli przez αx, αy, αz oznaczymy poszukiwane typy zmiennych x, y, z, to term (a) prowadzi do
uk ladu równań αx = αy → β, αy = αx → γ, sk ↪ad dostajemy równanie αx = (αx → γ) → β, które
nie ma rozwi ↪azania. Term (a) nie ma wi ↪ec typu prostego. Ale w rachunku z pozytywnymi typami
rekurencyjnymi ten term ma typ α→ (α→ r)→ (q → r → s)→ s, gdzie α = µp. (p→ r)→ q.

Dla termu (b) dostajemy równania αx = αy → β = β → β → γ, sk ↪ad wynika, że β = β → γ i znowu
nie ma rozwi ↪azania. Tym razem jednak typowanie rekurencyjne nie jest pozytywne (typ β wyst ↪epuje
na negatywnej pozycji w β → γ).

Term (c) jest typowalny w typach prostych. Mamy tu równania αx = αy → β, αx = β → δ → γ,
αz = αy → δ, które można rozwi ↪azać, przyjmuj ↪ac αy = β = δ → γ, αx = (δ → γ) → δ → γ,
αz = (δ → γ)→ δ. Term (c) ma wszystkie typy ((δ → γ)→ δ → γ)→ (δ → γ)→ ((δ → γ)→ δ)→ δ.

Termy (a)–(c) s ↪a postaciami normalnymi, s ↪a wi ↪ec typowalne w systemie z typami iloczynowymi.
W polimorficznym rachunku lambda każdemu z nich można przypisać typ ∀p p→ ∀p p→ ∀p p→ q.

2a: Jedna z możliwości: Id = λnωp→pfp→pxp. n(λgp→pzp. f(gz))Ip→px.

2b: Zacznijmy od operacji G = λp. 〈λfx. f(f(p true f x), λfx. p true f(p false f x)〉. Dla p = 〈m,n〉
mamy Gp � 〈m + 2,m + n〉. Dlatego k-krotna iteracja G, zaczynaj ↪aca si ↪e od pary 〈1,4〉 daje
w wyniku 〈1 + 2k,h(k+1)〉. Trzeba jeszcze dobrze zacz ↪ać i zdekodować wynik, na przyk lad w ten
sposób: H = λn. n(λp. p true (λz. Gp) 〈1,4〉) 〈0,5〉false. Sens: zaczynaj ↪ac od p := 〈0,5〉 wykonujemy
p ↪etl ↪e for i = 1 to n do if p true = 0 then 〈1,4〉 else Gp, a wynik rzutujemy na 1. wspó lrz ↪edn ↪a.

3: Drzewo Böhma termu YΦ0 ma tylko jedn ↪a ga l ↪aź: λx0x1. x0(λx2. x1(λx3. x2 . . . Zwi ↪azek mi ↪edzy
poddrzewem Tn(xn) zaczynaj ↪acym si ↪e od λxn+1 i poddrzewem Tn+1(xn+1) zaczynaj ↪acym si ↪e od λxn+2,
możemy zapisać tak: Tn(xn) = λxn+1. xn(Tn+1(xn+1)). To prowadzi do równania sta lopunktowego
T = λnxy. x(T (succn)y), czyli T = ΦT , którego rozwi ↪azaniem jest YΦ.

Aby skonstruować takieM , że BT(M) = λx0x1x2.x0(λx3. x1(λx4. x2 . . ., post ↪epujemy podobnie, otrzy-
muj ↪ac równanie T = λnxyz. x(T (succn)yz). Szukanym termem jestM = Y(λtnxyz. x(t(succn)yz))0.

4: Niech P = λxy. 〈x, y〉 (czyli P = λxyz. zxy), oraz true = λxy. x i false = λxy. y. Szukanym
termem jest na przyk lad M = λx. xP I true false I true true (λxyz. x) true.


