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1. Prosz¦ napisa¢ wypracowanie (na maksymalnie jedn¡ stron¦) na temat: Co to jest re-

�eksywne cpo i jak mo»na z niego zrobi¢ lambda-model?

2. Dla dowolnego n prosz¦ poda¢ przykªad takiego typu prostego τn dªugo±ci O(n), »e
ka»dy zamkni¦ty term M w postaci normalnej, który jest typu τn ma dªugo±¢ co naj-

mniej O(2n). (Wersja dla tych, którzy si¦ b¦d¡ nudzi¢: prosz¦ opu±ci¢ sªowa �w postaci

normalnej�.)

3. Czy istnieje taki kombinator punktu staªego, któremu mo»na przypisa¢ typ w systemie

typów iloczynowych λ∩≤? A w systemie BCD (czyli w systemie λ∩≤ω)?

4. Prosz¦ skonstruowa¢ term M o takiej wªasno±ci: drzewo Böhma BT (M) jest niesko«-

czone i ka»dy jego wierzchoªek ma wi¦cej synów ni» miaª jego ojciec.



Rozwi¡zania

Zadanie 2: τn = (pn → pn → pn−1) → (pn−1 → pn−1 → pn−2) → · · · → (p2 → p2 → p1) →
(p1 → p1 → p0) → pn → p0.

Zadanie 3: W systemie λ∩≤ »aden kombinator punktu staªego nie ma typu, bo »aden taki

kombinator nie ma postaci normalnej. Rzeczywi±cie, przypu±¢my, »e kombinator punktu

staªego � ma posta¢ normaln¡. Oczywi±cie musi to by¢ abstrakcja λy. . . ., bo � jest kom-

binatorem. Dla dowolnej zmiennej x mamy x(�x) = �x. Oznacza to, »e po normalizacji term

�x zaczyna si¦ od x, a wi¦c posta¢ normalna � musi by¢ taka: λy.yL.

Ale wstawiaj¡c to do równo±ci x(�x) = �x otrzymujemy x(xL′) = xL′ gdzie L′ = L[y := x].
To jest niemo»liwe bo mamy tu dwie ró»ne postaci normalne.

Natomiast w systemie BCD ka»dy kombinator punktu staªego ma typ ω.

Zadanie 4: Zacznijmy od tego, »e operacja λn.n(λy.yz)x zaaplikowana do liczebnika n daje

w wyniku n-krotn¡ aplikacj¦ xz . . . z. Je±li wi¦c Mn+1 ma drzewo, w którym korze« ma

n+1 synów, to korze« drzewa BT (λx.n(λy.yMn+1)x) ma n synów, ka»dy postaci BT (Mn+1).
Pozostaje t¦ konstrukcj¦ ujednostajni¢. Przyjmijmy F = λV λnλx.n(λy.y(V (succn))x i niech

M = YF1. �atwo widzie¢, »e M =β F (YF )1 =β λx.1(λy.y(YF2)x =β λx.x(YF2) =β

λx.x(λx′.2(λy.y(YF3)x′)) =β λx.x(λx′.x′(YF3)(YF3)) =β · · ·
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