
Egzamin z rachunku lambda, 31 stycznia 2012

1. Zbadać, czy Y =β Θ, gdzie:

Y = λf. (λx. f(xx))(λx. f(xx));
Θ = (λxf. f(xxf))(λxf. f(xxf)).

2. Skonstruować taki term M , że ML =β true oraz MR =β false, gdzie

L = λx. x(λy. xx(yy(λz. zxy)))x;
R = λx. x(λy. xx(yy(λz. zyx)))x

3. Term F jest •-testem parzystości (symbol • zast ↪epuje β lub βη), gdy dla dowolnego n
zachodzi Fn =• 0, gdy n jest parzyste i Fn =• 1, gdy n jest nieparzyste.

(a) Skonstruować term F , który jest β-testem parzystości.
(b) Czy istnieje β-test parzystości, który jest typu ωp → ωp?
(c) Skonstruować βη-test parzystości typu ωτ → ωτ , gdzie τ = p→ p→ p.

Wskazówka: co to jest n(λfxy. fyx)K?

4. Niech Γ = {a : p, b : q}. Skonstruować taki term M , że Γ ` M : τ wtedy i tylko wtedy,
gdy τ = ((p→ q)→ p)→ q → p.

Rozwi
↪

azania

1: Te dwa termy nie s ↪a β-równe. Gdyby tak by lo, to z twierdzenia Churcha-Rossera musia lby ist-
nieć taki term M , że Y �β M i Θ �β M . Term M , jako redukt termu Y musi być postaci
λf. fk((λx. f(xx))(λx. f(xx))), co  latwo wynika przez indukcj ↪e.

Term Θ redukuje si ↪e w jednym kroku tylko do λf. f(TTf), gdzie T = λxf. f(xxf), mamy wi ↪ec
M = λf. fP , gdzie TTf �β P . Przez indukcj ↪e można pokazać, że wtedy P = fk(TTf) lub P =
fk((λf. fP ′)f), gdzie TTf �β P ′. A wi ↪ec M = λf. fk(Nf) dla pewnego N , co oznacza, że f =
λx. f(xx), sprzeczność.

2: Na przyk lad λX.XPKK′K′K true(λz. false)K, gdzie P = λxyz. zxy, K′ = λxy. y.

3a: Beztypowy β-test parzystości to na przyk lad term λn. n(λfxy. fyx)K01.

3b: Nie istnieje β-test parzystości typu ωp → ωp, bo funkcja charakterystyczna parzystości nie jest
wielomianem warunkowym.

Aby to udowodnić, należy zauważyć, że każdy wielomian warunkowy o zmiennych ~x = x1, . . . , xn
można przedstawić w postaci instrukcji warunkowej if xi = 0 then f(~x) else g(~x), gdzie f i g s ↪a
wielomianami (o wspó lczynnikach naturalnych) lub wielomianami warunkowymi. Dlatego test parzys-
tości musia lby mieć postać if x = 0 then f(x) else g(x), gdzie f i g s ↪a wielomianami. Wielomian g
o wspó lczynnikach naturalnych jest funkcj ↪a monotoniczn ↪a, wi ↪ec 1 = g(1) ≤ g(2) = 0, sprzeczność.

3c: Na przyk lad λnλfxy1y2. n(λfxy. fyx)K(xy1y2)(fxy1y2).

4: Na przyk lad M = λxy.Ka(λzwv.w(x(λu.Kb(v(wa)(wu)(zy)(zb))))). Ten term musi mieć typ
postaci σ → τ → p, gdzie σ jest typem zmiennej x, a τ jest typem zmiennej y. Aplikacje zy i zb
wymuszaj ↪a równość τ = q. Podobnie, wszystkie wyrażenia, do których aplikowane jest w, musz ↪a być
typu p. Ponieważ Kb . . . ma typ q, wi ↪ec wyrażenie λu.Kb(v(wa)(wu)(zy)(zb)) jest typu p → q, sk ↪ad
wynika σ = (p→ q)→ p.


