1 Wnioskowanie statystyczne — podstawowe pojecia

1.1 Parametry rozktadu, préba losowa

We wnioskowaniu statystycznym prébujemy na podstawie losowej probki z pewnej populacji wnio-
skowaé¢ na temat calej populacji. Mozemy na przyklad zmierzyé wzrost 50 losowo wybranych stu-
dentow i na podstawie otrzymanych wynikéw wnioskowaé na temat wartosci $redniej czy wariancji
tego wzrostu wsroéd wszystkich studentow.

Do modelowania takiej sytuacji uzywa sie zazwyczaj nastepujacego formalizmu. Zakladamy,
ze cecha, ktéora badamy ma pewien nieznany rozktad pochodzacy ze znanej rodziny rozkladéow
D ={0€0O:Py}, gdzie Py = (2, F, Py)} parametryzowanej przez parametr 6.

Chociaz nie znamy 6, a zatem takze rozkladu Py, to jednak co§ o nim wiemy. Znamy mianowicie
wartosci ciagu zmiennych losowych X1, ..., X,, o rozktadzie Py. Taki ciag nazywamy priébg losowq.
Jesli zmienne te sa niezalezne, to méwimy o probie proste;.

Przyklad: W przyktadzie ze wzrostem studentéw mogliby$my zatozyé, ze wzrost ma rozktad
normalny o nieznanej warto$ci $redniej p i wariancji 02 (co oczywiécie z wielu powodéw nie ma
szansy by¢ prawda, ale zapewne jest niezlym przyblizeniem). Mogliby$my wtedy przyja¢ © =
(0,00) x [0,00) i D = {(u,0?%) € © : N(u,0?)}.

Wyniki pomiaru wzrostu 50 studentéw mozemy modelowaé zmiennymi losowymi X7, ..., X50.
Wszystkie X; maja ten sam rozktad N(p,0?), przy czym wartosci p ani o2 nie znamy. Ciag
X1,...,X50 jest w tym przypadku préba losowa. O ile nie losujemy studentéw “ze zwracaniem”
proba ta w ogdlnym przypadku nie jest prosta (dlaczego?), ale tez nie popelnimy z regulty duzego
bledu zakladajac, ze jest.

1.2 Podstawowe problemy

Naszym celem jest wnioskowanie na temat parametru 6 na podstawie wartosci zmiennych X7, ..., X50.
Zajmiemy sie m.in. nastepujacymi trzema problemami:

Estymacja punktowa: Podaé¢ warto$¢ parametru 6.
Estymacja przedzialowa: Podaé¢ (maly) przedzial, ktéry zawiera parametr 6.
Testowanie hipotez: Odpowiedzie¢ na pytanie w rodzaju: “Czy 0 > a7”.

OczywiScie rozwigzanie pierwszego z tych probleméw w prosty sposéb prowadzi do rozwigzania
pozostalych dwoch. Nie ma to jednak wiekszego znaczenia, poniewaz zadnego z tych probleméw
w ogdlnym przypadku rozwiagzaé sie nie da. Mozna je jednak rozwiazywac "w przyblizeniu”, tzn.
opracowaé metody, ktore:

e podaja “dobre” oszacowania wartosci parametru 6,
e podaja (maly) przedzial, ktory z duzym prawdopodobieristwem zawiera parametr 6,
e pozwalaja w “sensowny” sposob odpowiada¢ na pytania w rodzaju: “Czy 0 > a?”.

(stowa “dobre” i “sensowny” zostang sprecyzowane w dalszej czesci wykladu). Omoéwieniem takich
wlasnie metod zajmiemy sie w kilku kolejnych wyktadach.

1.3 Statystyki i estymatory

Zanim przejdziemy do estymacji punktowej, zdefiniujemy dwa fundamentalne pojecia: statystyke
i estymator.
Statystykg nazywamy dowolna funkcje S(X;, ..., X,,) proby losowej. Statystykami sa na przy-

Klad min(X1, ..., X,), max(Xy, ..., X,,), == ale tes X, +5X2 oraz 10003 + X; * X5 — X
Statystyki sa oczywiscie zmiennymi losowymi, okre§lonymi na tej samej przestrzeni co X1, ..., X,.



Estymatorem parametru 6 € © nazywamy dowolng statystyke przyjmujaca wartosci w ©. Ta
definicja nie niesie zbyt wiele tresci. Intuicyjnie, estymator parametru 6 to taka statystyka, ktorej
rzeczywiscie uzywamy do szacowania wartosci 6 (wielu autoréw uzywa tego sformutowania jako
definicji estymatora, ale trudno nazwacé je definicja).

Uwaga: Moze sie zdarzy¢, ze interesuje nas nie caly parametr 6, a jedynie niektére jego skta-
dowe. Moze nas, na przyklad, interesowaé¢ $redni wzrost studentéw, ale nie wariancja wzrostu.
Pojecia estymatora w oczywisty sposob przenosi sie na te sytuacja. Mozna tez mowi¢ o estymacji
punktowej, przedziatlowej i testowaniu hipotez.

2 Estymacja punktowa

W tym rozdziale postaramy sie u$cisli¢ pojecie "dobrego oszacowania, ktore pojawilo sie we
wczesniejszych rozwazaniach. W ogélnym przypadku rozktad, z ktérego pochodzi proba losowa
jest zalezny od pewnego parametru 6, i ten wtasnie parametr staramy sie "dobrze oszacowac". W
tym rozdziale, dla uproszczenia, ograniczymy sie do estymacji wartosci oczekiwanej i wariancji,
ale podobne rozwazania mozna przeprowadzac takze w innych przypadkach (patrz ¢wiczenia).

2.1 Estymacja wartosci oczekiwanej
W jaki sposéb oszacowaé nieznana warto$¢ srednig populacji u, jesli mamy dana prébe losowa
Xi,...,X,. Naturalnym pomystem jest uzycie nastepujacego estymatora

~ "X,
o /J,l(Xl,.. '7X7L) = Av

n

ale kazdy z ponizszych pomystéw tez wydaje sie dziata¢ nienajgorzej

o f1o(X1,...,X,) = X1,
N n/2 x,
o i5(X1,...,X,) = 27/12 ,

o f4(X1,.... Xp) =2 X, gdzie oy > 01> 0 oy =1,

~ X
i /’(’5(le" 7X7l) = ==,

n—1
. nX;
b /’('6(X1a"'7Xn) = Z:ZTI + 1.
Kazdy z estymatoréw [io—ijig intuicyjnie wydaje sie gorszy od fi1, ale dla wiekszosci z nich trudno
powiedzie¢ dlaczego.

Uwaga: Przyjelismy tu (i bedziemy przyjmowaé w dalszej czesci tego wyktadu) dos¢ popularng
w literaturze umowe polegajaca na oznaczaniu estymatoréw parametru ¢ symbolem 6, w tym
przypadku estymatoréw wartosci oczekiwanej p symbolem i z odpowiednim indeksem.

Uwaga: Kazda z definicji i1 — fig opisuje tak naprawde caly ciag estymatoréw parametryzowana
rozmiarem préby n. Dla uproszezenia, nie bedziemy tego faktu z reguly zaznaczaé explicite. Warto
o tym jednak pamietac.

2.1.1 Estymatory nieobcigzone

Obliczmy wartos¢ oczekiwana estymatora fi;.

— EZLlXi _ X BX 1,
n n n

Eju(X1, ..., X,)



a zatem wartoscia oczekiwang tego estymatora jest warto$¢ estymowanej wielkosci t.j. u. Moéwimy,
ze [i1 jest nieobcigZonym estymatorem pu.

W ogoélnym przypadku méwimy, ze 6 jest nieobcigzonym (ang. unbiased) estymatorem 6, jesli
EG=46. Roznice E6—0 nazywamy obcigzeniern (ang. bias) estymatora, w przypadku estymatorow
nieobcigzonych jest ona réwna O.

Nieobciazonoé¢ wydaje sie bardzo naturalng i pozadana wlasnoscia estymatora. Zwréémy
uwage, ze estymatory [i5 i jig nie sg nieobcigzone i z tego wlasnie powodu uwazamy je za “gorsze”
od ﬂl.

W praktyce pojecie nieobciazonosci okazuje sie jednak niejednokrotnie zbyt rygorystyczne co
mozna zobaczy¢ na nastepujacym przyktadzie.

Zadanie Przeprowadzamy sa badania rozktadu liczby telefonéw na minute w helpdesku. Zakta-
damy, ze rozktad liczby telefonéw na minute jest rozktadem Poissona o nieznanym parametrze .
Przypus$my, ze interesuje nas estymacja prawdopodobienistwa p tego, ze w ciagu dwoch kolejnych
minut nie odbierzemy zadnego telefonu. Pokaz, ze dla préby jednoelementowej, jedyny estymator
nieobciazony tego prawdopodobieristwa to p(X;) = (—1)%1.

Przyklad ten pokazuje, ze estymatory nieobciazone niekoniecznie sg lepsze od obciazonych. W
sytuacji z zadania duzo sensowniejszy jest na przyklad estymator otrzymany metoda najwiekszej
wiarygodnosci (oméwiona w dalszej czesci wyktadu) — p(X;) = e~ 2%,

Dobrym ostabieniem pojecia nieobcigzono$ci jest tzw. asymptotyczna nieobcigzono$é. Mo-
wimy, ze estymator 0An(X 1,---,Xn) (a wlasciwie ciag estymatoréw — zobacz uwaga w poprzednim
podrozdziale) jest asymptotycznie nieobcigzony, jesli lim,_ Eén(Xl, LX) =0.

Zwr6émy uwage, ze estymator fi5 jest asymptotycznie nieobcigzony chociaz nie jest nieobcia-
zony.

2.1.2 Estymatory zgodne

W definicji asymptotycznej nieobcigzonosci dla estymatora 6 obserwowali$my zachowanie Eén(X Tyen-

dla n — oo. Naturalne wydaje sie jednak wymaganie, aby nie tylko Eén(Xl, X)) — 0, ale
takze 0,,(X1,...,X,) — 6 dlan — oco.
Estymator 6 parametru # nazywamy estymatorem (stabo) zgodnym jesli dla dowolnego € > 0

lim P(|0,(X1,...,X,) — 0] <=¢) = 1.

Uwaga: Definicja ta zapewne przypomina czytelnikowi (jak sie za chwile okaze stusznie) stabe
prawo wielkich liczb. Mozna tez wprowadzi¢ mocng wersje tej definicji zadajac aby

P(lim 6,(Xy,...,X,) =0)=1.

Sprawdzmy, czy nasze estymatory wartosci oczekiwanej fi; — fig sa zgodne. Zacznijmy od [i;.
Musimy sprawdzi¢, czy dla dowolnego € > 0 zachodzi

n
lim P(|M —pl <=¢) =1,
n—oo n
ale to jest dokladnie teza stabego prawa wielkich liczb (z mocnego prawa wielkich liczb wynika w
analogiczny sposob, ze fi; jest zgodny w mocnym sensie). Podobnie mozna pokazaé, ze zgodne
sa estymatory fis, fi4 1 fi5. Nie jest zgodny estymator fis i to jest jego gléwna wada — poniewaz
estymator ten korzysta jedynie z wartosci X; jakosé estymacji nie poprawia sie wraz ze wzrostem
rozmiaru proby.

Zadanie Z naszych rozwazan wynika, ze estymator nieobciazony moze nie by¢ zgodny (estymator
fi2). Podaj przyklad estymatora zgodnego, ktory nie jest (nawet asymptotycznie) nieobciazony.



2.1.3 Efektywnosé

Nasz dotychczasowe rozwazania nie pozwalaja poréwnac estymatoréw fii, fis i fi4. Intuicyjnie
wydaje sie, ze estymator fi; najefektywniej wykorzystuje wartosci zmiennych Xy, ..., X,, sumujac
wszystkie z jednakowymi wspotczynnikami. Jak za chwile zobaczymy, ma dzieki temu najmniejsza
wariancje.

Zacznijmy od obliczenia wariancji ji;. Niech o2 bedzie wariancja rozktadu, z ktérego pochodzi
nasza proba Xi, ..., X,. Wtedy

Var(fi1) = Var

2

Do Xi _ Var) ", X; _not _o
n

n? n n

Analogiczne obliczenia dla pozostatych dwoch estymatorow daja

2

Var(jiz) = 7;'—/2

oraz
n

Var(jia) = (3 of)o”.

i=1

Zadanie Pokaz, ze wyrazenie opisujace wariancje estymatora fi4 przyjmuje warto$¢ najmniejsza,
gdy wszystkie a; = 1/n, tzn. gdy fig = fi1.

Jesli 6; i 6, sa dwoma nieobcigzonymi estymatorami pewnego parametru 6 i Var(él) < Var(ég),
to moéwimy, ze 6, jest efektywniejszy od 05. A zatem estymator fi; nie tylko intuicyjnie efektywniej
wykorzystuje wartodci zmiennych X, ..., X,, ale tez jest jest efektywniejszy od fi3 i fi4 W sensie
powyzszej definicji.

Warto w tym miejscu zwroci¢ uwage, ze poréwnywanie wariancji estymatoréw o réznym ob-
cigzeniu niekoniecznie ma sens. Dlatego pojecie efektywnosci definiujemy tylko dla estymatorow
nieobcigzonych. Czasem rozszerza sie je na estymatory asymptotycznie nieobcigzone.

W og6lnym przypadku wygodnie jest bada¢ tzw. $redni btad kwadratowy estymatora (ang.
mean square error, w skrocie MSE) zdefiniowany nastepujaco

MSE() = E(0(X1,...,X,) — 0)>.

Oznaczajac dla uproszczenia rachunkow é(Xl, .oy X)) preez 0 mamy

MSE(f) = E(6—0)2 = E((0—E(0))+(E(0)—0))% = E(0—E(0))2+2E(0—E(9))(E(0)—0)+E(E(0)—0)2.

~—

Pierwszy z wyrazéw tej sumy jest wariancja 6, ostatni jest réwny kwadratowi obciazenia 6, a
srodkowy, jak tatwo zauwazy¢, jest rowny zeru. A zatem

MSE(f) = Var(d) + (Ef — 0)2.

Podsumujmy nasze rozwazania dotyczace estymatoréw wartosci oczekiwanej przypominajac
liste rozwazanych estymatoréw wraz z ich wlasnosciami:

o i1(Xq,...,Xpn) = ZLTlx, nieobcigzony, zgodny, efektywny,

e [i2(X1,...,X,) = X1, nieobciazony, nie zgodny,

n/2 X
o (3(Xy,...,X,) = 27‘;/12)(1, nieobciazony, zgodny, mniej efektywny niz fiq,

e f4(X1,...,X,) = Y, &X;, nieobciazony, zgodny, mniej efektywny niz i1 chyba, ze
wszystkie a; = 1/n, wtedy fiqg = fi1,



o [5(Xy,...,X,) = %, obcigzony, ale asymptotycznie nieobcigzony, zgodny,

o j6(X1,...,Xpn) = # + 1, obciazony, nawet asymptotycznie, nie zgodny.

Uwaga: W statystyce definiuje si¢ tez formalnie tzw. efektywno$é nieobciazonego estymatora
Var (60
Var((éo))
riancji) nieobcigzonym estymatorem 6. Tak zdefiniowana efektywnos$¢ jest liczba z przedziatu
[0,1]. Definicja ta wyglada na niezbyt przydatna, bo niby skad mozemy znaé¢ najefektywniejszy
estymator 87 Okazuje sie, ze da sie podaé ograniczenie dolne na wariancje dowolnego nieobciazo-
nego estymatora parametru 6. Jesli nasz estymator ma taka wlasnie wariancje, to wiemy, ze jest
najefektywniejszy. Osobom zainteresowanym tym watkiem polecam znalazienie w dowolnym pod-
reczniku statystyki (lub w Wikipedii) informacji na temat twierdzenia Rao-Cramera. Twierdzenie
to niestety wykracza poza zakres tego wyktadu.

6 parametru . Jest to iloraz , gdzie 6o jest najefektywniejszym (tzn. o najmniejszej wa-

2.2 Estymacja wariancji

Uzbrojeni w kryteria oceny estymatoréw sprobujmy znalezé dobry (tzn. nieobciazony, zgodny i
efektywny) estymator dla wariancji. Naturalnym kandydatem wydaje sie
n 2
N (X —
02(X17"',Xn): ZZ:l( : IUI) )
n
gdzie i jest wartoScig oczekiwang. Oczywiscie wzoru tego mozemy uzy¢ tylko w przypadku, gdy
warto$¢ oczekiwana p jest z gory znana, a estymujemy jedynie wariancje. Sprawdzmy, czy o2 jest
w tym przypadku dobrym estymatorem wariancji. Mamy
n n
- "t (X — p)? " BE(X; —p)? 2
E(o2(X1,..., X)) :Ezzzl( i — 1) _ Zz:l (Xi — ) no 2

:7:0‘7
n n n

a zatem tak zdefiniowany estymator pe jest nieobciazony.

Zadanie Pokaz, ze o2 jest zgodnym estymatorem wariancji. W tym celu oblicz wariancje esty-
matora i uzyj nieréwnosci Czebyszewa.

Analiza efektywnosci tego estymatora w ogolnym przypadku nie jest latwa. Mozna pokazac,
ze jesli rodzina rozkladéw z ktéra mamy do czynienia jest rodzing rozkladéw normalnych, to
powyzszy estymator ma efektywnosé 1.

A co jesli nie znamy warto$ci oczekiwanej? Naturalnym pomyslem jest uzycie zamiast nieznanej

wartosci p wartosci estymatora i(Xq,...,X,) = Z:T;Tlx, tj.
on(Xl X ) _ Z?:l(Xi_,a(Xla”-vXn))Q
e, X)) = " .

Nie jest jednak jasne, czy tak zdefiniowany estymator jest nieobcigzony. Aby to sprawdzi¢ obliczmy
jego wartos¢ oczekiwana (dla uproszczenia rachunkow zamiast [i(X7, ..., X,) bedziemy pisa¢ po
prostu [).

E (Z?_l():;i — ﬂ)Q) _ Z?:l E(nXi — ﬂ)Q _ Z:l:lf(XE) — 22?:1 f(Xiﬂ) + Z?:lf(ﬂ2)_

Przede wszystkim zauwazmy, ze $rodkowy wyraz tej sumy mozna, korzystajac z liniowosci
wartosci oczekiwanej, przeksztalci¢ nastepujaco

X B _ e



a ostatni wyraz jest réwny po prostu E(fi?). Po uproszczeniu dostajemy nastepujace wyrazenie
na warto$¢ oczekiwang o2
n 2
- E(X
Ez:l ( ’L) *E([LZ)
n
Do obliczenia warto$ci tego wyrazenia uzyjemy znanej nam tozsamosci

VarX = E(X?) — (EX)?,
a raczej jej przeksztatconej wersji
E(X?) = VarX + (EX)?.
Aby obliczy¢ warto$¢ pierwszego wyrazu naszego wyrazenia wstawiamy do tozsamosci X; i

dostajemy
S B(XE) Y= 1024 4
n n

s

Wstawiajac do tej samej tozsamosci i za X dostajemy warto§¢ drugiego wyrazu

B(i%) = Var(i) + (Bp)* = 2= + p?

(warto$¢ Var(jz) obliczylisSmy w poprzednim rozdziale).

Ostatecznie otrzymujemy

A o2 n—1
E(0?) =o0®+p* — — —p* = ——0?,
n n

a zatem nasz estymator oblicza wariancje “prawie dobrze”, wynik jest o czynnik "T_l za matly.
Intuicyjnie przyczyna tego bledu estymacji jest to, ze warto$é¢ i uzywana w tym estymatorze jest
blizej proby niz prawdziwa wartos$¢ p.

Nasz obliczenia sugeruja przy okazji sposéb na otrzymanie nieobcigzonego estymatora warian-
cji, wystarczy zastapi¢ n w mianowniku przez n — 1:

S (X — (X, X))?
n—1 '

Taki estymator jest nieobciazony, zgodny (udowodnienie tego faktu pozostawiamy czytelnikowi
jako proste, ale zmudne, ¢wiczenie) i w wielu sytuacjach “do§¢” efektywny (tzn. jego efektywnosc
jest bliska 1, szczegdtowe rozwazania na ten temat wykraczaja poza zakres tego wykltadu).

2.3 Estymacja odchylenia standardowego

Estymacja odchylenia standardowego nie jest tatwa. Mogtoby sie wydawaé, ze dobrym estymato-
rem odchylenia standardowego o jest

6=Vo2,

gdzie o2 jest estymatorem wariancji (na przyklad tym z poprzedniego podrozdziatu).
Problem w tym, ze nawet jesli o2 jest nieobcigzonym estymatorem wariancji, to & zdefiniowane

jak powyzej nie musi by¢ nieobcigzonym estymatorem odchylenia standardowego. Mozna pokazac,
ze w takim przypadku (tj. gdy o2 jest nieobciazony) zachodzi

E(6) <o.
Zadanie Udowodnij to korzystajac z tzw. nierownosci Jensena, ktoéra mowi, ze dla dowolnej
funkcji f wypuklej do gory i dowolnej zmiennej losowej X, zachodzi

f(EX) 2 Ef(X).



(dowdd tej nierownosci w przypadku zmiennych dyskretnych w prosty sposoéb wynika z nieréwnosci
Jensena omawianej na analizie, to samo dotyczy przypadku zmiennych cigglych choé¢ dowéd jest
nieco bardziej skomplikowany).

Niestety, najczesciej E(&) jest mniejsze niz o, tj. & jest estymatorem obciazonym. Mozna temu
zaradzi¢ dodajac do & specjalne “poprawki”, ktére pozwalaja uzyska¢ nieobciazonosé. W praktyce
uzywa sie tego estymatora bez zmian. Mimo, ze jest on obcigzony, obciazenie to nie jest duze, jest
tez asymptotycznie nieobciazony i zgodny.

2.4 Metoda najwiekszej wiarygodnosci

Jak dotad omawiali§my estymatory dla najbardziej naturalnych parametréw: wartosci oczekiwa-
nej, wariancji, odchylenia standardowego. Wzory, ktérych uzywali$my, tez byly “naturalne” —
staraliSmy sie po prostu ‘nasladowa¢” definicje odpowiednich pojeé. Mozna zapytaé czy istnieja
metody, ktére pozwalaja w mniej lub bardziej automatyczny sposéb konstruowaé¢ dobre estyma-
tory w ogélnym przypadku. Okazuje sie, ze tak, a najbardziej popularng metoda tego rodzaju jest
tzw. metoda najwiekszej wiarygodnosci.

Idea metody najwiekszej wiarygodnosci jest bardzo prosta. Patrzymy na wartosci zmiennych
Xi,...,X,, istaramy sie znalez¢ taka warto$¢ estymowanego parametru 6, dla ktérej prawdopo-
dobienstwo uzyskania tych wlasnie wartosci jest najwieksze mozliwe. Takie podejicie dziala w
przypadku zmiennych o rozktadzie dyskretnym. Jedli mamy do czynienia ze zmiennymi cigglymi,
to prawdopodobienistwo uzyskania dowolnych ustalonych wartosci jest réwne 0, dlatego metoda
wymaga pewnych drobnych modyfikacji, ale idea pozostaje ta sama.

Podamy teraz formalna definicje funkcji wiarygodnosci oraz estymatora najwiekszej wiary-
godnosci (ang. Maximum Likelihood Estimator (MLE)). Bedziemy uzywaé notacji z poprzednich
podrozdziatéw, przy czym w sytuacji, gdy D jest rodzing rozktadéw ciaglych, bedziemy dodatkowo
uzywac¢ symbolu fy na oznaczenie funkcji gestosci rozktadu odpowiadajacego parametrowi 6.

Funkcjg wiarygodnosci dla rodziny rozkladéw parametryzowanej przez 6 nazywamy:

o L(O;xq,...,x,) = Pp(X1 =21) ...  Pp(X,, = x,) dla rozkladéw dyskretnych,

o L(O;x1,...,xn) = fo(x1) ... fo(z,) dla rozkladow ciagtych.

Uwaga: W definicji tej zakladamy, tak jak sie to z reguly robi, ze mamy do czynienia z préba
prosta. Jesli tak nie jest, nalezy uzy¢ tacznego prawdopodobienistwa oraz tacznej funkeji gestosci.

Uwaga: Uzycie symbolu 8 w definicji funkcji L jest pewnego rodzaju naduzyciem notacyjnym,
0 jest juz przeciez konkretng wartoscig parametru, ktoéra probujemy znalezé. W praktyce uzycie
w tym miejscu tego samego symbolu nie prowadzi do niejasnosci i dla uproszczenia zapisu tak
wlagnie bedziemy postepowaé¢ w dalszej czesci tego podrozdziatu.

Estymatorem najwiekszej wiarygodnosci (MLE) dla parametru 6 nazywamy estymator é, dla
ktorego O(x1, ..., x,) jest rowny takiej wartosci parametru 0, dla ktorej L(0;x1, ..., z,) prayjmuje
wartos$¢ najwieksza.

Uwaga: W ogolnym przypadku moze sie zdarzy¢, ze warto$¢ najwieksza nie jest przyjmowana.
Wtedy MLE nie jest okreslony. Moze sie tez zdarzyé, ze warto$é najwieksza jest przyjmowana w
wielu punktach. Wtedy MLE jest okreslony niejednoznacznie.

Zobaczymy teraz dwa proste przyklady metody najwiekszej wiarygodnosci w akcji — jeden
przyktad dyskretny i jeden ciagly.



2.4.1 Metoda najwiekszej wiarygodnosci — przyklad dyskretny

Rozwazmy bardzo prosty przyktad: D jest rodzing rozkltadéw Bernoulliego z nieznanym prawdo-
podobienstwem sukcesu s (wyjatkowo nie uzywamy zwyczajowego symbolu p w celu unikniecia
probleméw notacyjnych), ktére chcemy estymowaé. W tym przypadku funkcja wiarygodnosci
przyjmuje postaé

L(s;1,...,xp) = Po(Xy =21) ...  Py(X,, = ) = s (1 — 5)"7F,

gdzie k jest liczba jedynek w ciagu z1,...,z,. Musimy teraz znalezé warto$¢ s dla ktoérej L
przyjmuje warto$¢ najwieksza. Jesli k£ = 0 to wartoéé¢ najwieksza L przyjmuje dla s = 0, podobnie
gdy k = n, warto$¢ najwieksza L przyjmuje dla s = 1. W pozostalych przypadkach mozemy
obliczy¢ pochodna

L’(S;Ih e ,xn) = k5k71(1 — 5)”*’9 _ (n _ k)Sk(l _ S)nfkfl.

Pochodna ta zeruje sie dla k(1 — s) = (n — k)s, czyli s = k/n (uzasadnienie, ze jest to globalne
maksimum pominiemy). A zatem wartoscia estymatora MLE prawdopodobieristwa sukcesu s jest
wlasnie k/n. Warto zwréci¢ uwage, ze k/n = Zn:Tlx, a zatem w tym przypadku estymator
MLE jest po prostu nieobcigzonym estymatorem wartosci oczekiwanej. Nie jest to specjalnie
zaskakujace, skoro wartoscia oczekiwang rozkladu Bernouliego z prawdopodobieristwem sukcesu
s jest wlasnie s. Nalezy to raczej traktowac jako potwierdzenie skutecznosci metody najwiekszej

wiarygodnosci.

2.4.2 Metoda najwiekszej wiarygodnosci — przyklad ciagly

W drugim przykladzie zajmiemy sie sytuacja, w ktorej D jest rodzing rozktadéw normalnych

N(u,0%) o nieznanej wartosci oczekiwanej p i wariancji o?. Znamy estymatory nieobcigzone

dla p i 02. Interesujacym pytaniem jest wiec: czy metoda najwickszej wiarygodnosci potrafi
wygenerowaé te wlasnie estymatory?

Funkcja wiarygodnosci wyglada w tym przypadku nastepujaco

n
1 (@i—m)? 1 0 (@i—w)?
L(p,0%21,... 2,) = Il e 20° B —— 252 .
(/J'v y L1, ) n) " Yo (271_)71/2077,
i=

Chcemy znalezé wartoéci p i o2 dla ktorych L jest najwieksze. Zauwazmy, ze niezaleznie od
wartosci o2, najlepsza wartosci u jest taka wartogé, dla ktérej wyrazenie

n

Z(ﬂﬁi - H)2

i=1

przyjmuje warto$¢ najmniejsza. Rézniczkujac po p dostajemy
-2 Z(Il - M)?
i=1
>

a przyréwnujac te pochodna do zera otrzymujemy p = % i te wlasnie warto§¢ p zwroci
estymator MLE wartosci oczekiwanej. W dalszej czesci rachunkéw zaktadamy, ze p ma wartosé
obliczona przed chwila.

Znajdziemy teraz warto$¢ wariancji zwracang przez estymator MLE. Dla uproszczenia obli-
czen zamiast funkcji L bedziemy rozpatrywaé jej logarytm naturalny log L. — mozemy to zrobié,
poniewaz L i log L przyjmuja warto$¢ najwieksza dla tych samych wartosci p i o2. Jest to bardzo
czesty zabieg w tego typu sytuacji, w nomenklaturze angielskiej ta zlogarytmowana funkcja nawet
ma swoja nazwe: log-likelihood. W naszym przypadku dostajemy:

S~ p)?

10gL(u,02;x1,...,xn):—glog\/%r—nlogo— 552



Rozniczkujac to wyrazenie po o dostajemy

a przyréwnujac pochodng do zera otrzymujemy

2 _ Z?:l(xi - N)2
o - 3
n
i te wlagnie warto$¢ wariancji zwroci estymator (nalezy pamietaé, ze p jest tu $rednig z proby).
A zatem odpowiedZ na pytanie zadane na poczatku tego podrozdzialu brzmi: “prawie”. Metoda
najwiekszej wiarygodnosci daje znany nam nieobciazony estymator wartosci oczekiwanej, ale w
przypadku wariancji dostajemy estymator obciazony (ale asymptotycznie nieobciazony).

2.4.3 Wlasnosci estymatorow najwiekszej wiarygodnosci

Niech D bedzie, jak zwykle, rodzing rozkladéw prawdopodobieristwa parametryzowang przez 6 i
niech v = f(0) dla pewnej bijekcji f : © — I'. Wtedy mozemy traktowaé D jako rodzine rozkladow
parametryzowang przez -y.

Przyklad: W przykladzie z rodzing rozktadéw normalnych parametryzowanych przez wartosé
oczekiwang 1 i wariancje o2 mogliby$my réownie dobrze przyjaé, ze naszymi parametrami s war-
togé¢ oczekiwana i odchylenie standardowe. Wtedy f(u,0?) = (i, o).

Oto6z w powyzej opisanej sytuacji, jesli 9jest estymatorem MLE dla parametru 6, to f(é) jest
estymatorem MLE dla v = f(#). Wynika to natychmiast z definicji estymatora MLE.

Przyklad: Jesli znamy estymator MLE dla wariancji, niech to bedzie o:2, to estymatorem dla
odchylenia standardowego jest V o2,

Estymatory MLE, pomimo, ze nie musza by¢ nieobcigzone, maja wiele interesujacych i poza-
danych wlasnosci. Wiadomo na przyktad, ze przy dosé stabych zatozeniach (ktore sa jednak dosé
skomplikowane i nie mozemy ich tu przytoczy¢, zatozy¢ nalezy m.in. zgodnosé) estymatory MLE
sa m.in. asymptotycznie nieobciazone i asymptotycznie efektywne. Ta ostatnia wtasnosé oznacza,
ze ich wariancja dla n — oo jest réwna wariancji najefektywniejszego estymatora nieobcigzonego.

Zadanie W rozdziale dotyczacym estymatoréw nieobciazonych pokazaliSmy w przykladzie z
helpdeskiem sytuacje, w ktoérej jedyny estymator nieobcigzony przyjmowal wartosci pozbawione
sensu. Znajdz estymator MLE dla tego przyktadu.

3 Estymacja przedzialowa

W tym rozdziale zajmiemy sie tzw. estymacja przedzialowa. Przy zalozeniach jak w poprzed-
nim rozdziale, bedziemy szukaé¢ nie pojedynczego estymatora 6 nieznanego parametru 6, ale pary
statystyk 01, i 0r tak skonstruowanych, aby z duzym prawdopodobienstwem 6 € [01,0g]. Jesli
prawdopodobieristwo to jest > 1 — «, to przedzial [0, 0r] nazywamy przedziatem ufnosci (dla 6)
na poziomie ufnosci 1 — a.

Uwaga: Moze zastanawiaé¢ uzycie w powyzszej definicji 1 — «, a nie po prostu a. Jest to stan-

dardowa notacja i, jak zobaczymy, prowadzi ona do nieco prostszych wzoréw.

Uwaga: Warto w tym miejscu zwroci¢ uwage na popularny btad w rozumieniu powyzszej definicji.
A mianowicie, pomimo tego, ze P(6 € [0L,,0r]) to po obliczeniu [0 (z1,...,2n), ..., 0r(21, ..., Tp)]



dla konkretnych wartosci x1, . . ., x, nie mozemy twierdzi¢, ze przedzial ten zawiera z prawdopodo-
bieistwem 1 — « prawdziwg wartosé 6. Wartosé ta bowiem albo nalezy do naszego przedziatu albo
nie, nie ma tu zadnej losowosci. Prawdopodobienstwo sukcesu 1 — « dotyczy sytuacji przed wylo-
sowaniem proby i wykonaniem obliczen, dla frakcji 1 — a wszystkich mozliwych préob odniesiemy
sukces.

Podana przez nas definicja przedzialu ufnosci w zaden sposob nie ogranicza wartosc 0, i 0g.
Jasne jest jednak, ze chcieliby$my, aby przedzial [0r,0r] byt mozliwie krotki. Czasem interesuje
nas takze znalezienie jak najlepszego (trudno tu moéwié o dlugosci) przedziatu postaci [0, infty)
lub (—o00,0g]. Sa to tzw. jednostronne przedzialy ufnosci.

Omoéwimy teraz estymacje przedzialowyg wartosci oczekiwanej 1 wariancji w 4 typowych sytu-
acjach. Techniki, ktorych uzyjemy sa jednak do$¢ ogoélne i przenosza sie na duza czesé sytuacji
spotykanych w praktyce.

3.1 Sytuacja 1 — Estymacja warto$ci oczekiwanej rozkladu normalnego
o znanej wariancji

Sytuacja ta jest do pewnego stopnia sztuczna, rzadko bowiem chcemy estymowaé warto$é¢ oczeki-
wang znajac wariancje. Jest tak na przyktad wtedy gdy dokonujemy jakiego§ pomiaru, ktérego
doktadnosé z gory znamy. Mozemy na przyklad wazyé pewien przedmiot za pomoca wagi, ktorej
blad ma rozklad normalny o znanej wariancji (co jest do§¢ mocnym, ale nie absurdalnym zaltoze-
niem :)) Przede wszystkim jednak, omawiany przypadek ma charakter teoretyczny — rozwazania
sg w nim szczegoblnie proste i stanowia dobry model sposobu postepowania w zblizonych, ale nie
co trudniejszych sytuacjach.

Niech X1, ..., X, bedzie proba losowa. Wiemy, ze fi(X1,...,X,) = # jest nieobcigzonym
estymatorem g i naturalne byltoby skonstruowanie przedziatu ufnosci wokét . Jak dlugi powinien
by¢ ten przedzialt?

Poniewaz wszystkie X; majg rozktad normalny N (u,0?), to i ma rozktad N (u, %2) W takim
razie zmienna Z = W ma rozklad AV(0,1).

Niech @ bedzie dystrybuantg standardowego rozktadu normalnego N(0,1). Wtedy

P (3)<z=a (1-5) - 1a

Korzystajac z symetrii rozkladu normalnego mamy ®~! (%) = ¢! (1 — %), a wstawiajac defi-
nicje Z dostajemy

p(_@—l(l_g)gW—Wﬁgq)—l(l_g)):l_a.

g

Przeksztatcamy nieréwnosci, aby uzyskaé przedzial ufnosci dla p
o 1(1-¢ o l(1-¢
P<_U(2)+u<ﬂ<g(2)+ﬂ> =1—-aq,

1 ostatecznie

-1 _«a -1(1_-a

P (1—2 o 1(1—2
a zatem szukanym przedzialem ufnosci na poziomie 1 — « jest [ﬂ _ o )711 +2 \5% 2) .

Latwo sprawdzi¢, ze jednostronnymi przedzialami ufnosci na poziomie ufnosci odpowiednio 1 — «
—1 —1
53 (—oo,ﬂ + L\};M} oraz [/l - L\/%*a), oo). W kolejnych przykladach bedziemy pomijaé

wzory na przedzialy jednostronne. Czytelnik moze je jednak tatwo wyprowadzié.
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Uwaga: Nie jest by¢ moze do koiica jasne po co normalizujemy zmienng /i definiujac zmienna
Z. Korzystajac z dowolnego programu statystycznego (np. R) mozna bowiem odczytaé¢ wartosci
odwrotnoéci dystrybuanty (czyli po prostu kwantyle) rozktadu N(u,o?) dla dowolnych u i o2.
Normalizacja ma w duzej mierze charakter historyczny — w tablicach matematycznych, ktérych
kiedy$ uzywano w tego typu obliczeniach, znajduja sie jedynie kwantyle standardowego rozktadu
normalnego.

3.2 Sytuacja 2 — Estymacja wartosci oczekiwanej rozkladu normalnego
0 nieznanej wariancji

Sytuacja, ktora teraz oméwimy nalezy do najwazniejszych i najbardziej typowych w praktyce.
Nie mozemy powtorzy¢ bez zmian rozwazan z poprzedniego podrozdziatu, poniewaz nie znamy

wartosci o wystepujacej w definicji zmiennej Z. Narzuca si¢ uzycie zamiast o wartosci vV UAQ, gdzie

o2 jest nieobcigzonym estymatorem wariancji zdefiniowanym w poprzednim rozdziale, a zatem

g W mvn
o2

Nie jest jednak jasne, czy tak zdefiniowana zmienna Z ma tak jak poprzednio rozktad normalny.
Okazuje sie, ze nie. Z ma rozktad zwany rozktadem t Studenta o v = n — 1 stopniach swobody
(rozktad ma stopnie swobody, a nie Student). Rozklad ten jest bardzo podobny do normalnego
(i dla v — oo zbiega do rozkladu normalnego), ale jego funkcja gestosci ma nieco grubsze ogony
i nizsze centrum (dlaczego?). Nie bedziemy podawaé¢ wzoru na gestosé tego rozkladu, nie jest
on prosty. Warto zaznaczy¢, ze rozktad Studenta jest jednym z najwazniejszych rozkladow w
statystyce i kazdy sensowny pakiet statystyczny pozwala obliczaé¢ jego kwantyle, probkowaé z
niego itp.

Uwaga: Statystyke Z czesto oznacza sie symbolem t, ze wzgledu na jej rozktad.

Dalsza czesé rozwazan w tym podrozdziale jest analogiczna do podrozdziatu poprzedniego. Jesli
przez F,_1 oznaczymy dystrybuante rozkladu Studenta o n — 1 stopniach swobody, to dostajemy
nastepujacy przedziatl ufnosci na poziomie ufnosci 1 — «

. oF L (1-%) . n oF i (1-9%)
i Tn S i Tn

3.3 Sytuacja 3 — Estymacja wartos$ci oczekiwanej dowolnego rozktladu,
duzy rozmiar préby

Tym razem rodzina rozkladéw z ktéra mamy do czynienie niekoniecznie jest rodzing rozkladéow
normalnych, a wariancja, tak jak w poprzedniej sytuacji, nie jest znana. Zakladamy jednak, ze
mamy do czynienia z duza préba, np. n > 100.

W tej sytuacji, ze wzgledu na duzy rozmiar proby, mozemy przyjac, ze:

e (i(Xy,...,X,) marozklad normalny (na mocy Centralnego Twierdzenia Granicznego zmienna
ta ma rozklad bardzo bliski normalnemu),

e Vo2=o0.

Jesli przyjmiemy powyzsze zalozenia, to zmienna Z = (“L)Z‘/ﬁ ma rozktad A(0,1) i mozemy
o

skorzystaé¢ z rozumowania z sytuacji 1. Dostajemy w ten sposéb nastepujacy przedzial ufnosci na
poziomie ufnosci 1 — «
281 285—1
L VEeoy) Vo)
vn ’ vn
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3.4 Sytuacja 4 — Estymacja wariancji rozkladu normalnego, wartosé
oczekiwana nieznana

Zanim przejdziemy do konstruowania przedziatlu ufnosci dla wariancji zdefiniujemy kolejny rozktad
prawdopodobienistwa. Rozktadem x2 (chi-kwadrat o n stopniach swobody) nazywamy rozktad
sumy X?+...+ X2, gdzie X; niezalezne o rozktadzie N'(0, 1). Podobnie jak w przypadku rozktadu
Studenta pominiemy szczegdlowe wzory opisujace ten rozklad. Bedziemy natomiast korzystaé z
nastepujacego twierdzenia (ktére podajemy bez dowodu)

Twierdzenie Jesli Xi,..., X, sa niezaleznymi zmiennymi o rozkladzie N (i, 1) (p jest tu do-

wolne), a X = ZLTlX jest ich Srednia arytmetyczna, to zmienna y ., (X; — X)? ma rozklad

2
Xn—1-

Popatrzmy teraz na zdefiniowany w rozdziale o estymacji punktowej nieobcigzony estymator
wariancji

Yo (X = a(Xy, ... 7Xn>).

o2(X1,..., X,) = S

Latwo zauwazy¢, ze

7 =

(X1, Xn)(n— 1) Z": (X u(Xan)>2

ma na mocy twierdzenia rozktad x2_; (zmienne X7 maja rozklad normalny o wariancji 1).

Dalej postepujemy analogicznie jak poprzednio, ale poniewaz obliczenia maja tym razem nieco
inna posta¢ to podamy je w catosci. Niech G,,_; bedzie dystrybuanta rozkladu x2_;. Wtedy,
podobnie jak poprzednio, mamy

I (c (%) <z<G;, (1—%)) —1-a.

Wstawiajac definicje zmiennej Z dostajemy

P (Gnll ()= (”_021)02 <Gt (1- ‘;)) —1-a,

P(G;il(z) <12<G;i1(1—3)>:1_a,

(n—1)02 0 (n—1)02

a przeksztalcajac

1 wreszcie

—1)g2 —1)2
P 7E? 1)0a <o?< 7("_1 1)5 =1-a,
anl (1 - 5) anl (5)
co daje nam szukany przedzial ufnosci na poziomie ufnosci 1 — «
(n—1)02 (n—1)02
G.Li(1-%)GlL(5)]

Warto zwréci¢ uwage na to, ze rozktad x2_; nie jest symetryczny, w zwiazku z czym potrzebujemy
dwoéch réznych kwantyli we wzorach na przedzial ufnogci.

4 Testowanie hipotez
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