
1 Wnioskowanie statystyczne � podstawowe poj¦cia

1.1 Parametry rozkªadu, próba losowa

We wnioskowaniu statystycznym próbujemy na podstawie losowej próbki z pewnej populacji wnio-
skowa¢ na temat caªej populacji. Mo»emy na przykªad zmierzy¢ wzrost 50 losowo wybranych stu-
dentów i na podstawie otrzymanych wyników wnioskowa¢ na temat warto±ci ±redniej czy wariancji
tego wzrostu w±ród wszystkich studentów.

Do modelowania takiej sytuacji u»ywa si¦ zazwyczaj nast¦puj¡cego formalizmu. Zakªadamy,
»e cecha, któr¡ badamy ma pewien nieznany rozkªad pochodz¡cy ze znanej rodziny rozkªadów
D = {θ ∈ Θ : Pθ}, gdzie Pθ = (Ω,F , Pθ)} parametryzowanej przez parametr θ.

Chocia» nie znamy θ, a zatem tak»e rozkªadu Pθ, to jednak co± o nim wiemy. Znamy mianowicie
warto±ci ci¡gu zmiennych losowych X1, . . . , Xn o rozkªadzie Pθ. Taki ci¡g nazywamy prób¡ losow¡.
Je±li zmienne te s¡ niezale»ne, to mówimy o próbie prostej.

Przykªad: W przykªadzie ze wzrostem studentów mogliby±my zaªo»y¢, »e wzrost ma rozkªad
normalny o nieznanej warto±ci ±redniej µ i wariancji σ2 (co oczywi±cie z wielu powodów nie ma
szansy by¢ prawd¡, ale zapewne jest niezªym przybli»eniem). Mogliby±my wtedy przyj¡¢ Θ =
(0,∞)× [0,∞) i D = {(µ, σ2) ∈ Θ : N (µ, σ2)}.

Wyniki pomiaru wzrostu 50 studentów mo»emy modelowa¢ zmiennymi losowymi X1, . . . , X50.
Wszystkie Xi maj¡ ten sam rozkªad N (µ, σ2), przy czym warto±ci µ ani σ2 nie znamy. Ci¡g
X1, . . . , X50 jest w tym przypadku prób¡ losow¡. O ile nie losujemy studentów �ze zwracaniem�
próba ta w ogólnym przypadku nie jest prosta (dlaczego?), ale te» nie popeªnimy z reguªy du»ego
bª¦du zakªadaj¡c, »e jest.

1.2 Podstawowe problemy

Naszym celem jest wnioskowanie na temat parametru θ na podstawie warto±ci zmiennychX1, . . . , X50.
Zajmiemy si¦ m.in. nast¦puj¡cymi trzema problemami:

Estymacja punktowa: Poda¢ warto±¢ parametru θ.

Estymacja przedziaªowa: Poda¢ (maªy) przedziaª, który zawiera parametr θ.

Testowanie hipotez: Odpowiedzie¢ na pytanie w rodzaju: �Czy θ > a?�.

Oczywi±cie rozwi¡zanie pierwszego z tych problemów w prosty sposób prowadzi do rozwi¡zania
pozostaªych dwóch. Nie ma to jednak wi¦kszego znaczenia, poniewa» »adnego z tych problemów
w ogólnym przypadku rozwi¡za¢ si¦ nie da. Mo»na je jednak rozwi¡zywa¢ �w przybli»eniu�, tzn.
opracowa¢ metody, które:

• podaj¡ �dobre� oszacowania warto±ci parametru θ,

• podaj¡ (maªy) przedziaª, który z du»ym prawdopodobie«stwem zawiera parametr θ,

• pozwalaj¡ w �sensowny� sposób odpowiada¢ na pytania w rodzaju: �Czy θ > a?�.

(sªowa �dobre� i �sensowny� zostan¡ sprecyzowane w dalszej cz¦±ci wykªadu). Omówieniem takich
wªa±nie metod zajmiemy si¦ w kilku kolejnych wykªadach.

1.3 Statystyki i estymatory

Zanim przejdziemy do estymacji punktowej, zde�niujemy dwa fundamentalne poj¦cia: statystyk¦
i estymator.

Statystyk¡ nazywamy dowoln¡ funkcj¦ S(X1, . . . , Xn) próby losowej. Statystykami s¡ na przy-

kªad min(X1, . . . , Xn), max(X1, . . . , Xn),
Pn
i=1Xi
n , ale te» X1 + 5X2

3 oraz 10003 +X1 ∗X2 −X5.
Statystyki s¡ oczywi±cie zmiennymi losowymi, okre±lonymi na tej samej przestrzeni co X1, . . . , Xn.
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Estymatorem parametru θ ∈ Θ nazywamy dowoln¡ statystyk¦ przyjmuj¡c¡ warto±ci w Θ. Ta
de�nicja nie niesie zbyt wiele tre±ci. Intuicyjnie, estymator parametru θ to taka statystyka, której
rzeczywi±cie u»ywamy do szacowania warto±ci θ (wielu autorów u»ywa tego sformuªowania jako
de�nicji estymatora, ale trudno nazwa¢ je de�nicj¡).

Uwaga: Mo»e si¦ zdarzy¢, »e interesuje nas nie caªy parametr θ, a jedynie niektóre jego skªa-
dowe. Mo»e nas, na przykªad, interesowa¢ ±redni wzrost studentów, ale nie wariancja wzrostu.
Poj¦cia estymatora w oczywisty sposób przenosi si¦ na t¦ sytuacj¡. Mo»na te» mowi¢ o estymacji
punktowej, przedziaªowej i testowaniu hipotez.

2 Estymacja punktowa

W tym rozdziale postaramy si¦ u±ci±li¢ poj¦cie "dobrego oszacowania", które pojawiªo si¦ we
wcze±niejszych rozwa»aniach. W ogólnym przypadku rozkªad, z którego pochodzi próba losowa
jest zale»ny od pewnego parametru θ, i ten wªa±nie parametr staramy si¦ "dobrze oszacowa¢". W
tym rozdziale, dla uproszczenia, ograniczymy si¦ do estymacji warto±ci oczekiwanej i wariancji,
ale podobne rozwa»ania mo»na przeprowadza¢ tak»e w innych przypadkach (patrz ¢wiczenia).

2.1 Estymacja warto±ci oczekiwanej

W jaki sposób oszacowa¢ nieznan¡ warto±¢ ±redni¡ populacji µ, je±li mamy dan¡ prób¦ losow¡
X1, . . . , Xn. Naturalnym pomysªem jest u»ycie nast¦puj¡cego estymatora

• µ̂1(X1, . . . , Xn) =
Pn
i=1Xi
n ,

ale ka»dy z poni»szych pomysªów te» wydaje si¦ dziaªa¢ nienajgorzej

• µ̂2(X1, . . . , Xn) = X1,

• µ̂3(X1, . . . , Xn) =
Pn/2
i=1 Xi
n/2 ,

• µ̂4(X1, . . . , Xn) =
∑n
i=1 αiXi, gdzie αi > 0 i

∑n
i=1 αi = 1,

• µ̂5(X1, . . . , Xn) =
Pn
i=1Xi
n−1 ,

• µ̂6(X1, . . . , Xn) =
Pn
i=1Xi
n + 1.

Ka»dy z estymatorów µ̂2�µ̂6 intuicyjnie wydaje si¦ gorszy od µ̂1, ale dla wi¦kszo±ci z nich trudno
powiedzie¢ dlaczego.

Uwaga: Przyj¦li±my tu (i b¦dziemy przyjmowa¢ w dalszej cz¦±ci tego wykªadu) do±¢ popularn¡

w literaturze umow¦ polegaj¡c¡ na oznaczaniu estymatorów parametru θ symbolem θ̂, w tym
przypadku estymatorów warto±ci oczekiwanej µ symbolem µ̂ z odpowiednim indeksem.

Uwaga: Ka»da z de�nicji µ̂1 � µ̂6 opisuje tak naprawd¦ caªy ci¡g estymatorów parametryzowan¡
rozmiarem próby n. Dla uproszczenia, nie b¦dziemy tego faktu z reguªy zaznacza¢ explicite. Warto
o tym jednak pami¦ta¢.

2.1.1 Estymatory nieobci¡»one

Obliczmy warto±¢ oczekiwan¡ estymatora µ̂1.

Eµ̂1(X1, . . . , Xn) = E

∑n
i=1Xi

n
=
∑n
i=1EXi

n
=
nµ

n
= µ,
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a zatem warto±ci¡ oczekiwan¡ tego estymatora jest warto±¢ estymowanej wielko±ci t.j. µ. Mówimy,
»e µ̂1 jest nieobci¡»onym estymatorem µ.

W ogólnym przypadku mówimy, »e θ̂ jest nieobci¡»onym (ang. unbiased) estymatorem θ, je±li

Eθ̂ = θ. Ró»nic¦ Eθ̂−θ nazywamy obci¡»eniem (ang. bias) estymatora, w przypadku estymatorów
nieobci¡»onych jest ona równa 0.

Nieobci¡»ono±¢ wydaje si¦ bardzo naturaln¡ i po»¡dan¡ wªasno±ci¡ estymatora. Zwró¢my
uwag¦, »e estymatory µ̂5 i µ̂6 nie s¡ nieobci¡»one i z tego wªa±nie powodu uwa»amy je za �gorsze�
od µ̂1.

W praktyce poj¦cie nieobci¡»ono±ci okazuje si¦ jednak niejednokrotnie zbyt rygorystyczne co
mo»na zobaczy¢ na nast¦puj¡cym przykªadzie.

Zadanie Przeprowadzamy s¡ badania rozkªadu liczby telefonów na minut¦ w helpdesku. Zakªa-
damy, »e rozkªad liczby telefonów na minut¦ jest rozkªadem Poissona o nieznanym parametrze λ.
Przypu±my, »e interesuje nas estymacja prawdopodobie«stwa p tego, »e w ci¡gu dwóch kolejnych
minut nie odbierzemy »adnego telefonu. Poka», »e dla próby jednoelementowej, jedyny estymator
nieobci¡»ony tego prawdopodobie«stwa to p̂(X1) = (−1)X1 .

Przykªad ten pokazuje, »e estymatory nieobci¡»one niekoniecznie s¡ lepsze od obci¡»onych. W
sytuacji z zadania du»o sensowniejszy jest na przykªad estymator otrzymany metod¡ najwi¦kszej
wiarygodno±ci (omówion¡ w dalszej cz¦±ci wykªadu) � p̂(X1) = e−2X1 .

Dobrym osªabieniem poj¦cia nieobci¡»ono±ci jest tzw. asymptotyczna nieobci¡»ono±¢. Mó-
wimy, »e estymator θ̂n(X1, . . . , Xn) (a wªa±ciwie ci¡g estymatorów � zobacz uwaga w poprzednim

podrozdziale) jest asymptotycznie nieobci¡»ony, je±li limn→∞Eθ̂n(X1, . . . , Xn) = θ.
Zwró¢my uwag¦, »e estymator µ̂5 jest asymptotycznie nieobci¡»ony chocia» nie jest nieobci¡-

»ony.

2.1.2 Estymatory zgodne

Wde�nicji asymptotycznej nieobci¡»ono±ci dla estymatora θ̂ obserwowali±my zachowanie Eθ̂n(X1, . . . , Xn)
dla n → ∞. Naturalne wydaje si¦ jednak wymaganie, aby nie tylko Eθ̂n(X1, . . . , Xn) → θ, ale

tak»e θ̂n(X1, . . . , Xn)→ θ dla n→∞.

Estymator θ̂ parametru θ nazywamy estymatorem (sªabo) zgodnym je±li dla dowolnego ε > 0

lim
n→∞

P (|θ̂n(X1, . . . , Xn)− θ| <= ε) = 1.

Uwaga: De�nicja ta zapewne przypomina czytelnikowi (jak si¦ za chwil¦ oka»e sªusznie) sªabe
prawo wielkich liczb. Mo»na te» wprowadzi¢ mocn¡ wersj¦ tej de�nicji »¡daj¡c aby

P ( lim
n→∞

θ̂n(X1, . . . , Xn) = θ) = 1.

Sprawd¹my, czy nasze estymatory warto±ci oczekiwanej µ̂1 � µ̂6 s¡ zgodne. Zacznijmy od µ̂1.
Musimy sprawdzi¢, czy dla dowolnego ε > 0 zachodzi

lim
n→∞

P (|
∑n
i=1Xi

n
− µ| <= ε) = 1,

ale to jest dokªadnie teza sªabego prawa wielkich liczb (z mocnego prawa wielkich liczb wynika w
analogiczny sposób, »e µ̂1 jest zgodny w mocnym sensie). Podobnie mo»na pokaza¢, »e zgodne
s¡ estymatory µ̂3, µ̂4 i µ̂5. Nie jest zgodny estymator µ̂2 i to jest jego gªówna wada � poniewa»
estymator ten korzysta jedynie z warto±ci X1 jako±¢ estymacji nie poprawia si¦ wraz ze wzrostem
rozmiaru próby.

Zadanie Z naszych rozwa»a« wynika, »e estymator nieobci¡»ony mo»e nie by¢ zgodny (estymator
µ̂2). Podaj przykªad estymatora zgodnego, który nie jest (nawet asymptotycznie) nieobci¡»ony.

3



2.1.3 Efektywno±¢

Nasz dotychczasowe rozwa»ania nie pozwalaj¡ porówna¢ estymatorów µ̂1, µ̂3 i µ̂4. Intuicyjnie
wydaje si¦, »e estymator µ̂1 najefektywniej wykorzystuje warto±ci zmiennych X1, . . . , Xn sumuj¡c
wszystkie z jednakowymi wspóªczynnikami. Jak za chwil¦ zobaczymy, ma dzi¦ki temu najmniejsz¡
wariancj¦.

Zacznijmy od obliczenia wariancji µ̂1. Niech σ
2 b¦dzie wariancj¡ rozkªadu, z którego pochodzi

nasza próba X1, . . . , Xn. Wtedy

Var(µ̂1) = Var

∑n
i=1Xi

n
=

Var
∑n
i=1Xi

n2
=
nσ2

n2
=
σ2

n
.

Analogiczne obliczenia dla pozostaªych dwóch estymatorów daj¡

Var(µ̂3) =
σ2

n/2

oraz

Var(µ̂4) = (
n∑
i=1

α2
i )σ

2.

Zadanie Poka», »e wyra»enie opisuj¡ce wariancj¦ estymatora µ̂4 przyjmuje warto±¢ najmniejsz¡,
gdy wszystkie αi = 1/n, tzn. gdy µ̂4 = µ̂1.

Je±li θ̂1 i θ̂2 s¡ dwoma nieobci¡»onymi estymatorami pewnego parametru θ i Var(θ̂1) < Var(θ̂2),
to mówimy, »e θ̂1 jest efektywniejszy od θ̂2. A zatem estymator µ̂1 nie tylko intuicyjnie efektywniej
wykorzystuje warto±ci zmiennych X1, . . . , Xn ale te» jest jest efektywniejszy od µ̂3 i µ̂4 w sensie
powy»szej de�nicji.

Warto w tym miejscu zwróci¢ uwag¦, »e porównywanie wariancji estymatorów o ró»nym ob-
ci¡»eniu niekoniecznie ma sens. Dlatego poj¦cie efektywno±ci de�niujemy tylko dla estymatorów
nieobci¡»onych. Czasem rozszerza si¦ je na estymatory asymptotycznie nieobci¡»one.

W ogólnym przypadku wygodnie jest bada¢ tzw. ±redni bª¡d kwadratowy estymatora (ang.
mean square error, w skrócie MSE) zde�niowany nast¦puj¡co

MSE(θ̂) = E(θ̂(X1, . . . , Xn)− θ)2.

Oznaczaj¡c dla uproszczenia rachunków θ̂(X1, . . . , Xn) przez θ̂ mamy

MSE(θ̂) = E(θ̂−θ)2 = E((θ̂−E(θ̂))+(E(θ̂)−θ))2 = E(θ̂−E(θ̂))2+2E(θ̂−E(θ̂))(E(θ̂)−θ)+E(E(θ̂)−θ)2.

Pierwszy z wyrazów tej sumy jest wariancj¡ θ̂, ostatni jest równy kwadratowi obci¡»enia θ̂, a
±rodkowy, jak ªatwo zauwa»y¢, jest równy zeru. A zatem

MSE(θ̂) = Var(θ̂) + (Eθ̂ − θ)2.

Podsumujmy nasze rozwa»ania dotycz¡ce estymatorów warto±ci oczekiwanej przypominaj¡c
list¦ rozwa»anych estymatorów wraz z ich wªasno±ciami:

• µ̂1(X1, . . . , Xn) =
Pn
i=1Xi
n , nieobci¡»ony, zgodny, efektywny,

• µ̂2(X1, . . . , Xn) = X1, nieobci¡»ony, nie zgodny,

• µ̂3(X1, . . . , Xn) =
Pn/2
i=1 Xi
n/2 , nieobci¡»ony, zgodny, mniej efektywny ni» µ̂1,

• µ̂4(X1, . . . , Xn) =
∑n
i=1 αiXi, nieobci¡»ony, zgodny, mniej efektywny ni» µ̂1 chyba, »e

wszystkie αi = 1/n, wtedy µ̂4 = µ̂1,
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• µ̂5(X1, . . . , Xn) =
Pn
i=1Xi
n−1 , obci¡»ony, ale asymptotycznie nieobci¡»ony, zgodny,

• µ̂6(X1, . . . , Xn) =
Pn
i=1Xi
n + 1, obci¡»ony, nawet asymptotycznie, nie zgodny.

Uwaga: W statystyce de�niuje si¦ te» formalnie tzw. efektywno±¢ nieobci¡»onego estymatora

θ̂ parametru θ. Jest to iloraz Var(θ̂0)

Var(θ̂)
, gdzie θ̂0 jest najefektywniejszym (tzn. o najmniejszej wa-

riancji) nieobci¡»onym estymatorem θ. Tak zde�niowana efektywno±¢ jest liczb¡ z przedziaªu
[0, 1]. De�nicja ta wygl¡da na niezbyt przydatn¡, bo niby sk¡d mo»emy zna¢ najefektywniejszy
estymator θ? Okazuje si¦, »e da si¦ poda¢ ograniczenie dolne na wariancj¦ dowolnego nieobci¡»o-
nego estymatora parametru θ. Je±li nasz estymator ma tak¡ wªa±nie wariancj¦, to wiemy, »e jest
najefektywniejszy. Osobom zainteresowanym tym w¡tkiem polecam znalazienie w dowolnym pod-
r¦czniku statystyki (lub w Wikipedii) informacji na temat twierdzenia Rao-Cramera. Twierdzenie
to niestety wykracza poza zakres tego wykªadu.

2.2 Estymacja wariancji

Uzbrojeni w kryteria oceny estymatorów spróbujmy znale¹¢ dobry (tzn. nieobci¡»ony, zgodny i
efektywny) estymator dla wariancji. Naturalnym kandydatem wydaje si¦

σ̂2(X1, . . . , Xn) =
∑n
i=1(Xi − µ)2

n
,

gdzie µ jest warto±ci¡ oczekiwan¡. Oczywi±cie wzoru tego mo»emy u»y¢ tylko w przypadku, gdy
warto±¢ oczekiwana µ jest z góry znana, a estymujemy jedynie wariancj¦. Sprawd¹my, czy σ̂2 jest
w tym przypadku dobrym estymatorem wariancji. Mamy

E(σ̂2(X1, . . . , Xn)) = E

∑n
i=1(Xi − µ)2

n
=
∑n
i=1E(Xi − µ)2

n
=
nσ2

n
= σ2,

a zatem tak zde�niowany estymator σ̂2 jest nieobci¡»ony.

Zadanie Poka», »e σ̂2 jest zgodnym estymatorem wariancji. W tym celu oblicz wariancj¦ esty-
matora i u»yj nierówno±ci Czebyszewa.

Analiza efektywno±ci tego estymatora w ogólnym przypadku nie jest ªatwa. Mo»na pokaza¢,
»e je±li rodzina rozkªadów z któr¡ mamy do czynienia jest rodzin¡ rozkªadów normalnych, to
powy»szy estymator ma efektywno±¢ 1.

A co je±li nie znamy warto±ci oczekiwanej? Naturalnym pomysªem jest u»ycie zamiast nieznanej

warto±ci µ warto±ci estymatora µ̂(X1, . . . , Xn) =
Pn
i=1Xi
n , tj.

σ̂2(X1, . . . , Xn) =
∑n
i=1(Xi − µ̂(X1, . . . , Xn))2

n
.

Nie jest jednak jasne, czy tak zde�niowany estymator jest nieobci¡»ony. Aby to sprawdzi¢ obliczmy
jego warto±¢ oczekiwan¡ (dla uproszczenia rachunków zamiast µ̂(X1, . . . , Xn) b¦dziemy pisa¢ po
prostu µ̂).

E

(∑n
i=1(Xi − µ̂)2

n

)
=
∑n
i=1E(Xi − µ̂)2

n
=
∑n
i=1E(X2

i )
n

− 2
∑n
i=1E(Xiµ̂)

n
+
∑n
i=1E(µ̂2)
n

.

Przede wszystkim zauwa»my, »e ±rodkowy wyraz tej sumy mo»na, korzystaj¡c z liniowo±ci
warto±ci oczekiwanej, przeksztaªci¢ nast¦puj¡co

−2
∑n
i=1E(Xiµ̂)

n
= −2E(µ̂2),
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a ostatni wyraz jest równy po prostu E(µ̂2). Po uproszczeniu dostajemy nast¦puj¡ce wyra»enie

na warto±¢ oczekiwan¡ σ̂2 ∑n
i=1E(X2

i )
n

− E(µ̂2).

Do obliczenia warto±ci tego wyra»enia u»yjemy znanej nam to»samo±ci

VarX = E(X2)− (EX)2,

a raczej jej przeksztaªconej wersji

E(X2) = VarX + (EX)2.

Aby obliczy¢ warto±¢ pierwszego wyrazu naszego wyra»enia wstawiamy do to»samo±ci Xi i
dostajemy ∑n

i=1E(X2
i )

n
=
∑
i = 1n(σ2 + µ2)

n
= σ2 + µ2.

Wstawiaj¡c do tej samej to»samo±ci µ̂ za X dostajemy warto±¢ drugiego wyrazu

E(µ̂2) = Var(µ̂) + (Eµ̂)2 =
σ2

n
+ µ2

(warto±¢ Var(µ̂) obliczyli±my w poprzednim rozdziale).
Ostatecznie otrzymujemy

E(σ̂2) = σ2 + µ2 − σ2

n
− µ2 =

n− 1
n

σ2,

a zatem nasz estymator oblicza wariancj¦ �prawie dobrze�, wynik jest o czynnik n−1
n za maªy.

Intuicyjnie przyczyn¡ tego bª¦du estymacji jest to, »e warto±¢ µ̂ u»ywana w tym estymatorze jest
bli»ej próby ni» prawdziwa warto±¢ µ.

Nasz obliczenia sugeruj¡ przy okazji sposób na otrzymanie nieobci¡»onego estymatora warian-
cji, wystarczy zast¡pi¢ n w mianowniku przez n− 1:∑n

i=1(Xi − µ̂(X1, . . . , Xn))2

n− 1
.

Taki estymator jest nieobci¡»ony, zgodny (udowodnienie tego faktu pozostawiamy czytelnikowi
jako proste, ale »mudne, ¢wiczenie) i w wielu sytuacjach �do±¢� efektywny (tzn. jego efektywno±¢
jest bliska 1, szczegóªowe rozwa»ania na ten temat wykraczaj¡ poza zakres tego wykªadu).

2.3 Estymacja odchylenia standardowego

Estymacja odchylenia standardowego nie jest ªatwa. Mogªoby si¦ wydawa¢, »e dobrym estymato-
rem odchylenia standardowego σ jest

σ̂ =
√
σ̂2,

gdzie σ̂2 jest estymatorem wariancji (na przykªad tym z poprzedniego podrozdziaªu).

Problem w tym, »e nawet je±li σ̂2 jest nieobci¡»onym estymatorem wariancji, to σ̂ zde�niowane
jak powy»ej nie musi by¢ nieobci¡»onym estymatorem odchylenia standardowego. Mo»na pokaza¢,
»e w takim przypadku (tj. gdy σ̂2 jest nieobci¡»ony) zachodzi

E(σ̂) ≤ σ.

Zadanie Udowodnij to korzystaj¡c z tzw. nierówno±ci Jensena, która mówi, »e dla dowolnej
funkcji f wypukªej do góry i dowolnej zmiennej losowej X, zachodzi

f(EX) ≥ Ef(X).
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(dowód tej nierówno±ci w przypadku zmiennych dyskretnych w prosty sposób wynika z nierówno±ci
Jensena omawianej na analizie, to samo dotyczy przypadku zmiennych ci¡gªych cho¢ dowód jest
nieco bardziej skomplikowany).

Niestety, najcz¦±ciej E(σ̂) jest mniejsze ni» σ, tj. σ̂ jest estymatorem obci¡»onym. Mo»na temu
zaradzi¢ dodaj¡c do σ̂ specjalne �poprawki�, które pozwalaj¡ uzyska¢ nieobci¡»ono±¢. W praktyce
u»ywa si¦ tego estymatora bez zmian. Mimo, »e jest on obci¡»ony, obci¡»enie to nie jest du»e, jest
te» asymptotycznie nieobci¡»ony i zgodny.

2.4 Metoda najwi¦kszej wiarygodno±ci

Jak dot¡d omawiali±my estymatory dla najbardziej naturalnych parametrów: warto±ci oczekiwa-
nej, wariancji, odchylenia standardowego. Wzory, których u»ywali±my, te» byªy �naturalne� �
starali±my si¦ po prostu �na±ladowa¢� de�nicje odpowiednich poj¦¢. Mo»na zapyta¢ czy istniej¡
metody, które pozwalaj¡ w mniej lub bardziej automatyczny sposób konstruowa¢ dobre estyma-
tory w ogólnym przypadku. Okazuje si¦, »e tak, a najbardziej popularn¡ metod¡ tego rodzaju jest
tzw. metoda najwi¦kszej wiarygodno±ci.

Idea metody najwi¦kszej wiarygodno±ci jest bardzo prosta. Patrzymy na warto±ci zmiennych
X1, . . . , Xn i staramy si¦ znale¹¢ tak¡ warto±¢ estymowanego parametru θ, dla której prawdopo-
dobie«stwo uzyskania tych wªa±nie warto±ci jest najwi¦ksze mo»liwe. Takie podej±cie dziaªa w
przypadku zmiennych o rozkªadzie dyskretnym. Je±li mamy do czynienia ze zmiennymi ci¡gªymi,
to prawdopodobie«stwo uzyskania dowolnych ustalonych warto±ci jest równe 0, dlatego metoda
wymaga pewnych drobnych mody�kacji, ale idea pozostaje ta sama.

Podamy teraz formaln¡ de�nicj¦ funkcji wiarygodno±ci oraz estymatora najwi¦kszej wiary-
godno±ci (ang. Maximum Likelihood Estimator (MLE)). B¦dziemy u»ywa¢ notacji z poprzednich
podrozdziaªów, przy czym w sytuacji, gdy D jest rodzin¡ rozkªadów ci¡gªych, b¦dziemy dodatkowo
u»ywa¢ symbolu fθ na oznaczenie funkcji g¦sto±ci rozkªadu odpowiadaj¡cego parametrowi θ.

Funkcj¡ wiarygodno±ci dla rodziny rozkªadów parametryzowanej przez θ nazywamy:

• L(θ;x1, . . . , xn) = Pθ(X1 = x1) · . . . · Pθ(Xn = xn) dla rozkªadów dyskretnych,

• L(θ;x1, . . . , xn) = fθ(x1) · . . . · fθ(xn) dla rozkªadów ci¡gªych.

Uwaga: W de�nicji tej zakªadamy, tak jak si¦ to z reguªy robi, »e mamy do czynienia z prób¡
prost¡. Je±li tak nie jest, nale»y u»y¢ ª¡cznego prawdopodobie«stwa oraz ª¡cznej funkcji g¦sto±ci.

Uwaga: U»ycie symbolu θ w de�nicji funkcji L jest pewnego rodzaju nadu»yciem notacyjnym,
θ jest ju» przecie» konkretn¡ warto±ci¡ parametru, któr¡ próbujemy znale¹¢. W praktyce u»ycie
w tym miejscu tego samego symbolu nie prowadzi do niejasno±ci i dla uproszczenia zapisu tak
wªa±nie b¦dziemy post¦powa¢ w dalszej cz¦±ci tego podrozdziaªu.

Estymatorem najwi¦kszej wiarygodno±ci (MLE) dla parametru θ nazywamy estymator θ̂, dla

którego θ̂(x1, . . . , xn) jest równy takiej warto±ci parametru θ, dla której L(θ;x1, . . . , xn) przyjmuje
warto±¢ najwi¦ksz¡.

Uwaga: W ogólnym przypadku mo»e si¦ zdarzy¢, »e warto±¢ najwi¦ksza nie jest przyjmowana.
Wtedy MLE nie jest okre±lony. Mo»e si¦ te» zdarzy¢, »e warto±¢ najwi¦ksza jest przyjmowana w
wielu punktach. Wtedy MLE jest okre±lony niejednoznacznie.

Zobaczymy teraz dwa proste przykªady metody najwi¦kszej wiarygodno±ci w akcji � jeden
przykªad dyskretny i jeden ci¡gªy.
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2.4.1 Metoda najwi¦kszej wiarygodno±ci � przykªad dyskretny

Rozwa»my bardzo prosty przykªad: D jest rodzin¡ rozkªadów Bernoulliego z nieznanym prawdo-
podobie«stwem sukcesu s (wyj¡tkowo nie u»ywamy zwyczajowego symbolu p w celu unikni¦cia
problemów notacyjnych), które chcemy estymowa¢. W tym przypadku funkcja wiarygodno±ci
przyjmuje posta¢

L(s;x1, . . . , xn) = Ps(X1 = x1) · . . . · Ps(Xn = xn) = sk(1− s)n−k,

gdzie k jest liczb¡ jedynek w ci¡gu x1, . . . , xn. Musimy teraz znale¹¢ warto±¢ s dla której L
przyjmuje warto±¢ najwi¦ksz¡. Je±li k = 0 to warto±¢ najwi¦ksz¡ L przyjmuje dla s = 0, podobnie
gdy k = n, warto±¢ najwi¦ksz¡ L przyjmuje dla s = 1. W pozostaªych przypadkach mo»emy
obliczy¢ pochodn¡

L′(s;x1, . . . , xn) = ksk−1(1− s)n−k − (n− k)sk(1− s)n−k−1.

Pochodna ta zeruje si¦ dla k(1 − s) = (n − k)s, czyli s = k/n (uzasadnienie, »e jest to globalne
maksimum pominiemy). A zatem warto±ci¡ estymatora MLE prawdopodobie«stwa sukcesu s jest

wªa±nie k/n. Warto zwróci¢ uwag¦, »e k/n =
Pn
i=1Xi
n , a zatem w tym przypadku estymator

MLE jest po prostu nieobci¡»onym estymatorem warto±ci oczekiwanej. Nie jest to specjalnie
zaskakuj¡ce, skoro warto±ci¡ oczekiwan¡ rozkªadu Bernouliego z prawdopodobie«stwem sukcesu
s jest wªa±nie s. Nale»y to raczej traktowa¢ jako potwierdzenie skuteczno±ci metody najwi¦kszej
wiarygodno±ci.

2.4.2 Metoda najwi¦kszej wiarygodno±ci � przykªad ci¡gªy

W drugim przykªadzie zajmiemy si¦ sytuacj¡, w której D jest rodzin¡ rozkªadów normalnych
N (µ, σ2) o nieznanej warto±ci oczekiwanej µ i wariancji σ2. Znamy estymatory nieobci¡»one
dla µ i σ2. Interesuj¡cym pytaniem jest wi¦c: czy metoda najwi¦kszej wiarygodno±ci potra�
wygenerowa¢ te wªa±nie estymatory?

Funkcja wiarygodno±ci wygl¡da w tym przypadku nast¦puj¡co

L(µ, σ2;x1, . . . , xn) =
n∏
i=1

(
1√
2πσ

e−
(xi−µ)2

2σ2

)
=

1
(2π)n/2σn

e−
Pn
i=1(xi−µ)2

2σ2 .

Chcemy znale¹¢ warto±ci µ i σ2 dla których L jest najwi¦ksze. Zauwa»my, »e niezale»nie od
warto±ci σ2, najlepsz¡ warto±ci µ jest taka warto±¢, dla której wyra»enie

n∑
i=1

(xi − µ)2

przyjmuje warto±¢ najmniejsz¡. Ró»niczkuj¡c po µ dostajemy

−2
n∑
i=1

(xi − µ),

a przyrównuj¡c t¦ pochodn¡ do zera otrzymujemy µ =
Pn
i=1 xi
n i t¦ wªa±nie warto±¢ µ zwróci

estymator MLE warto±ci oczekiwanej. W dalszej cz¦±ci rachunków zakªadamy, »e µ ma warto±¢
obliczon¡ przed chwil¡.

Znajdziemy teraz warto±¢ wariancji zwracan¡ przez estymator MLE. Dla uproszczenia obli-
cze« zamiast funkcji L b¦dziemy rozpatrywa¢ jej logarytm naturalny logL � mo»emy to zrobi¢,
poniewa» L i logL przyjmuj¡ warto±¢ najwi¦ksz¡ dla tych samych warto±ci µ i σ2. Jest to bardzo
cz¦sty zabieg w tego typu sytuacji, w nomenklaturze angielskiej ta zlogarytmowana funkcja nawet
ma swoj¡ nazw¦: log-likelihood. W naszym przypadku dostajemy:

logL(µ, σ2;x1, . . . , xn) = −n
2

log
√

2π − n log σ −
∑n
i=1(xi − µ)2

2σ2
.
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Ró»niczkuj¡c to wyra»enie po σ dostajemy

−n
σ

+
∑n
i=1(xi − µ)2

σ3
,

a przyrównuj¡c pochodn¡ do zera otrzymujemy

σ2 =
∑n
i=1(xi − µ)2

n
,

i t¦ wªa±nie warto±¢ wariancji zwróci estymator (nale»y pami¦ta¢, »e µ jest tu ±redni¡ z próby).
A zatem odpowied¹ na pytanie zadane na pocz¡tku tego podrozdziaªu brzmi: �prawie�. Metoda
najwi¦kszej wiarygodno±ci daje znany nam nieobci¡»ony estymator warto±ci oczekiwanej, ale w
przypadku wariancji dostajemy estymator obci¡»ony (ale asymptotycznie nieobci¡»ony).

2.4.3 Wªasno±ci estymatorów najwi¦kszej wiarygodno±ci

Niech D b¦dzie, jak zwykle, rodzin¡ rozkªadów prawdopodobie«stwa parametryzowan¡ przez θ i
niech γ = f(θ) dla pewnej bijekcji f : Θ→ Γ. Wtedy mo»emy traktowa¢ D jako rodzin¦ rozkªadów
parametryzowan¡ przez γ.

Przykªad: W przykªadzie z rodzin¡ rozkªadów normalnych parametryzowanych przez warto±¢
oczekiwan¡ µ i wariancj¦ σ2 mogliby±my równie dobrze przyj¡¢, »e naszymi parametrami s¡ war-
to±¢ oczekiwana i odchylenie standardowe. Wtedy f(µ, σ2) = (µ, σ).

Otó» w powy»ej opisanej sytuacji, je±li θ̂ jest estymatorem MLE dla parametru θ, to f(θ̂) jest
estymatorem MLE dla γ = f(θ). Wynika to natychmiast z de�nicji estymatora MLE.

Przykªad: Je±li znamy estymator MLE dla wariancji, niech to b¦dzie σ̂2, to estymatorem dla

odchylenia standardowego jest
√
σ̂2.

Estymatory MLE, pomimo, »e nie musz¡ by¢ nieobci¡»one, maj¡ wiele interesuj¡cych i po»¡-
danych wªasno±ci. Wiadomo na przykªad, »e przy do±¢ sªabych zaªo»eniach (które s¡ jednak do±¢
skomplikowane i nie mo»emy ich tu przytoczy¢, zaªo»y¢ nale»y m.in. zgodno±¢) estymatory MLE
s¡ m.in. asymptotycznie nieobci¡»one i asymptotycznie efektywne. Ta ostatnia wªasno±¢ oznacza,
»e ich wariancja dla n→∞ jest równa wariancji najefektywniejszego estymatora nieobci¡»onego.

Zadanie W rozdziale dotycz¡cym estymatorów nieobci¡»onych pokazali±my w przykªadzie z
helpdeskiem sytuacj¦, w której jedyny estymator nieobci¡»ony przyjmowaª warto±ci pozbawione
sensu. Znajd¹ estymator MLE dla tego przykªadu.

3 Estymacja przedziaªowa

W tym rozdziale zajmiemy si¦ tzw. estymacj¡ przedziaªow¡. Przy zaªo»eniach jak w poprzed-
nim rozdziale, b¦dziemy szuka¢ nie pojedynczego estymatora θ̂ nieznanego parametru θ, ale pary
statystyk θL i θR tak skonstruowanych, aby z du»ym prawdopodobie«stwem θ ∈ [θL, θR]. Je±li
prawdopodobie«stwo to jest ≥ 1− α, to przedziaª [θL, θR] nazywamy przedziaªem ufno±ci (dla θ)
na poziomie ufno±ci 1− α.

Uwaga: Mo»e zastanawia¢ u»ycie w powy»szej de�nicji 1 − α, a nie po prostu α. Jest to stan-
dardowa notacja i, jak zobaczymy, prowadzi ona do nieco prostszych wzorów.

Uwaga: Warto w tym miejscu zwróci¢ uwag¦ na popularny bª¡d w rozumieniu powy»szej de�nicji.
A mianowicie, pomimo tego, »e P (θ ∈ [θL, θR]) to po obliczeniu [θL(x1, . . . , xn), . . . , θR(x1, . . . , xn)]
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dla konkretnych warto±ci x1, . . . , xn nie mo»emy twierdzi¢, »e przedziaª ten zawiera z prawdopodo-
bie«stwem 1−α prawdziw¡ warto±¢ θ. Warto±¢ ta bowiem albo nale»y do naszego przedziaªu albo
nie, nie ma tu »adnej losowo±ci. Prawdopodobie«stwo sukcesu 1− α dotyczy sytuacji przed wylo-
sowaniem próby i wykonaniem oblicze«, dla frakcji 1 − α wszystkich mo»liwych prób odniesiemy
sukces.

Podana przez nas de�nicja przedziaªu ufno±ci w »aden sposób nie ogranicza warto±c θL i θR.
Jasne jest jednak, »e chcieliby±my, aby przedziaª [θL, θR] byª mo»liwie krótki. Czasem interesuje
nas tak»e znalezienie jak najlepszego (trudno tu mówi¢ o dlugo±ci) przedziaªu postaci [θL, infty)
lub (−∞, θR]. S¡ to tzw. jednostronne przedziaªy ufno±ci.

Omówimy teraz estymacj¦ przedziaªow¡ warto±ci oczekiwanej i wariancji w 4 typowych sytu-
acjach. Techniki, których u»yjemy s¡ jednak do±¢ ogólne i przenosz¡ si¦ na du»¡ cz¦±¢ sytuacji
spotykanych w praktyce.

3.1 Sytuacja 1 � Estymacja warto±ci oczekiwanej rozkªadu normalnego

o znanej wariancji

Sytuacja ta jest do pewnego stopnia sztuczna, rzadko bowiem chcemy estymowa¢ warto±¢ oczeki-
wan¡ znaj¡c wariancj¦. Jest tak na przykªad wtedy gdy dokonujemy jakiego± pomiaru, którego
dokªadno±¢ z góry znamy. Mo»emy na przykªad wa»y¢ pewien przedmiot za pomoc¡ wagi, której
bª¡d ma rozkªad normalny o znanej wariancji (co jest do±¢ mocnym, ale nie absurdalnym zaªo»e-
niem :)) Przede wszystkim jednak, omawiany przypadek ma charakter teoretyczny � rozwa»ania
s¡ w nim szczególnie proste i stanowi¡ dobry model sposobu post¦powania w zbli»onych, ale nie
co trudniejszych sytuacjach.

NiechX1, . . . , Xn b¦dzie prób¡ losow¡. Wiemy, »e µ̂(X1, . . . , Xn) =
Pn
i=1Xi
n jest nieobci¡»onym

estymatorem µ i naturalne byªoby skonstruowanie przedziaªu ufno±ci wokóª µ̂. Jak dªugi powinien
by¢ ten przedziaª?

Poniewa» wszystkie Xi maj¡ rozkªad normalny N (µ, σ2), to µ̂ ma rozkªad N (µ, σ
2

n ). W takim

razie zmienna Z = (̂µ−µ)
√
n

σ ma rozkªad N (0, 1).
Niech Φ b¦dzie dystrybuant¡ standardowego rozkªadu normalnego N (0, 1). Wtedy

P
(

Φ−1
(α

2

)
≤ Z ≤ Φ−1

(
1− α

2

))
= 1− α.

Korzystaj¡c z symetrii rozkªadu normalnego mamy Φ−1
(
α
2

)
= −Φ−1

(
1− α

2

)
, a wstawiaj¡c de�-

nicj¦ Z dostajemy

P

(
−Φ−1

(
1− α

2

)
≤ (µ̂− µ)

√
n

σ
≤ Φ−1

(
1− α

2

))
= 1− α.

Przeksztaªcamy nierówno±ci, aby uzyska¢ przedziaª ufno±ci dla µ

P

(
−
σΦ−1

(
1− α

2

)
√
n

+ µ ≤ µ̂ ≤
σΦ−1

(
1− α

2

)
√
n

+ µ

)
= 1− α,

i ostatecznie

P

(
µ̂−

σΦ−1
(
1− α

2

)
√
n

≤ µ ≤ µ̂+
σΦ−1

(
1− α

2

)
√
n

)
= 1− α,

a zatem szukanym przedziaªem ufno±ci na poziomie 1− α jest

[
µ̂− σΦ−1(1−α2 )√

n
, µ̂+

σΦ−1(1−α2 )√
n

]
.

�atwo sprawdzi¢, »e jednostronnymi przedziaªami ufno±ci na poziomie ufno±ci odpowiednio 1− α
s¡
(
−∞, µ̂+ σΦ−1(1−α)√

n

]
oraz

[
µ̂− σΦ−1(1−α)√

n
,∞
)
. W kolejnych przykªadach b¦dziemy pomija¢

wzory na przedziaªy jednostronne. Czytelnik mo»e je jednak ªatwo wyprowadzi¢.
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Uwaga: Nie jest by¢ mo»e do ko«ca jasne po co normalizujemy zmienn¡ µ̂ de�niuj¡c zmienn¡
Z. Korzystaj¡c z dowolnego programu statystycznego (np. R) mo»na bowiem odczyta¢ warto±ci
odwrotno±ci dystrybuanty (czyli po prostu kwantyle) rozkªadu N (µ, σ2) dla dowolnych µ i σ2.
Normalizacja ma w du»ej mierze charakter historyczny � w tablicach matematycznych, których
kiedy± u»ywano w tego typu obliczeniach, znajduj¡ si¦ jedynie kwantyle standardowego rozkªadu
normalnego.

3.2 Sytuacja 2 � Estymacja warto±ci oczekiwanej rozkªadu normalnego

o nieznanej wariancji

Sytuacja, któr¡ teraz omówimy nale»y do najwa»niejszych i najbardziej typowych w praktyce.
Nie mo»emy powtórzy¢ bez zmian rozwa»a« z poprzedniego podrozdziaªu, poniewa» nie znamy

warto±ci σ wyst¦puj¡cej w de�nicji zmiennej Z. Narzuca si¦ u»ycie zamiast σ warto±ci
√
σ̂2, gdzie

σ̂2 jest nieobci¡»onym estymatorem wariancji zde�niowanym w poprzednim rozdziale, a zatem

Z =
(̂µ− µ)

√
n

σ̂2
.

Nie jest jednak jasne, czy tak zde�niowana zmienna Z ma tak jak poprzednio rozkªad normalny.
Okazuje si¦, »e nie. Z ma rozkªad zwany rozkªadem t Studenta o ν = n − 1 stopniach swobody
(rozkªad ma stopnie swobody, a nie Student). Rozkªad ten jest bardzo podobny do normalnego
(i dla ν → ∞ zbiega do rozkªadu normalnego), ale jego funkcja g¦sto±ci ma nieco grubsze ogony
i ni»sze centrum (dlaczego?). Nie b¦dziemy podawa¢ wzoru na g¦sto±¢ tego rozkªadu, nie jest
on prosty. Warto zaznaczy¢, »e rozkªad Studenta jest jednym z najwa»niejszych rozkªadów w
statystyce i ka»dy sensowny pakiet statystyczny pozwala oblicza¢ jego kwantyle, próbkowa¢ z
niego itp.

Uwaga: Statystyk¦ Z cz¦sto oznacza si¦ symbolem t, ze wzgl¦du na jej rozkªad.

Dalsza cz¦±¢ rozwa»a« w tym podrozdziale jest analogiczna do podrozdziaªu poprzedniego. Je±li
przez Fn−1 oznaczymy dystrybuant¦ rozkªadu Studenta o n− 1 stopniach swobody, to dostajemy
nast¦puj¡cy przedziaª ufno±ci na poziomie ufno±ci 1− α[

µ̂−
σF−1

n−1

(
1− α

2

)
√
n

, µ̂+
σF−1

n−1

(
1− α

2

)
√
n

]

3.3 Sytuacja 3 � Estymacja warto±ci oczekiwanej dowolnego rozkªadu,

du»y rozmiar próby

Tym razem rodzina rozkªadów z któr¡ mamy do czynienie niekoniecznie jest rodzin¡ rozkªadów
normalnych, a wariancja, tak jak w poprzedniej sytuacji, nie jest znana. Zakªadamy jednak, »e
mamy do czynienia z du»¡ prób¡, np. n ≥ 100.

W tej sytuacji, ze wzgl¦du na du»y rozmiar próby, mo»emy przyj¡¢, »e:

• µ̂(X1, . . . , Xn) ma rozkªad normalny (na mocy Centralnego Twierdzenia Granicznego zmienna
ta ma rozkªad bardzo bliski normalnemu),

•
√
σ̂2 = σ.

Je±li przyjmiemy powy»sze zaªo»enia, to zmienna Z = (µ̂−µ)
√
n√

σ̂2
ma rozkªad N (0, 1) i mo»emy

skorzysta¢ z rozumowania z sytuacji 1. Dostajemy w ten sposób nast¦puj¡cy przedziaª ufno±ci na
poziomie ufno±ci 1− α µ̂− √σ̂2Φ−1

(
1− α

2

)
√
n

, µ̂+

√
σ̂2Φ−1

(
1− α

2

)
√
n
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3.4 Sytuacja 4 � Estymacja wariancji rozkªadu normalnego, warto±¢

oczekiwana nieznana

Zanim przejdziemy do konstruowania przedziaªu ufno±ci dla wariancji zde�niujemy kolejny rozkªad
prawdopodobie«stwa. Rozkªadem χ2

n (chi-kwadrat o n stopniach swobody) nazywamy rozkªad
sumy X2

1 + . . .+X2
n, gdzie Xi niezale»ne o rozkªadzie N (0, 1). Podobnie jak w przypadku rozkªadu

Studenta pominiemy szczegóªowe wzory opisuj¡ce ten rozkªad. B¦dziemy natomiast korzysta¢ z
nast¦puj¡cego twierdzenia (które podajemy bez dowodu)

Twierdzenie Je±li X1, . . . , Xn s¡ niezale»nymi zmiennymi o rozkªadzie N (µ, 1) (µ jest tu do-

wolne), a X̄ =
Pn
i=1Xi
n jest ich ±redni¡ arytmetyczn¡, to zmienna

∑n
i=1(Xi − X̄)2 ma rozkªad

χ2
n−1.

Popatrzmy teraz na zde�niowany w rozdziale o estymacji punktowej nieobci¡»ony estymator
wariancji

σ̂2(X1, . . . , Xn) =
∑n
i=1(Xi − µ̂(X1, . . . , Xn))

n− 1
.

�atwo zauwa»y¢, »e

Z =
σ̂2(X1, . . . , Xn)(n− 1)

σ2
=

n∑
i=1

(
Xi

σ
− µ̂(X1, . . . , Xn)

σ

)2

ma na mocy twierdzenia rozkªad χ2
n−1 (zmienne Xi

σ maj¡ rozkªad normalny o wariancji 1).
Dalej post¦pujemy analogicznie jak poprzednio, ale poniewa» obliczenia maj¡ tym razem nieco

inn¡ posta¢ to podamy je w caªo±ci. Niech Gn−1 b¦dzie dystrybuant¡ rozkªadu χ2
n−1. Wtedy,

podobnie jak poprzednio, mamy

P
(
G−1
n−1

(α
2

)
≤ Z ≤ G−1

n−1

(
1− α

2

))
= 1− α.

Wstawiaj¡c de�nicj¦ zmiennej Z dostajemy

P

(
G−1
n−1

(α
2

)
≤ (n− 1)σ̂2

σ2
≤ G−1

n−1

(
1− α

2

))
= 1− α,

a przeksztaªcaj¡c

P

(
G−1
n−1

(
α
2

)
(n− 1)σ̂2

≤ 1
σ2
≤
G−1
n−1

(
1− α

2

)
(n− 1)σ̂2

)
= 1− α,

i wreszcie

P

(
(n− 1)σ̂2

G−1
n−1

(
1− α

2

) ≤ σ2 ≤ (n− 1)σ̂2

G−1
n−1

(
α
2

)) = 1− α,

co daje nam szukany przedziaª ufno±ci na poziomie ufno±ci 1− α[
(n− 1)σ̂2

G−1
n−1

(
1− α

2

) , (n− 1)σ̂2

G−1
n−1

(
α
2

)] .
Warto zwróci¢ uwag¦ na to, »e rozkªad χ2

n−1 nie jest symetryczny, w zwi¡zku z czym potrzebujemy
dwóch ró»nych kwantyli we wzorach na przedziaª ufno±ci.

4 Testowanie hipotez
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