Rozwigzanie zad. 2 (kolokwium z RPiS, 6 grudnia 2008)

Zadanie 2. (10 punktéw) Kazdego dnia deszcz pada z prawdopodobienistwem
%, w przeciwnym przypadku mamy stoneczng pogode. Telewizyjna prognoza
pogody myli sie z prawdopodobienistwem %, t.j. jesli prognoza moéwi, ze pogoda
bedzie deszczowa, to z prawdopodobieistwem % faktycznie bedzie, podobnie,
jesli prognoza méwi, ze pogoda bedzie stoneczna, to z prawdopodobieristwem %
faktycznie bedzie.

Profesor zawsze zabiera ze soba parasol, jesli prognoza zapowiada pogode
deszczowy. Jesli natomiast zapowiadana jest pogoda stoneczna, profesor zabiera
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parasol z prawdopodobieristwem 3.

1. Oblicz prawdopodobienstwo wystapienia prognozy deszczowej (3 punkty).

2. Zaktadajac, ze pada, oblicz prawdopodobieristwo tego, ze profesor nie ma
ze soba parasola (3 punkty).

3. Zaktadajac, ze profesor ma ze sobg parasol, oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze nie pada (4 punkty).

Rozwiazanie Bedziemy uzywaé nastepujacych oznaczen dla zdarzen:
e D - pada deszcz,
e S - Swieci stonce,
e Pp - prognoza twierdzi, ze bedzie padal deszcz,

e Pg - prognoza twierdzi, ze bedzie $wiecilto storice,

U, - profesor bierze parasol,

e U_ - profesor nie bierze parasola.

1. Wiemy, ze P(D|Pp) = P(S|Ps) = 2/3 oraz P(S|Pp) = P(D|Ps) = 1/3.
A zatem, ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite, mamy

P(S) = P(Pp) - P(S|Pp) + P(Ps) - P(S|Ps) = 1/3- P(Pp) +2/3- P(Ps).
Podobnie

P(D) = P(Pp)-P(D|Pp)+ P(Ps)-P(D|Ps) = 2/3- P(Pp)+1/3- P(Ps).
Poniewaz P(S) = 1/2 = P(D), prawe strony tych wyrazen sa réowne i
dostajemy P(Ps) = P(Pp), a zatem oba sg réwne 1/2.

2. Chcemy obliczy¢é P(U—_|D). Mamy P(U_|D) = P(U- N D)/P(D) = 2 %
P(U- N D). Rozbijajac ze wzgledu na to jaka jest prognoza dostajemy
P(U-NnD)=P{U_NPpNnD)+ P(U_-NPsND), ale z zalozen zadania
wynika, ze P(U_NPp) =0, wiec P(U_-ND) = P(U_NPsND). Ze wzoru
“na mnozenie” dostajemy:

P(U_NPsND) = P(Ps)- P(D|Ps)- P(U_|DNPs) = 1/2-1/3-2/3 = 1/9.

Laczac ten wynik z wezesniej uzyskanym P(U_|D) =2+ P(U_ N D) do-
stajemy P(U_|D) = 2/9.



3. Chcemy obliczy¢ P(S|U;). Korzystajac ze wzoru Bayesa dostajemy

P(S) - P(U4]5)
P(S)- P(U.15) + P(D) - P(U|D)’

P(S|IUy) =

Z poprzedniego punktu mamy P(U,|D)=1—- P(U_|D)=17/9.
P(U.|S) obliczamy analogicznie, t.j.

PU4|S)=2-PU+NS)=2-(P(PpbNSNUL)+ P(PsNSNU,) =
i dalej rozpisujac ze wzoru “na mnozenie”
= 2-(P(Pp)-P(S|Pp)-P(Us+|SNPp)+P(Ps)-P(S|Ps)-P(UL|SNPs)) = 2-(1/6+1/9) = 5/9.

A zatem P(S|U;) = =5/12.

5/9
5/9-+7/9
Dyskusja Bardzo popularnym bledem bylo stwierdzenie (w pierwszym punk-
cie), ze

P(Pp) = P(D) - P(Pp|D) + P(S) - P(Pp|S),

i uznanie, ze skoro prognoza myli sie z prawdopodobiefistwem 1/3 zaréwno
wtedy, gdy jest (prognoza) deszczowa, jak i wtedy, kiedy jest stoneczna, to
musi takze myli¢ sie z prawdopodobienstwem 1/3, gdy jest deszcz i 1/3, gdy
jest stonce, t.j. P(Pp|D) = 2/3 1 P(Pp|S) = 1/3. Mimo, ze akurat te dwie
rownosci sa prawdziwe, to jest to zbieznosé przypadkowal!!

O tym, ze samo rozumowanie jest bledne mozna sie przekonaé¢ wstawiajac do
zadania inne wartosci P(S) i P(D). Czytelnik moze sprawdzié, ze jesli P(D) =
1/31 P(S) = 2/3, to pozostawiajac reszte zalozen bez zmian dostajemy P(Pg) =
11 P(Pp) = 0 (wynik ten mozna uzyskac stosujac rozumowanie przedstawione
w rozwigzaniu wzorcowym punktu 1). Oczywiscie w tej sytuacji P(Pp|D) =
0 = P(Ppl|S) = 0. Wida¢, ze bledne rozumowanie przypadkowo prowadzi do
dobrego wyniku, tylko dlatego, ze P(S) = P(D).

Warto przy tym zwréci¢ uwage na to, ze opisany blad duzo trudniej jest
popelni¢ jesli oznaczy sie wszystkie zdarzenia i przeprowadza caly dowoéd for-
malnie, a nie, jak to zrobila duza grupa oséb, po prostu wypisuje iloczyn kilku
utamkéw lub rysuje drzewko bez doktadnego opisu.

Innym niepoprawnym (ale prawie poprawnym) rozwiazaniem byto stwierdze-
nie, ze P(Pp) musi by¢ rowne P(Pg) ze wzgledu na symetrie. To rozwiazanie
jest niekompletne, poniewaz nie jest wykluczone, ze dane zawarte w tresci zada-
nia sa niewystarczajace do wyznaczenia wartosci P(Pp) i P(Ps) (rozwiazaniem
moglyby byé np. przedzialy wartosci).



