Egzamin z Funkcji Analitycznych (teoria). 7. II. 2013

Kazda oddawana kartke nalezy czytelnie podpisac¢, a rozwiazania réznych zadan
powinny byé wyraznie rozdzielone i opatrzone numerem zadania. (Nie musza by¢
zapisane na roznych kartkach.)

Kazda czes¢ kazdego zadania moze przyniesé do 10p. Czesci ¢) mozna wymieniaé
na ktorys z tematow zastepczych d1) czy d2), ktory jednak przyniesie tylko do 7p.

1. a) Sformutowaé twierdzenie Cauchy’ego o rownosci calek.
b) Poda¢ definicje obszaréw jednospdjnych.
¢) Udowodnié, ze kazda funkcja holomorficzna, okreslona w obszarze jednospojnym
1 nie przyjmujaca wartosci 0, ma w nim gataz argumentu, logarytmu i pierwiastka
kwadratowego.

2. a) Wyjasni¢, tak w terminach zachowania sie funkcji f w naklutym otoczeniu
punktu p € C, jak i rozwiniecia w szereg Laurenta wokot p, kiedy f ma w p osobliwosé
istotna, pozorng czy biegun.

b) Sformutowa¢ lemat Goursata.
¢) Poda¢ dwa rozne dowody Zasadniczego Twierdzenia Algebry, wykorzystujace
wtasnosci funkcji analitycznych.

3. a) Sformutowaé zasade argumentu.
b) Sformutowaé twierdzenie Morery.
c¢) Sformutowaé i udowodni¢ twierdzenie Rouchégo.
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Tematy zastepcze:

d1) Udowodni¢ twierdzenie Casoratiego-Sochockiego-Weierstrassa.
d2) Udowodni¢ lemat Schwarza o przeksztalceniach dysku.



Egzamin z Funkcji Analitycznych (zadania) 7 11 2013

Kazda oddawang kartke prosze czytelnie podpisa¢, podajac numer indeksu i nazwi-
sko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy ¢wiczeniowej, oraz opatrze¢ numerem
rozwiazywanego zadania (moze by¢ tylko jedno na kartce).

Prosze dawa¢ wyczerpujace wyjasnienia i uzasadnienia, umozliwiajace sledzienie toku

rozumowania. Prosze tez jawnie wskazywaé¢ na wykorzystywane rezultaty. Sposob re-
dakeji (kompletnosé uzasadnieni, czytelnosé przedstawienia) ma wpltyw na ocene!

Z ponizszych siedmiu zadan prosze wybraé 5; za kazde mozna dosta¢ do 20p.

1. a) Niech f(z) = —42*sin(z) + e — cos?(22) i g(z) = zLog(22 4+ 1) — 2*. Znalez¢
wspotezynniki ¢, ..., ¢4 rozwinigeia Maclaurina f(z) = > 7 ¢,2" oraz czes¢ glowna
rozwiniecia Laurenta funkcji f/g wokot zera.

b) Obliczy¢ f[o I sin(rz?)dz

¢) Obliczyé [, _, 55" dz

2. Wyznaczy¢ wartos¢ ponizszych catek niewtasciwych, uzasadniajac tez ich istnienie:
a) [ 5L dx, dlaa > 0.

z24a?

b) [ e dz.

—00 (2241)?(22422+2)

3. Obliczy¢ > 7 ,(n* — 1)7!, uzywajac metod analizy zespolone;.

4. 7Zbadac liczbe pierwiastkow wielomianu f(2) = 27 — 52% + 12 (2 € C):
a) w pierscieniu 1 < |z] < 2;
b) w polptaszezyznie Re(z) < 0.

Ponizej, przez D oznaczamy otwarty dysk jednostkowy {z € C : |z| < 1}, przez D
jego domkniecie, a przez D dodatnio zorientowany brzeg.

5. Niech wszystkie pierwiastki wielomianu P, gdzie P(z) = Z?:O cjz) 1 ¢, #0, leza

-y . 2P (2) . 22P'(2)
w dysku D. Wyrazi¢ przez cy, ..., ¢, calki [, SZO8 dz 1 Jyp ) dz.

6. Niech U bedzie obszarem zawierajacym domkniecie D dysku D, a funkcje f, g €
H(U) niech bedg takie, ze |f(2)| = |g(2)| dla wszystkich z € dD.
a) Udowodni¢, ze jesli f(2)g(z) # 0 dla wszystkich z € D, to f = c- g dla pewnej
statej ¢ o module 1.
b) Dowies¢ tego przy zalozeniu ostabionym do: f(z)g(z) # 0 dla wszystkich z € D.

7. Niech funkcja f € H(D) spetnia warunek f(D) C D. Dowies¢, ze:
a)Jeslipe Dif(p) =0,to f=b,-g, gdzie by(z) := f_}i dlaz € D,zas g € H(D)
i g(D) C D lub g = const. (Wskazowka: modyfikowa¢ dowod lematu Schwarza.)

b) Jesli 1, ...,pn € f71(0) sa r6zne, to |f(2)| < [T |by,(2)| dla wszystkich z € D.




1. a) Let f(z) = —¢2*sin(2) + e’ — cos?(2?) and g(z) = zLog(z2 + 1) — 2*. Find
the coefficients c, ..., ¢4 of Maclaurina series f(z) = Y, ¢,2" and the principal part
of the Laurent series of f/g around 0.

b) Evaluate | ]ZSiH(TFZ2)dZ

0,1+
c) Evaduafcef|| 2 i:édz

2. Evaluate the improper integrals below and show they exist:
a) [ 5L dx, dlaa > 0.

2+a2 ,

b) f—oo (x241)2 (mx2+2x+2)d :

3. Evaluate > °7,(n* — 1), using Complex Analysis.

4. Find the number of roots of the polynomial f(z) = 2" — 523+ 12 (2 € C):
a)in 1 < |z| <2;
b) in the half-space Re(z) < 0.

Below, by D we denote the open unit disk {z € C : |z| < 1}, by D its closure, and
by 0D its positiely oriented boundary.

5. Assume that all the roots of the polynomial P, where P(z ) Z; 0G0 1 ey 7& 0,
are in the disk D. Express the integrals faD iZE )dz and f@D ZE dz by cg, ...

6. Suppose U is a domain containing D and the functions f, g € H (U) are such that
1f(2)] = |g(2)| dor all z € OD.

a) Prove that if f(2)g(z) # 0 for all z € D, then f = ¢ g for some constant ¢ with
lc=1.

b) Establish this under the weaker assumption: f(2)g(z) # 0 for all z € D.
7. Let the function f € H(D) be such that f(D) C D. Prove that :

a) If p € D and f(p) = 0, then f = b, - g, where b,(2) = =2
g € H(D) either satisfies g(D) C D or is constant. (Hint: modify the proof of

Schwarz’ lema.)
b) If p1, ..., pn € f71(0) are distinct, then |f(2)] < [Tj_, [by,(2)] for all z € D.




Kolokwium z Funkcji Analitycznych 17 XII 2012

Kazda oddawang kartke prosze czytelnie podpisa¢, podajac numer indeksu i nazwi-
sko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy ¢wiczeniowej, oraz opatrze¢ numerem
rozwiazywanego zadania (moze by¢ tylko jedno na kartce).

Prosze dawa¢ wyczerpujace wyjasnienia i uzasadnienia, umozliwiajace sledzienie toku
rozumowania. Prosze tez jawnie wskazywaé¢ na wykorzystywane rezultaty. Sposob re-

dakeji (kompletnosé uzasadnieni, czytelnosé przedstawienia) ma wpltyw na ocene!

Z ponizszych 6 zadan prosze wybraé 4; za kazde mozna dosta¢ do 25p. Wolno roz-
wiazywac jeszcze jedno zadanie; wtedy najgorzej rozwiazane zadanie bedzie ocenione
w skali 0-10, jako dodatkowe.

1. Niech U = I, \ D bedzie obszarem, powstalym z otwartej potplaszczyzny 11, =
{2z € C:Imz > 0} przez usuniecie z niej punktéw dysku D = {z € C : |2] < 1}.
a) Opisac¢ obraz h(U) obszaru U przy homografii

z+1
z—1"

h(z) =

b) Znalezé odwzorowanie biholomorficzne, przeprowadzajace U na dysk D.

2. Zmalezé, jesli istnieje, taka funkcje holomorficzng f : C — C, ktorej czesé rze-
czywista, wyrazona jako funkcja zmiennych x = Rez i ¥y = Imz, jest rowna funkcji
u(x,y) = 2% — y? + 2y — x. Wskazaé tez funkcje v, harmonicznie sprzezong z u. Jegli
zadane funkcje nie istnieja, podaé¢ uzasadnienie.

Uwaga: f nalezy wyrazi¢ jako funkcje zmiennej zespolonej z, za$ v jako funkcje
zmiennych x 1 y.

3. Niech y(¢t) =t +icost dlat € [—im, 3n].

a) Udowodni¢, ze kazda z funkeji 1/2 1 1/(z — 2) ma funkcje pierwotne w obszarze,
zawierajacym obraz drogi v. (Obszary moga by¢ rozne dla réznych funkeji.) Wska-
zaC proponowane obszary i funkcje pierwotne, w tym funkcje wyrazi¢ wzorami nie
uzywajacymi znaku catki.

b) Wyznaczy¢ fv f, gdzie

1

c)Czy [, f = fvf dla kazdej drogi A od —%ﬂ' do %’ﬂ', omijajacej 01 2?7 (Odpowiedz
uzasadni¢ i dla odpowiedzi negatywnej wskaza¢ przyktad poswiadczajacej to drogi.)

4. Rozwinaé¢ funkcje




w szereg Laurenta w pierscieniu 1 < |z| < 3, o srodku w zerze. Obliczy¢ tez residuum
ress f funkcji f w punkcie 3.
5. Niech
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a) Dowies¢, ze funkcje g mozna przedtuzyé do funkeji g, holomorficznej w otoczeniu
zera 1 wyznaczy¢ wspotezynniki co, ..., ¢ rozwinigcia Maclaurina )7 ¢, 2" funkcji g.
(Wskazowka: wykorzysta¢ rozwiniecie funkcji exp w szereg.)

b) Wyznaczy¢ czesé gtowng rozwiniecia Laurenta funkeji f wokot zera, residuum tej
funkcji w zerze oraz rodzaj osobliwosci w zerze (czy istotna, czy pozorna, czy biegun,
i ktorego rzedu).

6. Obliczy¢ nastepujace catki (okrag |z| = 2 zorientowany jest dodatnio):
1

e* ez PA 1
a) f|z!=2 “dz b) fng “dz c) Jg T



