FAN: wybor zadan przygotowawczych do egzaminu. styczen 2013r.

Egzamin bedzie z catodci materiatu — rowniez i tej jego czesci, ktora objeta byta po-
przednimi zadaniami przygotowawczymi i samym kolokwium. Ponizszy wybor dotyczy
w wiekszosci tylko przyktadowych zadan rachunkowych, dotyczacych materiatu oma-
wianego po kolokwium, lub przyktadowych zadan teoretycznych. Znak @ towarzyszy
zadaniom wzietym z egzaminéw lub kolokwiow z ubiegtych lat.

Calki niewtasciwe a twierdzenie o residuach. (Patrz np. strony 49-51 notatek.)
Wyznaczy¢ nastepujace catki niewtasciwe, w tym uzasadni¢ ich istnienie:

1. [ xﬁig;& dx. (Wskazowka: Wykorzystaé to, ze sin = Im(exp) na osi rzeczywi-

stej; uzy¢ lematu Jordana.)

2. [i gz =dx (Jest to zadanie 3.8.8 u Krzyza)

3. fo % "dx, dla wybranych dwoch wartosci n € {1,2,3}. (Por. zadania 3.7.5 i
3.7.7 u Krzyza)

Sumowanie szeregéw a twierdzenie o residuach.

Obliczy¢, uzasadniajac tez istnienie sumy nastepujacych szeregow:

4. Y >, 7, dla w ¢ iN. (Wskazéwka: twierdzenie 4 na str. 52 notatek do
wyktadu.)

5. @ Z:7Cff:1(—1)"ng+1 (Rozwiaza¢ wpierw zadanie 1 na str. 52 notatek.)

Twierdzenie o residuach z uwzglednieniem nieskonczonosci.

6. U Krzyza, zadania 3.4.16+3.5.7

Zasady izolowanych zer i identycznosci; zasada symetrii.

7. W nastepujacych przypadkach zbadac, czy istnieje funkcja holomorficzna w oto-
czeniu zera, taka, ze dla dostatecznie duzych n zachodzi

a) f(1/n) = F(~1/n) = 1/n?.
b) F(1/n) = f(—1/n) = 1/nd.
c) 4n*(f(1/2n))* +nf(1/n) = n*(f(1/n))* — nf(—1/n) + 1.
Jesli zadana funkcja istnieje, wskazaé ja i zbadaé, jaka jest posta¢ takich funkcji na
dysku |z] < 1.
8. To samo, gdy warunek na f jest taki: f'(1/n)+ f(1/n) =0.
9. U Krzyza zadanie 7.2.1.
10. U Krzyza zadanie 7.2.2.

Zasada argumentu i twierdzenia Rouchégo. (,,Liczba zer” uwzglednia krotnosci.)

11. a) Przesledzi¢ dowod twierdzenia Rouchégo by stwierdzi¢, ze w jego sformutowa-
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niu nierownosé |f(w) — g(w)| < |f(w)| moze by¢ zastapiona przez |f(w) — g(w)| <
|f(w)| + |g(w|, bez zmiany tezy.

b) Wykorzystujac to, zbadaé liczbe zer wielomianu 42° + 522 +1 w kole |2| < 1iw
pierscieniu 1 < |z] < 2.

¢) Powtorzy¢ to dla wielomianu 28 — 52% + 323 — 1 1 pierscienia 1 < |z] < 3.

12. Niech ¢ € C\ {0}. Dowies¢, ze dla dostatecznie duzych n rownanie tg(z) = cz
ma 2n + 1 rozwiazan w kwadracie |Rez| < mn, [Imz| < 7mn. Postuzy¢ si¢ twierdzeniem
Rouchégo jak nastepuje: przyjac¢ f(z) = tg(z) — cz,9(z) = cz, dowies¢, ze Nyg =
Ny, gdzie K to nasz dostatecznie duzy kwadrat, 1 wyznaczy¢ sume By rzedow
biegunéow funkcji f w K.

13. @ Wyznaczy¢ liczbe pierwiastkow wiclomianu f = 27 +62% + 1 w polplaszezyznie
Re(z) > 0.

Naszkicujemy jedno z mozliwych rozwiazan. Zorientowany brzeg potkola {z : |z|
Rilm(z) > 0} przedstawmy jako A#pu, gdzie A(t) = —it (t € [—R, R]) i u(t)
Rel (t € [-7/2,m/2]). Dla duzych R mozna f o p polaczyé z droga i homotopia
w C\ {0}; homotopi¢ okreslamy wzorem [0, 1] x [-7/2,7/2] 2 (s,t) — f5 0 u(t),
gdzie fy(2) = 2" 4+ s(62* +1). (To, ze wartosé¢ 0 nie jest przyjmowana wynika stad,
ze [62* + 1| < |z|” dla duzych |z| = R.) Natomiast f o A\ przyjmuje wartosci w
{2 : Re(z) > 1}, bo dla z = —it € im(\) zachodzi f(z) = it" +6t1 +1. W
szczegolnodei, f nie ma pierwiastkow na osi Re(z) = 0.

Powyzsza homotopia w punktach zbioru [0, 1] x {47 /2} przyjmuje wartosci poza
prosta Im(z) = 0. Wobec tego petla f o (A#u) jest w C\ {0} homotopijna z petla
v = (f o N)#L1#u #Lo, gdzie Ly i Ly to pewne drogi w {z : Im(z) # 0}. Indeks
ind(v,0) mozna wyznaczy¢ stosujac twierdzenie z §I11.4 z p = —2R", g = 0 — wystar-
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czy zauwazy¢, ze potprosta (—oo,0]g nie przecina obrazow drog Ly, Lo i f o A, za$
obraz drogi u” przecina w jednym punkcie —R, réwnym (u(t;))" dla czterech war-
tosci t; € [~m/2,7/2] (mianowicie, dla t; = Z(—1 +2j), j = —1,0,1,2); przy tym
odpowiadajace w twierdzeniu z §II1.4 wartosci €; sa rowne 1. Por. ¢wiczenie w §II1.4;
warto tez naszkicowaé schematyczny rysunek petli .

Stad dla duzych R, ind(v,0) = 4 i tym samym ind(f o (A#u),0) = 4. Sa wiec
cztery pierwiastki w {z : |z] < R i Re(z) > 0}, na podstawie twierdzenia o residuach.

Uwaga 1. U Krzyza jest kilka zadan podobnego typu, z obszernymi rozwiazaniami (od
3.9.2 do 3.9.8); z nich 3.9.7 ma pouczajacy rysunek zamieszczony przy rozwiazaniu.
Wymagane indeksy wyznaczy¢é mozna jak opisano w rozwiazaniach lub, jak wyzej,
korzystajac z twierdzenia z §I11.4 dla odpowiedniego punktu p (n.p. p = 2R®> w 3.9.7).

14. Dowiesé, ze wszystkie zera wielomianu z° — z + 16 lezg w pierscieniu 1 < |2] < 2,

przy czym w pierwszej ¢wiartce doktadnie dwa. (U Krzyza zadanie 3.9.6).



15. a) Dowies¢, ze wielomian z* +iz% 4 1 ma jeden pierwiastek w pierwszej ¢wiartce.
b) Ile pierwiastkéw w tej ¢wiartce ma wielomian 2% + z + 17

Inne tematy:.

16. @ Udowodnié¢, ze rézna od identycznosci funkcja, holomorficznie przeksztatcajaca
dysk |z] < 1 w siebie, ma w nim najwyzej jeden punkt staly. (Wskazowka: lemat
Schwarza.)

17. Sktadajac przeksztatcenie holomorficzne f : D — D z obu stron z odpowiednimi
przeksztatceniami Blaschkego i korzystajac z lematu Schwarza dowies¢, ze:

a) 0(f(p), f(q)) < d(p,q) dla wszystkich p,q € D, gdzie 0(p, q):=[by(q)| = ||1p:f>qq||'

b) If'(p)l < (1= [f®)P*)/(1 — |p|*) dla wszystkich p € D.

c)* Jesli w a) (lub w b)) w miejsce nieréwnosci < zachodzi réwnosé dla pewnych
p # q (odp. dla pewnego p), to przeksztalcenie f jest biholomorficzne. Odwrotnie,
gdy jest ono biholomorficzne, to obie strony nieréwnosci sa roéwne jako funkcje.

18. @ Udowodni¢, ze funkcja f € H(C) jest stala, jesli:
a) funkcja e/ jest ograniczona, lub
b) funkcja Re(f) jest ograniczona z gory lub z dotu.

19. @ Znalez¢ wszystkie funkcje f € H(C\ {0,2}), spelniajace ponizsze 3 warunki:
1. f ma biegun rzedu 2 w zerze i rzedu 1 w jedynce;
2. f jest ograniczona w pierscieniu |z| > 10;
3. f(1) =31 f(1) =6;
4. f|z|:1 f=2n i f‘z|:10 f =0. (Wskazowka: §V.5 w notatkach do wyktadu.)

Dodatkowe zadania dotyczace materiatu sprzed kolokwium.

20. Rozwazmy kwadrat o srodku w 0 i boku réwnolegltym do osi rzeczywistej. Do-
wiesé, ze jesli dlugosé 2N + 1 jego boku jest liczba nieparzysta, to na brzegu kwadratu
funkcje ctg(mz) i 1/sin(7z) sa (co do modutu) ograniczone stata niezalezna od N.

21. @ Rozwina¢ funkcje f(z) = 1/(22+1)(2+2) w szereg Laurenta na maksymalnych
pierscieniach o §rodku w 0, ktore nie zawieraja jej punktow osobliwych.

22. Niech 2 Lo ) )
z2°+2cosz — ) gz
z) = 1 f(2) === z #0).
o) = =T e =22 (20
a) Dowies¢, ze funkcje g mozna przedtuzy¢ do funkeji g, holomorficznej w otoczeniu
zera 1 wyznaczy¢ wspotezynniki co, ..., ¢4 rozwinigcia Maclaurina >~ ¢, 2" funkcji g.

b) Wyznaczy¢ czesé gtowng rozwiniecia Laurenta funkcji f wokot zera, residuum tej

funkcji w zerze oraz rodzaj osobliwosci w zerze (czy istotna, czy pozorna, czy biegun,
i ktorego rzedu).

23. @ Niech f € H(D), gdzie D to dysk |z| < 1. Dowies¢, ze:
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2) S0 S(2) = S5 (S F7HH(0)) k! dlan € N'i 2 € D,

b) Jesli szereg funkcyjny > o0, £ jest zbiezny w punkcie z = 0, to jest zbiezny
niemal jednostajnie w D.
24. @ Niech f(z) = €”*/(z — i)(2* + 1). Obliczy¢ [ f, gdy

a) I' to dodatnio zorientowany okrag |z| = 2,

b) T' to tamana [wy, wy, we, w3, wy, ws, wg, wo], 0 nastepujacych wierzchotkach
wy = 41, wy = 2421, wy = —2—21, w3y = 2—21, wy = —3+31, ws; = 5+31, wg = —1.

Wybor przyktadowych zadan teoretycznych.

~

1. a) Udowodni¢, ze funkcja, meromorficzna w calej sferze C, jest funkcja wymierna.
(Jest to twierdzenie 3 na str. 59 notatek.)
b) Udowodni¢ porzedzajace twierdzenie 2 ze str. 59.

2. Udowodnic¢, ze obraz spojnego zbioru otwartego w C przy niestatej funkcji mero-
morficznej jest zbiorem otwartym w C.

3. Udowodni¢, ze jesli funkcja f rozwija sie w pierscieniu |z| > r w szereg Laurenta
> ez Cn2" 1 spelnia warunek lim, . 2 f(2) = 0 dla pewnego k € Z, to ¢, = 0 dla
n < —k i wobec tego | f(2)| < C/|z|*! dla pewnej stalej C' i dostatecznie duzych |z|.

b) Uzyska¢ wersje twierdzenia Liouville’a: jesli f € H(C) i |f(z)| < Clz)* dla
pewnych s, C' > 0 i dostatecznie duzych |z|, to f jest wielomianem stopnia < |s].

Uwaga 1. Powyzsze zadania sa z §V.5 1 §VI.1.B notatek do wyktadu; wskazowka do
nich jest sgsiadujacy material. W notatkach do wyktadu jest sporo innych nietrud-
nych lematéw, pozostawionych jako zadania. Nalezy je rozwiazywac, by sprawdzac
rozumienie zasadniczego toku wyktadu. Na egzaminie zadania te moga sie pojawic.

4. Dowiesé, ze gdy funkcja f jest holomorficzna w C poza zbiorem skoriczonym, to
suma jej residudow, wlaczajac residuum w nieskonczonosci, jest rowna zeru. (To tez
udowodniono w notatkach do wyktadu, ale nie napisze, gdzie.)

5. @ Udowodni¢, ze gdy f,g € H(C) sa takie, ze f o g jest wielomianem, to f i g sa
wielomianami. (Wskazowka: zadanie 1b) wyzej.)

6. @ Zbada¢, czy istnieja niestate funkcje holomorficzne z C\ {0} w {z € C : |z| > 1}.
(Wskazowka: wyniki z §V.4 1 §V.5.)

7. Niech funkcja f bedzie holomorficzna w ograniczonym obszarze U i ciggta w jego
domknieciu U. Dowiesé, ze:

a) Jedli funkcja | f| jest stala na brzegu Bd(U) := U \ U zbioru U, to f jest stala
na U lub ma w U miesce zerowe.

b) Jesli |f(w)| > |f(z0)] dla wszystkich w € Bd(U) i pewnego zg € U, to f ma
w U miejsce zerowe.



¢) Funkcja | f| swe maksimum na U przyjmuje w punktach zbioru Bd(U).
8. Niech funkcja f bedzie niestata i holomorficzna w dysku |z| < 1. Udowodnié, ze
funkcja ¢(r) := supy, -, [f(2)] jest Scisle rosnaca na [0,1). (U Krzyza zadanie 6.1.6.)
9. a) Niech U bedzie zbiorem otwartym w C. Udowodnié¢, ze gdy funkcja f, holo-
morficzna w U poza zbiorem dyskretnym, ma w zy osobliwos¢ istotna, to jej ztozenie
go f z funkcja g € M(U) nie ma w 2o bieguna ani osobliwosci pozorne;.
b) Tak samo jest, gdy U jest zbiorem otwartym w C.
10. Dowiesé, ze funkcja f : U — C, okreslona i ciagta w zbiorze otwartym U C C,
jest holomorficzna wtedy i tylko wtedy, gdy jej kwadrat f- f jest funkcja holomorficzng.

Wybor przyktadowych tematéw egzaminu z teorii.
Podaje jako przyklady tematy z egzaminu prof. Pola sprzed 2 lat:

1. a) Sformutowaé twierdzenie Morery.
b) Udowodnié¢ twierdzenie Weierstrassa o granicy niemal jednostajnie zbieznego

ciagu funkcji holomorficznych.
2. a) Poda¢ definicje indeksu drogi zamknietej wzgledem punktu.

b) Sformutowaé zasade argumentu.
3. a) Poda¢ definicje obszarow jednospojnych i sformutowaé twierdzenie Riemanna o

przeksztatceniach konforemnych.
b) Udowodnié lemat Schwarza o holomorficznych przeksztatceniach dysku w siebie.

000000000

FAN: wybor zadan przygotowawczych do kolokwium. grudzien 2012r.

1. a) Wyrazi¢ w postaci a + bi nastepujace liczby zespolone:
(1+1iv3)8, (H3)1 cos(T —iln2).

b) Udowodni¢, ze gdy |z| =7 > 0, to Re(z) = 1(z + é)
¢) Udowodni¢, ze jesli szereg Y poouy jest zbiezny i |arg(ug)] < ¢ < 7/2 dla

wszystkich k, to szereg >, |ug| jest zbiezny.
d) Udowodnié¢, ze gdy ¢t = In(z + v& — Iv/x + 1), to cosh(t) = .
e) Zbada¢, dla jakich z rzeczwiste sa liczby cos(z),sin(z), (S:g;((’zg Jaki jest zbior

wartosci funkeji tg := sin / cos?

f) Dla z = x + iy, gdzie x,y € R, dowies¢ rownosci |sin z|> = sin®z 4 sh’y =
ch?y — cos® x oraz | cos z|? = sh’y + cos® z = ch*y — sin’ z.
2. Wyznaczy¢ koto zbieznosci szeregu (mowa o maksymalnym kole otwartym):
2) Toti G5 b) Doy o) ol +an)"

n=1 (a2~
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3. Wyznaczy¢ koto zbieznosci i sume szeregu:
a) Do n(z+2)" b) 3T et (x = 1) c) oL nP

4. Wyznaczy¢, w ktorych punktach istnieje pochodna zespolona funkcji
a) f(z) = zRe(z), b) f(z+iy) = xﬁyz - ixiy?-

5. Niech f(z) = 3(z + 27') dla z € C\ {0}. Udowodni¢, ze funkcja f przeksztalca
w sposob roznowartosciowy zbiory {z € C: |z] > 1} 1 {zx € C:0 < |2] < 1} na
C\[—1,1], zas zbior {z € C : Im(z) > 0} na (C\R)U(—1,1). (Wskazoéwka: wyznaczy¢
obraz f(0X) brzegu 0.X rozwazanego zbioru X i dowies¢, ze dla w ¢ f(0X) rownanie
z + 27t = 2w ma dwa rozwiazania z1, 29; z nich jedno nalezy do X, bo 2129 = 1.)

6. Udowodni¢, ze funkcja f(z) := 2/(1—2)? bijektywnie przeprowadza dysk |z| < 1 na
C \ (—OO, _1/4]]R

7. Udowodnié, ze funkcja tg bijektywnie przeprowadza pas |Rez| < m/4 na dysk
12| < 1.

8. a) Przeprowadzi¢ biholomorficznie soczewke D(0,+/2) N D(1,1) na potplaszczyzne
Imz > 0.

b) Przeprowadzi¢ biholomorficznie dysk |z| < 1 na plaszczyzne C z wyjetymi
dwiema wspoliniowymi potprostymi [2, 0o)r i (—o00, —2|g.

¢) Przeprowadzi¢ biholomorficznie soczewke D(—1,2) N D(1,+/2) na dysk |z| < 1
tak, by obrazem zera bylo zero.

9. Jaka jest posta¢ homografii, przeprowadzajacych okrag |z| = 1 na siebie?

10. Wyznaczy¢ punkt symetryczny do 2 + i wzgledem okregu o srodku w i1 promie-
niu 3.

11. Udowodni¢, ze kazdy okrag, przechodziacy przez dwa punkty, potozone syme-
trycznie wzgledem danego okregu C jest ortogonalny do C'. Sformutowac i udowodnié
twierdzenie odwrotne.

12. Niech ¢; bedzie gatezia logarytmu, okreslona w C\ (—oo, O]r 1 przyjmujaca wartosé
0 w punkcie 1, za$ fo — galezia logarytmu, zdefiniowang w C \ [0, 00)g 1 przyjmujaca
w punkcie —1 wartosé mi.

a) Obliczy¢ ¢1(z) 1 la(z) dla z =1, —i,1 —i;
b) Wyznaczy¢ lim,_o 6, (z +iy) — lp(x —iy) dlan =1,21 2 # 0.

13. W ponizszych przypadkach zbadaé, czy istnieje funkcja holomorficzna f taka, ze
Ref = u, a jedli tak, to wyrazi¢ ja wzorem jako funkcje zmiennej zespolonej z, gdy:
— 43 2 _ : __ _sinxcoszx
a) U(l’,y) =T = SZL’y - 31‘, b) u($7y) = e’ SH1 Y, C) U(SB,y) - M7 )
u(z,y) = 1 In(2?+y?), gdzie kazda z tych funkeji rozpatrywana jest na zbiorze U = C;
e) u jest jak wd), a U = {z: Imz > 0}.
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Tu, z := Re(z) i y := Im(z2), lecz odpowiedz nie powinna wykorzystywac¢ Re(z), Im(z2)
czy |z].

14. Udowodni¢, ze gdy funkcja f jest holomorficzna i nie przyjmuje wartosci 0, to
funkcja log | f| jest harmoniczna.

15. Niech funkcja f bedzie holomorficzna i ograniczona w potplaszezyznie Im(z) > 0.
Udowodni¢, ze na kazdym zbiorze Im(z) > ¢, gdzie ¢ > 0, jest ona jednostajnie ciagta.
(Wskazowka: formuta Cauchy’ego.)

16. Obliczy¢ nastepujace calki (okrag |z| = 2 jest zorientowany dodatnio)
a) f| = 2CO:1(ZZ)dZ§ b) f|z|:2( ) +2)dz; c) 027T 2+Costd7f d) fo (cos® t+sin® t)dt;
¢) [y tg(t+1i)dt.

17. Niech f(z) = %(1 + z)ctg(z). (Tu, ctg = cos /sin.)
a) Wyznaczy¢ czesé gtowna rozwiniecia Laurenta funkcji f wokot zera.
b) Wyznaczy¢ wszystkie izolowane punkty osobliwe funkeji f, lezace w dysku |z| <
5. Dla kazdego takiego punktu, okresli¢ rodzaj osobliwosci: czy jest pozorna, czy
istotna, czy tez jest biegunem, i jakiego rzedu.

c¢) Obliczy¢ res, f dla kazdego punktu osobliwego p, znalezionego w b).
d) Obliczy¢ [, f — [, f. gdzie T to okrag |z| =5, a A to okrag |z — 3/2| = 2 (oba

zorientowane dodatnio).

18. a) Rozwing¢ w szereg Maclaurina funkcje 1/(z — 1),1/(z —2) i 1/(2* — 32 + 2)
i poda¢ promienie zbieznosci otrzymanych szeregow. (Wskazowka: jaki jest zwiazek
ostatniej funkcji z poprzednimi?)

b) Rozwina¢ w szereg Laurenta wokot i funkeje Log(z)/(z — i), gdzie Log oznacza
galaz logarytmu na otoczeniu punktu i, przyjmujaca w i wartos¢ wi/2. Jaki jest
pierscient zbieznosci tego szeregu? (Mowa o maksymalnym otwartym pierscieniu.)

19. Niech Ip = f|z| R Z4+322+2dz dla R > 2.
a) Udowodni¢, ze |Iz| < 2rR(R*+9)/(R* — 1)(R? — 2).

b) Udowodni¢, ze Ir = 0 dla R > 2.

20. Niech y(t) =t —isin(t) dla t € [—m, 7).

a) Udowodnié¢, ze kazda z funkeji 1/(z + 1) i 1/(z — 1) ma funkcje pierwotna w
obszarze, zawierajacym obraz drogi . (Obszary moga by¢ rozne dla réznych funkeji.)
Wskaza¢ proponowane obszary i funkcje pierwotne, w tym funkcje wyrazi¢ wzorami
nie uzywajacymi znaku catki.

b) Wyznaczy¢ f7 f, gdzie f(z) = 22/(2*> — 1).

c) Cay [, f = fyf dla kazdej drogi A z —7 do 7, omijajacej —1 1 17 (Odpowiedz
uzasadnic¢ i w przypadku odpowiedzi negatywnej wskazac przyktad poswiadczajacej to
drogi; stara¢ sie tez unika¢ zbednych rachunkow.)
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21. Dowies¢, ze gdy I' jest ¢wiartka okregu |z| = 2, prowadzaca od 2 do 2i, to
| J; e~%*dz| < 5. Czy istnieje kontur A od 2 do 2i, dla ktorego | N e ¥ dz| = 67

22. Niech funkcja f bedzie holomorficzna w C i ograniczona. Dla danych a,b € C
dowies¢, ze lim,_, o, f\w|:r %dw = 01 uzywajac twierdzenia o residuach dowiesé,

ze funkcja f jest stala (twierdzenie Liouville’a).

23. Niech funkcja f bedzie holomorficzna w C\ {0} i ograniczona w {z : |z| > 1}.
Udowodnié, ze f(z) = 2%“ 21 wZ(J;(_wlZ) dw gdy |z| > 1. Jaka jest warto$¢ prawej strony,
gdy |z| < 17

24. Udowodnié, ze dla kazdej funkeji holomorficznej f i kazdej drogi zamknietej v, o
wartosciach w obszarze okreslonosci funkeji f, zachodzi rownosé Re( f7 f(2)f (2)dz) =
0.

25. Udowodnié¢, ze jezeli f € H(D(0,R)\ {0}) i f(2) = >, cpcn2" to

\/ Z |cn|?r?#" < supy, .| f(2)] dla 7 € (0, R).

26. Niech 7, : [0,7] — C oznacza potokrag ~,(t) = ret. Wyznaczy¢ granice, jesli
istnieje (por. zadanie 1 z §IV.2 notatek do wyktadu):
lim( e—dz).

r—0 vy z

27. Niech z € C, |z| # 1. Zbadac¢ istnienie granicy i jesli istnieje, wyznaczy¢ ja

1 zn: Sin(€27rik/n)

lim 1 — Z€—2m'k/n’

n—oo N
k=1
28. Udowoni¢, ze jesli f : C — C jest holomorficzna i |f(2)| < A|z|* + B, to f jest

wielomianem.

29. Udowodnié¢, ze gdy funkcja f jest holomorficzna na odcinku [a,b] C C, to
% = t1f'(z1) + taf'(22) + t3f'(23) dla pewnych t; € [0,1] i z; € [a, b] takich, ze
2 li=1

Zadania, bedace powtorzeniem niektorych (waznych) fragmentow wyktadu:

A. Dowiesé, ze w pierscieniu P = {z : 1/2 < |z| < 2} nie istnieje gataz argumentu.

B. Dowiesé, ze gdy funkcja holomorficzna f nie przyjmuje zadnej wartosci nieujemnej,
to f = ¢* dla pewnej funkeji holomorficznej g.



