1 H. Torunczyk, Wyklad z FA (jesienn 2012)

Notatki te sa zamierzone jako uzupetnienie wyktadu prowadzonego w semestrze jesiennym
2012, i sa modyfikacja tych z lat 2003 1 2004, ktorych zapisaniem w TeXu w sporej czesci zajalt
sie Pan Wojciech Baginiski. Moga one utatwi¢ zrozumienie wyktadu, lecz z koniecznosci nie
sg wyczerpujace. Glebsze omdéwienie poruszanych zagadnien mozna znalezé w podrecznikach
wymienionych nizej.

Material badz to nieco trudniejszy i wykraczajacy poza minimum, zakreslone programem,
badz to mniej w dalszej czesci wykorzystywany, oznaczono gwiazdkg *; tylko niewielka jego
czes¢ omowimy na wyktadzie. (Pominiete beda w catosci rozdziaty czy paragrafy, ktorych
tytuly oznaczone sa gwiazdka.) Znak [J oznacza koniec rozumowania czy —gdy rozumowanie
jest zbedne— koniec sformutowania. Znak H ma podobne znaczenie, ale uzywany jest wtedy,
gdy pewne fragmenty rozumowania sg pozostawione czytelnikowi.

Zadaniami” nazwano wybrane lematy, ktorych dowod jest na tyle prosty, ze z pozyt-
kiem moze by¢ znaleziony przez czytelnika, podczas gdy podawanie go zaciemnitoby tylko
uktad materiatu; zadania z gwiazdka graja te sama role w odniesieniu do materiatu uzupet-
niajacego. Nie zastepuja wiec one tych, ktore rozwiazywane byty na ¢wiczeniach lub ktore
mozna znalez¢é w znanych zbiorach (np. prof. J. Krzyza). Oprocz ,zadan”, sa tez nieliczne
Cwiczenia”, réznej trudnosci, ktoére juz nie sa dalej wykorzystywane.

Niektore podreczniki w jezyku polskim:

J. Chadzyniski, Wstep do analizy zespolone;.

F. Leja Teoria funkcji analitycznych.

F'. Leja, Funkcje analityczne i harmoniczne.ﬂ

K. Maurin, Analiza (w szczegdlnosci rozdziat XVI).
W. Rudin, Analiza rzeczywista i zespolona.

S. Saks, A. Zygmund, Funkcje analityczne.!

B.W. Szabat, Analiza zespolona.

Z tekstow w jezyku angielskim wymienie tylko dwa, pochodzace od laureatow
Medalu Fieldsa:

L. Ahlfors, Complex Analysis.

T. Tao, Notatki do wyktadu, osiggalne pod

http://www.math.ucla.edu/ tao/resource/general/132.1.00w/

1Plik .pdf osiggalny pod http://matwbn.icm.edu.pl/ksspis.php?wyd=10
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I PRZENIESIENIE NA PRZYPADEK ZESPOLONY
WSTEPNYCH POJEC ANALIZY

1 Liczby zespolone (przypomnienie).

Element (x,y) plaszezyzny R x R = R? oznaczamy przez x +yi. Wprowadzamy nastepujace

dziatania: )
(w+y) £ (@ +y1) = (2 +2) £ (y+y)

. N d .

(x4 yi) (@' + 1) < (22 = yy)) + (2y +2'y)i.

Odpowiadaja one dzialaniom na wyrazeniach algebraicznych gdy przyjac¢, ze i? = —1. Za-

~

miast x 4+ yi mozemy pisa¢ x jesli y = 0, zas yi jesli x = 0. Przy tych umowach dotyczacych
zapisu i dziatan, zbior R? oznaczamy przez C, a jego elementy nazywamy liczbami ze-
spolonymi. (Mozemy je tez nazywaé wektorami lub punktami, zaleznie od tego, czy R?
interpretujemy jako przestrzen wektorows, czy jako afiniczng.)

Liczbe x — yi nazywamy liczba sprzezong do liczby z = x + yi € C i oznaczamy Z.
Poniewaz

2Z = |z|?, gdzie |7] “ Pt y? € [0, 00) jest modulem liczby z,

wiec #E jest odwrotnoscig liczby z # 0. Stad juz wynika tatwo, ze C jest ciatem. (Nieco
ktopotu sprawia tacznosé mnozenia — jak jej dowies¢?) Dla z = x + yi przyjmujemy

def zZ+z Im(z)d;fy:Z—Z
2 2i
Sa to cze$é rzeczywista i cze$¢ urojona liczby z. (Czescia urojona ,czysto urojonej”
liczby i nie jest wiec i, lecz 1.)

Dzieki utozsamieniu kazdej liczby x € R z liczbg x + 0i, mozemy R traktowaé¢ jako pod-
zbior (i podciato) ciata C. Przedzial {x + 0i : x < a} C C, gdzie a € R, bedziemy jednak
oznaczaé (—oo, a|g, a nie (—oo, al, i podobnie wprowadzamy oznaczenia [a, 00)r, (—00, )R

i (a,00)r. Ta drobiazgowos¢ spowodowana jest tym, ze dotaczymy niebawem do C punkt oo,

ale nie punkt —oo; ponadto, analogiczne przedzialy nie beda wprowadzane gdy Im(a) # 0.

W C nie definiujemy bowiem relacji nieréwnosci poza tymi, ktére dotycza liczb rzeczywi-

stych (czyli lezacych na osi Imz = 0) ! Dla a,b € C mozemy jednak rozwaza¢ odcinek

domkniety [a,b] = {tb+ (1 —t)a : 0 <t < 1} i odcinki, otwarte z jednej czy obu stron.
Punkt 2z = = + yi ptaszczyzny C = R? mozna tez zapisa¢ w postaci biegunowej:

z = |z|(cos(a) + isin(w)), gdzie a € R. (0)

(Dlaczego?) Gdy zachodzi (1) piszemy o = arg(z) i liczbe o nazywamy argumentem liczby
zespolonej z. Argumentow tych jest nieskoriczenie wiele, i dla z # 0 kazde dwa r6znig sie o
wielokrotnos¢ 27. By dla z # 0 uzyska¢ jednoznacznos$é, mozemy obraé¢ dowolny przedzial
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J C R, dtugosci 27 i otwarty z jednej strony, a domkniety z drugiej, i oznaczyé¢ przez
Arg;(2) jedyny argument, nalezacy do J. Gdy J = [0, 27), méwi¢ bedziemy o argumencie
gtéwnym i pisa¢ Arg(z) zamiast Argy or(2); jest to jednak sprawa umowy i czesto zamiast
0, 27) rozpatruje sie przedziaty (0, 2x], [—7, 7) lub (—7, 7.

Zapiszmy najwazniejsze wlasnosci modutu, sprzezenia i argumentu:

—_

- [Re(2)[ < 2], [Im(z)] < zf, [2] = |7]

2. 271 =717, 2t zn=21t7%

w

- |z2120] = |21]] 29

W

arg(z129) = arg(z1) + arg(zs), arg(z1/22) = arg(z1) — arg(z2) gdy 22 # 0
(Oznacza to: gdy «; = arg(z;) dlai = 1,2, to ag + as jest argumentem liczby 2129, zas
gdy ponadto zy # 0, to a3 — s jest argumentem liczby z1/z25.)

ot

) ‘Zl + 22‘2 = ‘Zl|2 + |ZQ‘2 + 2Re(212_2) = ‘Zl|2 + ‘22‘2 + 2Re(z_1,22)

D

|21+ 22| < |21] + |22] 1 rownosé ma miejsce < 21 = 0 lub 29 = t21,t € [0, 00)R

Zadanie. Niech f(z) = 3(z + z7!) dla z € C\ {0}. Udowodni¢, ze funkcja f przeksztalca
w sposob roznowartosciowy zbiory {z € C: |z] > 1} i {z€ C:0 < |2z| <1} na C\[-1,1],
za$ zbior {z € C : Im(z) > 0} na (C\R)U (—1,1). (Wskazowka: wyznaczy¢ obraz f(9X)
brzegu X rozwazanego zbioru X i dowies¢, ze dla w ¢ f(0X) réwnanie z + 27! = 2w ma
dwa rozwiazania 21, z2; z nich jedno nalezy do X, bo z129 = 1.)

Zadanie. a) Gdy |p| <11 |z| <1, to |z —p| < |1 —Dpz|, a przy |z| = 1 jest rownosc.
) P— — J2) ) ) )
b) Gdy [p| =P <1lilgl=Q <1, to |1_P%| < \|1p—f§1q|| < 1+JJFD%' (Wskazowka: mnozac p i
q przez liczbe P/p sprowadzi¢ zadanie do przypadku, gdy p = P i ¢ = Q(cos p + isinp).
Korzystajac z 5 wyrazi¢ kwadrat srodkowego cztonu nieréwnosci jako funkcje zmiennej ¢ i
dowiesé, ze ma ona ekstrema tylko gdy sin ¢ = 0.)

Wazne jest badanie podstawowych przeksztalcen C — C. Pewne z nich poznamy pdznie;j.
Na razie odnotujmy (dowdd jest pozostawiony jako zadanie):

Stwierdzenie 1. a) Przeksztatcenie z — Z jest symetrig prostopadtq ptaszczyzny wzgledem
081 Tzeczywiste).

b) Gdy a,b € C ia+#0, to przeksztatcenie f : C — C zadane wzorem f(z) = az + b jest
podobieristwem. Scislej biorgc, jest ono:

i) przesunieciem, gdy a = 1,

ii) obrotem wokdt 0 o kgt arg(a), gdy la|=11ib=0,

iii) jednoktadnosciq o Srodku w0 i skali a, gdy a € [0,00)r 1 b= 0,

i) ztozeniem obrotu wokdt punktu zo = b/(1 — a) o kqt arg(a) i jednoktadnosci o srodku
w tym punkcie i skali |a|, gdy a # 1. =
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Uwaga 1. Powyzej, zg jest jedynym punktem stalym przeksztalcenia f.

Cwiczenie. Dowies¢, ze gdy Reu < 0i Rev < 0, to |u —v| < |u +7|. (Zalezé dowod
analityczny, oparty na rownosci 5, i geometryczny, oparty na czesci a) stwierdzenia.)

Przez macierz przeksztalcenia liniowego R? — R? bedziemy rozumieli macierz tego
przeksztalcenia w standardowej bazie (1,0), (0, 1) przestrzeni R%. (Liniowo$é jest rozumiana
nad ciatem R.)

Uwaga 2. Dla a = p+qi przeksztalcenie z — az wyznacza, po standardowym utozsamieniu
C z R?, przeksztalcenie liniowe R? — R?, ktorego macierz jest rowna (Z ’pq) (bo w kolum-
nach wpisujemy obrazy wektorow (}) = 1¢ oraz ({) = ic). Oczywiscie, kazde C-liniowe

przeksztatcenie C — C jest postaci z — az, gdzie a € C.

Uwaga 3. Wynika stad, ze nie kazde R-liniowe przeksztatcenie C — C jest C-liniowe.
Przyktad: funkcja f(z) = Z nie jest C — liniowa, bo f(cz) # cf(2) gdy c ¢ R iz # 0. (Jaka
jest macierz tego przeksztalcenia?)

Zadanie. Udowodni¢, ze kazde podobienstwo C — C jest postaci z — az+b (gdy zachowuje
ono orientacje ptaszczyzny C) lub z — az+b (gdy zmienia orientacje), gdzie a,b € C,a # 0.

Cwiczenie (na bazie zadania z 53 Olimpiady Matematycznej). Na bokach ab i ac trojkata
abc zbudowano po jego zewnetrznej stronie kwadraty abde i acfg. Punkty p i ¢ to srodki
odcinkoéw dg i ef. Dowiesé, ze odcinki pg i be sa rownolegte i wyznaczy¢ mozliwe wartosci
stosunku ich dtugosci. Uogoélni¢ to na przypadek, gdy abde i acfg sa podobnymi trapezami
rownoramiennymi, z odpowiadajacymi sobie przy podobienstwie podstawami ab i ac.

Oznaczenia i nazwy. Na ptaszczyznie C rozwazamy ,zwykta’ metryke euklidesowa
(21, 29) > |21 — 22| 1 wyznaczona przez nig topologie. Otwarty zbior spojny U C C nazywamy
obszarem. Przez D(zy,7) = {z € C: |z — 2| < r} oznaczamy kolo otwarte o srodku zj i

promieniu 7, za$ przez D(z9,7) = {z € C: |2z — 2| <r} - odpowiednie kolo domkniete.
Niepuste koto otwarte nazywamy dyskiem.

2 Ciaglosé 1 rézniczkowalnosé funkcji zespolonych.

Dla z,21,29--- € C piszemy lim, . 2z, = 2z, gdy lim, .|z, — z| = 0 (réwnowaznie:
lim,, ., Rez, = Rez oraz lim, ... Imz, = Imz). Jest to wiec ta sama zbieznosé¢ ciagu
punktow ptaszczyzny, ktora badamy na Analizie II. Podobnie, dla U C C mozemy funkcje
f : U — C traktowaé jako funkcje dwoch zmiennych o wartogciach w R? = C; pozwala to
okresli¢, kiedy ta funkcja jest ciggta na catym zbiorze U lub w danym punkcie 2y € U.

Zadanie. Funkcje C x C — C, okreslone wzorami (21, 29) — 21 + 22 1 (21, 22) — 2122, S8
ciagte. Podobnie, ciagte sa funkcje C>2+—ze€C i C\{0} 32— 1/z€C.
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Definicja. a) Gdy ty € (a,b) C R, to dla funkeji f : (a,b) — C przyjmujemy

Ft) " i L =S 0)

t—to  t—ty

gdy ta granica istnieje (w przestrzeniC).

b) Takze dla zbioru otwartego U C C, funkcji f: U — C1i 2y € U:

f'(z0) “ im J(2) = f(zo)’ gdy ta granica istnieje (w przestrzeni C). (1)
im0 2 — 2

Dla funkeji okreslonych na zbiorach otwartych (w R lub w C) maja miejsce zwykle reguty:

(f £9)'(20) = f'(20) £ ¢'(20), gdy 20 € dom(f) = dom(g),

(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20), gdy 20 € dom(f) = dom(g),
3. (2)'(20) = 224 ady 2 € dom(g) i g(z0) # 0,

(f29)(20) = f'(9(20))9'(20), gdy 20 € dom(g) i im(g) C dom(f).

1.
2.

4.

Oznaczaja one: gdy wyrazenia po prawej sa zdefiniowane, to wyrazenia po lewej — tez, i sg im
rowne. Z 11 2 wynika tatwo wzor na pochodna wielomianu: (3"7_, crz®) = S71_, kepz®!

Przypomnijmy, ze gdy f traktowac jako funkcje dwoch zmiennych rzeczywistych, to jest
ona rozniczkowalna (w sensie omawianym na Analizie I11) w punkcie zy € U wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje przeksztalcenie liniowe L : R? — R? spelniajace warunek:

f(zo+h) = f(20) + L(h) + reszta(h), gdzie llbli)r(l) reszta(h)/|h| = 0. (*)

Przeksztatcenie L, jesli istnieje, to jest jedyne. Nazywamy je pochodnag rzeczywista
funkcji f, w punkcie z, i oznaczamy przez df(zg). Jego macierz (oznaczmy ja [L]) jest taka:

_ (al20) wylz0) zie f(2) = (u(z),v(z 2 dla z e
= (L) W) e f) = (W) () € Rz e U, ()

Przypomnijmy tez, ze warunkiem wystarczajacym istnienia pochodnej rzeczywistej L =
df(zp) jest istnienie i cigglos¢ pochodnych czastkowych ug, uy, vy, v, W pewnym otoczeniu
punktu 2y, zas warunkiem koniecznym — istnienie pochodnych czastkowych w punkcie z.

Twierdzenie 1. Dia przeksztatcenia f : U — C, gdzie U C C jest zbiorem otwartym,
rownowazne sq¢ warunki:

a) istnieje pochodna f'(zy) w punkcie 2y, zdefiniowana w (1),

b) istnieje pochodna rzeczywista funkcji f w punkcie zy i jej macierz jest postaci (2 ’pq),
gdzie p,q € R.
Ponadto, gdy warunek b) jest spetniony, to f'(z9) = p + qi.
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Dowod. b)) = a). Niech przeksztalcenie liniowe L spelnia warunek (*) i niech [L] =
(27). Na mocy uwagi 2 w §1 zachodzi L(h) = (p + ¢i) - h dla h € C = R?, wobec czego

(*) oznacza, ze limy,_ M = p+ qi.

a) = b). Odwrotnie, gdy f'(z) = a € C, to biorac p = Rea, ¢ = Im a stwierdzamy, ze
przeksztatcenie L(h) o (p+qi) - h spelnia warunek (*). Istnieje wiec pochodna rzeczywista
df(z0) 1 jej macierz jest na mocy uwagi 2 w §1 réwna (4 7). O
Uwaga 1. Niech v := Re f i v :=Im f. Z (**) wynika, ze warunek b) jest rownowazny
nastepujacemu:

b’) istnieje pochodna rzeczywista d f (zg) i spelnione sa rownania Cauchy — Riemanna:

us(20) = vy(20) 1 va(20) = —uy(20).

Ponadto, twierdzenie orzeka, ze gdy warunek ten jest spetiony, to f'(zg) = p + qi, gdzie
p = uy(20) = vy(20) 1 ¢ = va(20) = —uy(20).

Uwaga 2. Geometrycznie, warunek b) oznacza, ze pochodna rzeczywista df(zg) istnieje i
jest ztozeniem obrotu i jednoktadnosci ptaszcezyzny, oba o srodku w zerze. (Patrz w §1 stwier-
dzenie 1 i uwaga 2. Przeksztalcenie zerowe traktujemy jako jednoktadnosé o skali 0.) H

Zadanie. Niech f : U — C, gdzie zbior U C C jest otwarty. Udowodnié, ze:
a) Gdy zbior U jest spojny oraz f' =0, to f = const.
b) Gdy istnieje pochodna f'(zp), to istnieje i pochodna funkeji g(z):=f(Z) w punkcie Zg.

Cwiczenie. Niech dany bedzie wielomian zespolony f(z) = c¢[[i_,;(z — ). Udowodni¢,
ze gdy f(w) # 0, to f'(w)/f(w) = >, 1/(w — z), wobec czego jesli ponadto f'(w) = 0,
to Y .(w — z;)/Jw — z* = 0. Wywnioskowad¢, ze kazde zero w wielomianu f’ jest postaci
w = Y .tz dla pewnych t1,...,t, > 0 takich, ze > ,¢; = 1, tzn. w nalezy do powloki
wypuktej zbioru zer wielomianu f. (Jest to twierdzenie Gaussa-Lucasa).

3 Ciagi i szeregi funkcji zespolonych.

Niech zbiér U bedzie otwarty lub domkniety w C i niech f, f, : U — C, gdzien =1,2,....
Przyjmijmy dla K C U:
[flx = sup{|f(2)] : z € K7}

Zadanie. Dowies¢ rownowaznosci nastepujacych warunkow:

i) Na kazdym zbiorze zwartym K C U, ciag (f,)72, jest zbiezny jednostajnie do funkeji
f (przez co rozumiemy, ze lim, . || fn — f|lx = 0, dla kazdego zbioru K j.w.).

ii) Kazdy punkt zy € U posiada otoczenie D C U, na ktorym ciag (f,)22, jest zbiezny
jednostajnie do funkcji f.
(Wskazowka: warunki te sa rownowazne i wtedy, gdy U jest dowolng przestrzenig lokalnie
zwarta — taka, w ktorej kazdy punkt posiada zwarte otoczenie.)
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Definicja. Gdy te dwa warunki sa spelnione to mowimy, ze ciag (f,)s2,; jest niemal
jednostajnie zbiezny do funkcji f (na zbiorze U).

Uwaga 1. Granica niemal jednostajnie zbieznego ciagu (f, : U — C)°2; funkcji ciaglych
jest funkcja ciagta. Istotnie, jest tak dla ciagéw jednostajnie zbieznych, wobec czego kazdy
punkt zy € U ma otoczenie, na ktorym funkcja graniczna jest ciagla. ]

Zadanie. Gdy ciag funkcji f, : U — C zbiega do f niemal jednostajnie, to ciag ztozen
fn o h z funkcja ciggta h : U" — U zbiega tak do f o h.

Definicja. Powiemy tez, ze szereg >~ . f, jest niemal jednostajnie zbiezny (odpo-

wiednio: jednostajnie zbiezny) na U, jesli wtasnos¢ te ma ciag funkeji

on(2) = fulz), z€U.
k=0

Zas szereg ten nazwiemy niemal normowo zbieznym, jesli kazdy punkt z € U ma oto-
czenie K takie, ze > || ful|lx < 00. (Stowo ,niemal” bywa zastepowane przez ,lokalnie”).

Uwaga 2. a) Ma miejsce kryterium poréwnawcze Weierstrassa: szereg funkcyjny
> ooy [n, majoryzowany przez liczbowy szereg zbiezny > 7 ¢, (tzn. taki, ze dla wszyst-
kich z € Ui n > 0 spelnione sa nieréwnosci | f,,(2)| < ¢, gdzie Y7 j ¢, < 00), jest zbiezny
jednostajnie. Jesli wiec ponadto funkeje f,, sa ciagle, to i funkcja >~ 7 f,, jest ciagta na U.

b) Szereg > | z, liczb zespolonych, dla ktorego Y |z,| < 0o, jest zbiezny, a jego suma
nie zalezy od porzadku sumowania — czego dowodzi sie jak na Analizie 1.

¢) Wynika stad, ze niemal normowo zbiezny szereg funkcyjny jest zbiezny niemal jedno-
stajnie, a jego suma nie zalezy od porzadku sumowania. H

4 Zespolone szeregi potegowe.
Przez szereg potegowy zmiennej z, o Srodku w zy (lub: wokoét zy), rozumiemy szereg
funkeyjny Y (2 — 20)", gdzie 2o, ¢, c1, ... € C.

Uwaga 1. Niekiedy jednak w wyrazeniu ) ¢,(z — 29)" traktujemy z jako ustalona liczbe
zespolona, a nie jako zmienng. Nie prowadzi to do nieporozumien, bo odréznienie tych
przypadkow jest tatwe.

Twierdzenie 1 (Abel-Cauchy-Hadamard). Liczba
R =1/1lim {/|c,| € [0, o0]
ma nastepujgce wlasnodci: gdy |w — zo| > R, to szereg Y -y cn(w — 29)" nie jest zbiezny

(bo jego wyrazy nie dgzq do 0), zas gdy 0 < r < R, to szereg Y >~ |ca|r™ jest zbiezny i wobec
tego szereg Y~ o cn(z — 20)" jest zbieiny normowo na dysku |w — zo| < 7. H

Liczbe R nazywamy promieniem zbiezno$ci szeregu Y > cn(z — 2z0)".
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Uwaga 2. 7Z twierdzenia wynika, ze

a) Na dysku |w — zo| < R szereg Y~ ,cn(z — 29)" zbiega niemal normowo, oraz

b) Jesli szereg > 0 ¢n(z — 20)" jest zbiezny w punkcie z = w, to |w — 29| < R.
Twierdzenie 2 (Abela o rozniczkowaniu szeregéw potegowych). a) Szereg Y " cn(z — z0)"
ma ten sam promien zbieznosci R, co szereq Y o ney(z — 20)" L

b) Na dysku D = {z € C: |z — 29| < R} pierwszy szereg jest zbiezny do funkcji f, ktorej
pochodna jest sumq drugiego szeregu.
Dowdd. Czescé a) tatwo wynika stad, ze lim v/n + 1 = 1.

Ad b) Mozemy zatozy¢, ze zg = 0. Ustalmy punkt p € D; dowiedziemy istnienia pochod-
nej f'(p) i rownosci f'(p) = > oo ne,p™ . W tym celu ustalmy r € (|p|, R) i zauwazmy, ze

—f(i :]Jj(p) = Z cnzz :in = Z cn(Z" P2 Pp -+ p" D dla z € D(0,r) \ {p}.
n=1 n=1

Z nierownosci |z| < r i |p| < r wynika, Ze ostatni szereg jest majoryzowany przez szereg
zbiezny Y o7 |en|nr™t. Jego suma jest wiec ciagla funkcja zmiennej z € D(0,7), na pod-
stawie a) 1 uwagi 2 w §3. Stad granica lim._,, (f(2) — f(p))/(z — p) istnieje i jest réwna
wymienionej sumie dla z = p, a ta jest > oo, c,np™ L. ]

Whiosek 1. Jesli f(z) = > 2 cn(z — 20)" dla wszystkich z w pewnym otoczeniu punktu
20, to prawdziwe sg wzory Taylora, jednoznacznie wyznaczajgee wspotczynniki c,:

1
cnzﬁf(”)(zo) dlan=0,1,... (2)

Dowoéd. Stosujemy n-krotnie twierdzenie 2, otrzymujac rownosé f™(zy) = n!c,.

Whiosek 2. Suma szeregu potegowego Y > cn(z — 29)", zbieznego w dysku D = D(z, ),
ma w D pochodng i funkcje pierwotnag, bedgce sumami szeregow potegowych, odpowiednio,

Yomeo(n+D)enyi(z — 20)" @ o0 (2 — 20)", niemal normowo zbieznych w D. =

Przyktad. Szereg >~ 2" jest w dysku D = D(0, 1) zbiezny do funkeji 1/(1 — z). Szereg

S0 o(n + 1)2" jest wiec w D niemal normowo zbiezny do funkeji —(1 — z)72, a szereg

— > (1/n)z" — do funkcji g takiej, ze ¢'(z) = 1/(1 — z) dla z € D. []

Gdy funkcja f rozwija sie na pewnym dysku o srodku w zp w zbiezny szereg Y ¢, (2—20)",
to szereg ten nazywamy jej szeregiem Taylora wokol z;. Mozemy zatozy¢, ze zp = 0 (gdy
nie, f zastapimy przez z — f(z 4+ 2p)), a wtedy mowimy o szeregu Maclaurina funkcji f.

Zadanie. * (Twierdzenie Abela o ciaglosci.) Gdy szereg Y ° ¢, jest zbiezny, to funkcja
f(z) =D 0" enz" jest dla kazdej liczby d > 0 ciaglta w punkcie 1 na zbiorze Ky := {z : |z|+
d|l — z| < 1}. Ponadto, K  zawiera czworokat Oala, gdzie Z(0al) = w/2 i Z(0la) — 7/2
gdy d — 0. (Wskazowka: przyja¢ fi(z) := Zizo 2" sk = fr(l), s = f(1)igdy |2] <1
dowies¢ kolejno, ze f(z) = (1 —2)> " ysn2" 1 f(2) —s = (1 —2)>_ .~ ((sn — $)2". Dla
odpowiednio duzego N oszacowaé | Y " (s, — $)2"| przez /(1 — |2|).)
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5 Funkcje holomorficzne i funkcje analityczne (definicje).
Definicja. Niech f bedzie funkcja o wartosciach w C, okreslona na zbiorze dom(f) C C.

a) Funcje f nazywamy holomorficzna, jesli dom(f) jest zbiorem owartym i pochodna
f'(p) istnieje w kazdym punkcie p € dom(f).

b) Funcje f nazywamy analityczna, jesli dla kazdego punktu p € dom(f) istnieje
taki szereg potegowy >~ cn(z — 20)" 1 otoczenie G C dom(f) punktu p w C, ze
f(z) =" gen(z —20)" dla z € G.

¢) Funkcje f nazywamy holomorficzng (odp. analityczna) w zbiorze U, jesli istnieje
taki zbior otwarty G, ze U C G C dom(f) i funkcja fii jest holomorficzna (odp.
analityczna).

d) Zbior wszystkich funkcji z U do C, holomorficznych w U, oznaczamy przez H(U).

Uwaga 1. i) Okaze si¢, ze w (b) mozna wzia¢ 2y = p, na razie jednak nie jest to istotne.
ii)* Jesli zastapi¢ C przez R i w (b) zada¢, by ¢, € Rdlan = 0,1..., to otrzymamy

definicje funkcji R-analitycznej.

Uwaga 2. Z regul podanych w §2 wynika, ze gdy f,g € H(U), to f £ g € H(U) i

f-g € HU), jak rowniez, ze f/g € H(U) jesli 0 ¢ g(U). Podobnie zlozenie funkeji

holomorficznych, jesli jest okreslone, to jest funkcja holomorficzna.

Twierdzenie 1. Niech promieri zbieinosci szerequ Y - cn(z — z0)" wynosi R. Wowczas

na dysku D = D(zy, R) szereg ten jest niemal normowo zbiezny do pewnej funkcyi holomor-
ficzneg f: D — C. Ponadto,

f(z) = chn(z — 20)"' dla z € D. (0)
n=1

Dowod. Z twierdzenia 2 w §4 wynika, ze dla r € [0, R) oba szeregi sa jednostajnie zbiezne
na D(zg,7) do pewnych funkcji f i g, odpowiednio, przy czym f' = g. O
Whniosek 1. a) Funkcja analityczna jest zarazem funkcjg holomorficzng.

b) Pochodna funkcji analitycznej jest funkcjq analityczng. ]

Wnhiosek 2 (i definicja). Gdy U C C jest zbiorem otwartym i funkcja f : U — C jest anali-
tyczna, to u = Re f jest funkcjg harmoniczng w U, tzn. u jest klasy C? i spetnia réwnanie
Laplace’a w,(2) + uyy(2) =0 dla z € U. Tak jest samo dla czesci urojonej v := Im f.

Dowdd. Z wniosku 1 wynika istnienie i ciggltosé (w otoczeniu zbioru U) drugiej pochodnej
1", a wiec tez istnienie i ciagtosé drugich pochodnych czastkowych funkeji w i v. Jak wiemy
z Analizy II, zapewnia to 1OWNoSci gy = Uy, 1 Vzy = Vys, ktore w polaczeniu ze wzorami
Cauchy’ego—Riemanna daja teze wniosku. [
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Uwaga 3. Prawdziwe jest znacznie gltebsze jodwrocenie” czesci a) wniosku 1: funkeja, ho-
lomorficzna w zbiorze U, rozwija sie na kazdym dysku D(zg,7) C U w szereg Taylora o
srodku w zy. Dowiedziemy tego w rozdziale IV. Oczywiscie, z tego waznego twierdzenia nie
bedziemy korzysta¢ do momentu udowodnienia go — poza jednak ponizsza uwaga, majaca
na celu przedstawienie sposobow znajdywania wspotczynnikow szeregu Maclaurina pewnych
funkcji analitycznych. (Podobne wyniki o szeregach moga by¢ znane z AM 1)

Uwaga 4. Niech funkcje f, g, h beda analityczne w otoczeniu zera i rozwijaja sie w nim w
szeregl Y qanz", > by2" 1> 7 ¢z, odpowiednio. Opiszemy zwiazek migdzy tymi
szeregami w nastepujacych trzech sytuacjach:

a)h=f-g.
Wtedy ¢, = > p_garby—i dla k= 0,1,2, ..., tzn. Y ¢,2" jest iloczynem Cauchy’ego
szeregow > oo a,2" 1 Y o0 b,2". Wynika to z réwnosci ¢, = (fg)™(0)/n! i formuly
Leibriza (f9)(0) = 31y (1) 7 (0)g" ) (0).

b) h = f/g, przy czym by # 0 (inaczej 1/¢(0) nie ma sensu).
Wowczas f = gh w otoczeniu zera, co prowadzi do rownosci ag = bycy, a1 = boc1+bicy, as =
boca + bic1 + bacy itd, pozwalajacych kolejno wyznaczaé ¢y, c1, ¢z, .... Odnotujmy, ze tak w a),
jak w b) (a tez nizej w ¢)), istnienie szeregu Maclaurina dla h wynika z zapowiedzianego w
uwadze 3 odwrocenia wniosku 1, bo funkcja h jest holomorficzna w otoczeniu zera i przez to
rozwija sie na pewnym dysku D(0,r) w szereg Maclaurina.

c) h = fog, przy czym g(0) = 0 (réownowaznie: by = 0).
(Zatozenie g(0) = 0 zapewnia okreslonosé¢ i holomorficznosé funkcji h w otoczeniu zera.)
Twierdzimy, ze wspotezynniki cg, ..., ¢; sa takie same, jak poczatkowe (o indeksach 0,1, ..., k)
wspotezynniki szeregu Maclaurina funkcji by = ag + ai1g + ... + arg® — a te umiemy znalezé,
bo w sposob opisany w a) umiemy to zrobié¢ dla kazdej z funkcji ¢> = g- ¢, 9> = ¢>- g, ..., g".

Dla uzasadnienia oznaczmy sumy szeregow Zf:o aiz'y Yoo Qpririz' 1Y i biv12" przez
fi,7 1 g1, odpowiednio. Na otoczeniu zera zachodzi f = fi + 2*ri g = zq1, skad fog =
fiog+ 2R, gdzie R := g"™.(rog). Funkcje fiog i R sa holomorficzne w otoczeniu zera,
na podstawie uwagi 2, wobec czego kazda z nich mozna zgodnie z uwaga 3 rozwinaé¢ w szereg
Maclaurina. Zatem i funkcja z*+' R rozwija sie w szereg Maclaurina, ktérego wspotczynniki
przy 2" s niezerowe tylko dla n > k — co wraz z réownoscia h = f; 0 g+ 21 R dowodzi tezy.

Uwaga 5. Tak w a), jak w b) i ¢), kazdy ze wspotezynnikow ¢y zalezy tyko od wspoltezyn-
nikéw a; 1 b; o numerach ¢ = 0, ..., k.

Przyktlad. Niech funkcja f ma szereg Maclaurina, zaczynajacy sie od 1 — 1—1222 +0z3. Ob-
liczymy wspolezynnik przy 23 szeregu Maclaurina funkcji g = (z — ¢)/f?, gdzie c € C. W
tym celu piszmy F' = G dla zaznaczenia, ze funkcje F' i G' maja identyczne szeregi Mac-

laurina do stopnia 3 wlacznie. Poniewaz (1 — 152%)? = 1 — 227 + 7p2* = 1 — £27%, wiec
g = (z—¢)/(1 — £2%); patrz uwaga 5. Mozemy dalej rachunek przeprowadzac jak w b), a

mozna i nastepujaco: wobec tozsamosci 1/(1 —w) = > jw" gdy |w| < 2, na otoczeniu
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zera zachodzi 1/(1 — 32%) = 1+ 222+ g2t + .. = 1+ 127 skad f = (2 — o) (1 + £27)

—c+2z— gz2 + %23. Szukany wspotezynnik jest wiec rowny 1/6.

(I

Cwiczenie. Niech f(z) = % + %z + %z2 + ... Funkcje 1/f rozwijamy w szereg > -, %z”.
a) Wyznaczy¢ cztery pierwsze liczby Bernoulliego By, ..., Bs.
b) Dowies¢ zaleznosci rekurencyjnej B, = > ) _, (Z) By dlan > 2.

6 Przyklady waznych funkcji analitycznych.

A. Funkcja exp i funkcje trygonometryczne.

., .o L. o0
Promieri zbieznosci szeregu y o 4

pewna funkcje analityczng C — C, oznaczang przez exp lub przez z — e*. Tak samo,

2" jest rowny oco. Zatem suma tego szeregu okresla

istnieja funkcje cosinus i sinus, wyznaczone dla z € C wzorami:

22zt 20 2P

COSZ::1_§+I_5+”" smz::z——.+———'+...
7 wyktadu Analizy I wynika, ze dla z € R wartosci e®, cos z i sin z pokrywaja sie z tam

omawianymi. Bez trudu otrzymujemy tez wzory Eulera

¢ =cosz+isinz, cosz= % (e"+e7), sinz= % (e —e™) (1)

Natomiast z twierdzenia 2 w §4 wynikaja zaleznosci
exp’ = exp, sin’ =cos, cos’ = —sin. (2)

Dalej, dla z, z1, 29 € C mamy:

71T =e%e® skad e #£0 i e 7 =1/¢ (3a)
cos(21 + z2) = cos(21) cos(z2) — sin(z) sin(z2) (3b)
sin(z; 4 2z2) = cos(z1) sin(z2) + sin(z1) cos(2s) (3¢)
cos z = sin(z + g), sinz = — cos(z + g), (cos 2)? + (sinz)? = 1 (3d)

Pierwszej z tych czterech réwnosci najlatwiej dowiesé tak: pochodna funkeji z — e*T#1e™?

jest rowna 0, na mocy i wzoru na pochodng iloczynu; funkcja ta jest wiec stata i réwna
swej wartosci w zerze, tzn. e®t. To daje e*e™* = 11 e*t*1 = ¢*e¢®,Vz € C. Kolejne dwie
tozsamosdci, ktorych jest przypadkiem szczegolnym, wynikaja z i wzoréw Eulera.

Funkcje exp, cos, sin wyrazi¢ mozna jako funkcje zmiennych z = Re(z) i y = Im(2):

e* = e"(cosy +isiny), (4a)
cos z = cosxchy —isinzshy, (4b)
sinz =sinxchy +icoszshy. (4c)

gdzie cosinus hiperboliczny ch i sinus hiperboliczny sh to funkcje okreslone tak:
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%, sh z:= —isin(iz) = % dla z € C. (5)
[stotnie, (4a) wynika z i (1), a (4b,c) z (3b,c) 1 (B). Odnotujmy, ze funkcje ch i sh w

analogiczny sposob wyznaczajg cos i sin, wzorami

ch z:=cos(iz) =

cosz = ch(iz), sinz = —ish(iz).

Wynikaja stad tozsamosci pomiedzy ch i sh, odpowiadajace tozsamosciom (3a), (3b), (3¢).
Dla kazdej liczby zespolonej w przyjmijmy wZ = {wk : k € Z}, gdzie Z to zbior liczb
catkowitych. Twierdzimy, ze

exp(z1) = exp(z2) & 21 — 22 € 27iZ (6a)
cos(z1) = cos(z2) < (21 — 22 € 2707 1ub 2z + 29 € 277) (6b)
sin(z1) = sin(zq) < (21 — 20 € 27Z lub 21 + 20 + 7 € 277) (6¢)

[stotnie, exp(z1) = exp(z2) < exp(z; — 2z2) = 1, wobec czego (6a) wynika stad, ze
exp(z +1iy) =1 < (. =0iy € 2nZ). (Korzystamy z (4a).) Aze W+ =w+ 1 &
W = wlub W = 1/w (réownanie jest kwadratowe wzgledem W), wiec z (6a) i tatwo
otrzymujemy (6b). Natomiast (6¢) jest konsekwencja (6b) i (Bd).

Nazwijmy liczbe zy okresem funkcji f : C — C, jesli f(zo + 2) = f(z) dla wszystkich
z € C. Z (6) wynika, ze zbiorem okresow funkcji cos i funkcji sin jest 2nZ, za$ zbiorem
okresow funkcji exp jest 2miZ.

By wyobrazié¢ sobie, jak omawiane trzy funkcje przeksztatcaja ptaszczyzne C, rozwazmy
na niej siatke prostych K, i L, (x,y € R), réwnolegltych do osi wspotrzednych:

K,={2€C:Re(z) =2}, L,={2€C:Im(z) =y}

Z (4a) wynika, ze obrazem prostej K, przy przeksztalceniu exp jest okrag {2’ : [/| = e"},
a obrazem prostej L, jest potprosta otwarta {2’ € C\{0} : arg(2’) = y}. Otrzymane rodziny
polprostych i okregow wypelniaja oczywiscie zbior C\ {0}, skad ten jest obrazem ptaszczyzny
C przy funkcji exp.

Natomiast przeksztalcenie cos przeprowadza prosta L, (y # 0) na zbiér punktow 2’ =
x' + ¢/i, ktory na mocy (4b) zadany jest rownaniem:

CL‘/ 2 y/ 2
—1
(Chy) " (Shy>

Przedstawia ono elipse o srodku w 0 i potosiach dtugosci chy i [shy].

Pytanie: Czym jest obraz prostej K, przy funkeji cos, gdy = ¢ (7/2)Z7 (Odp.: jest on tym
ramieniem hiperboli (2'/ cosx)? — (3//sinx)? = 1, ktore polozone jest w polplaszezyznie
sgnz’ = sgn(cosx).)
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Odnotujmy tez, ze przeliczalnie wiele prostych K, i prosta Ly sa przez f = cos przepro-
wadzane w wyjatkowy sposob: obrazem prostej Lg jest odcinek [—1, 1], a obrazem prostej
K, — potprosta [1,00)r gdy = € 2nZ, potprosta (—oo, —1|g gdy = € 7+ 27Z, zas prosta iR
gdy z € m/2+4nZ. (Dlaczego?) Kto pamieta wlasnosci stozkowych, wywnioskuje z rownosci
ch®y—sh*y = 1icos’z+sin’x =1, ze —11i 1 sa ogniskami kazdej z elips f(L,) i (ramion)
hiperbol f(K,). Wynika stad, a ogdlniejsza przyczyne poznamy w rozdziale V, ze kazda
z hiperbol jest prostopadia do kazdej z elips. Prosta iR, obie poétproste i opisana rodzina
ramion hiperbol wypetniaja w sposob roztagczny cata ptaszczyzne, co wynika z ponizszego
zadania. (Mozna zamiast niego uzy¢ pierwszego z zadan z §1, jesli przedstawi¢ cos jako zto-
zenie joexpog, gdzie g(z) =iz 1 j(z) = %(2—%2*1).) To samo tyczy sie opisanej rodziny elips
i odcinka [—1, 1]. Dla kazdej z tych przyczyn, obrazem funkcji cos jest cala plaszczyzna C.

Zadanie. Dla danych liczb X,Y > 0 istnieje doktadnie jedna para liczb a,b > 0 takich, ze
a+b=11 X/a—-Y/b=1 (Wskazowka: rozwazy¢ funkcje a — X/a —Y/(1 —a). W
zastosowaniu, role X 1Y graja kwadraty wspotrzednych punktu ptaszczyzny.)

[IRYSUNKI] Zagubitem rysunki z 2004r, wiec odsytam do istniejacych teraz w sieci, np.
http://www.matematicasvisuales.com/english/html/complex/functions/cosine.html
http://math.stackexchange.com/questions/54713/complex-cosine-and-sine

Na rysunkach (gdy je wzbogaci¢) dostrzec mozna tez slady okresowosci funkeji exp i cos.
Ptaszczyzna C jest bowiem podzielona prostymi K., n € Z, na pasy

Vo={2€C:nm <Re(z) < (n+ )7}

Kazdy pas V,, jest przez funkcje f = cos przeprowadzany w sposob réznowartosciowy na

zbior | J{f(K,) :nm < x < (n+ 1)r}, rowny (C\ R)U (—1,1). (Korzystamy z (6b) oraz,

ponownie, z zadania i wezesniejszego opisu zbiorow f(K,).) Na sasiadujacych pasach V,,_y

i V), przeksztalcenie cos przeprowadza pary punktow, symetryczne wzgledem rozdzielajacej

pasy prostej K, na pary symetryczne wzgledem osi rzeczywistej, co wynika z 4b).
Podobnie, ptaszczyzna jest podzielona prostymi Lo, n € Z, na pasy

H,={z€C:2nm <Im(z) <2(n+ 1)7},

z ktorych kazdy jet przez funkcje exp przeprowadzany sg w sposob réznowartosciowy na
C\ [0,00)g. (Korzystamy z (6a).)

Jesli role paséw zamienié¢, to odnotujemy, ze funkcja exp nawija pasy V,, na pierscienie
e"m < |z] < et natomiast funkcja cos nawija pasy H, na zdeformowane pierscienie,
ograniczone parg elips. Uzycie stowa ,nawija’ wiaze sie z cyklicznoscig przeksztalcenia:
w obu bowiem przypadkach i dla dowolnych punktéow p,q jak zaznaczono na rysunkach,
domkniety prostokat o kolejnych wierzchotkach p, q, ¢+ d, p+ d, gdzie d jest okresem funkcji
cos czy exp, przeprowadzany jest na odpowiedni pierscieni-i to w analogiczny sposob, jak


http://www.matematicasvisuales.com/english/html/complex/functions/cosine.html
http:/ /math.stackexchange.com/questions/54713/complex-cosine-and-sine
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przylegajacy prostokat o wierzchotkach p,q,q —d i p — d. (Przypomnijmy, ze d = 27 gdy
f=cosid=2rigdy f=exp.)

Pytania. a) Czym jest obraz potptaszezyzny Im z > 0 przy funkcji cos?
b) Kiedy cos z € R? Kiedy cos(z) = 07
c) Jaki jest zbior wartosci funkeji tg := sin / cos?

Uwaga 1. Poniewaz sin(z) = cos(z — 7/2), wiec rysunki dla funkcji sin sa analogiczne, jak
dla funkcji cos. Co to oznacza jest kolejnym pytaniem. H

Uwaga 2. Z (6a) wynika, ze funkcja exp jest roznowartosciowa na podzbiorze ptaszczyzny,
przecinajacym kazda prosta pionows K, wzdtuz zbioru o Srednicy mniejszej niz 27w. Dla
przyktadu, jest ona réznowartosciowa na pasie [Im z — Re z| < 1. Czytelnik zechce zbadac,
czy funkcja cos jest na tym pasie roznowartosciowa.

Uwaga 3. * Zatem zdanie ,funkcja f jest réznowarto$ciowa na pewnym otoczeniu punktu z”
jest prawdziwe przy f = exp i dowolnym z € C, za$ przy f = cos jest ono prawdziwe wtedy
i tylko wtedy, gdy z ¢ wZ. (Wynika to z (6b).) Czytelnik zaznajomiony z pojeciem nakrycia
stwierdzi bez trudu (zwtaszcza gdy procz (6a) skorzysta z twierdzenia 1, ktore udowodnimy
w §8), ze funkcja exp : C — C )\ {0} jest nakryciem—jest to jej wazna wlasnos¢. Czy jest
nakryciem funkcja cosic\yz : C\ 7Z — C\ {—1,1}7 =

Uwaga 4. * Poniewaz cos = jo expog, gdzie j(z) := 3(2+2"!) i przeksztalcenie g(z) := iz
jest obrotem wokoét 0, wiec z porownania wtasnosci funkeji exp i cos wynika, ze j przepro-
wadza okregi |z| = r na elipsy, a potproste {tw : t > 0} na galezie hiperbol — jednak poza
przypadkami, gdy r = 1 lub w € {£1,£i}. (Dlaczego?) Bezposrednia analize funkcji
Zukowskiego j znalez¢ mozna w ksiazce Szabata.

Zadanie. a) Gdy f € {exp, cos,sin}, to | f(2)| < el dla z € C.

b) * Dla z = x + iy, gdzie z,y € R, zachodza réwnosci |sinz|? = sin’z + shy =
ch?y — cos® & oraz | cos z|> = sh®y + cos® ¢ = ch?y — sin® .
c¢)* Kazdy dysk o promieniu 7v/2 zawiera punkt z taki, ze cosz € Z. (Wskazowka:

cos Y(Z) D iA + 77 dla pewnego zbioru A C R takiego, ze dist(t, A) < 1Vt € R.)

Zadanie. Rozwazmy kwadrat o srodku w 0 i boku réwnolegtym do osi rzeczywistej. Dowiesé,
ze jesli dtugo$é 2N + 1 jego boku jest liczba nieparzysta, to na brzegu kwadratu funkcje
ctg(mz) i 1/sin(mwz) sa (co do modutu) ograniczone stata niezalezng od N.

B. Funkcje wymierne i sfera Riemanna. Niech co oznacza punkt nie nalezacy do
ptaszczyzny C i niech cY {oc}UC. Mozna C dogodnie zamieni¢ w przestrzen topologiczna,
homeomorficzng ze sfera. Jawny wzor na (pewna) metryke d, zadajaca topologie w @,
mozna uzyska¢ nastepujaco. Niech S = {(z,t) € C x R : |z]*> +#* = 1} bedzie sferg
jednostkowa w C x R = R3, niech n = (O¢, 1g) € S iniech F : S — C x {0g} oznacza rzut
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stereograficzny, tzn. F(p) jest punktem przeciecia prostej np z plaszcezyzng C x {Or} gdy
p € S\ {n}, zas punktem (00, Or) gdy p = n. Przyjmujemy

d(z1,2) = |F 1 (21,0) — F'(25,0)|| dla 21,2 € C, (*)

gdzie ||(z,t)|| = /|z]* + t? oznacza norme euklidesowa w R?* = C x R. Przestrzenn C
nazywana jest ptaszczyzng rozszerzong lub sferg Riemanna. 7 powyzsza metryka
sferyczna d, jest ona izometryczna ze sfera S: izometria jest rzut F'. Jest to wiec zwarta
przestrzen metryczna. Zbiezno$é w niej opisa¢ mozna tak: dla z, z1, 29, -+ € C zachodzi

zn— 2o [(z€C 1 |z, —2—0) lub (z=00 1 |2, — o0)]. (%)

Istotnie, gdy z # oo, to (**) wynika stad, Ze przeksztalcenia Fig\ () i (F|S\{n})_1 (pomiedzy
C i8S\ {n}) sa ciagle. A zZe z kazdego ciagu ograniczonego w C mozna wybra¢ podciag
zbiezny i sfera S jest zwarta, wiec pociaga to za soba (jak?) prawdziwosé (**) i dla z = oo,

Wartoéé F'71(2,0) nietrudno jest wyznaczy¢ i wzorowi (*) mozna nada¢ bardziej jawna
posta¢. Nie czynimy tego, bo w zadnej postaci wzor ten nie bedzie wykorzystany, zas
istotna bedzie tylko charakteryzacja (**). Oznacza ona, ze na C topologia przestrzeni C
jest identyczna z wyjsciowa i przestrzen C jest tzw. uzwarceniem jednopunktowym
(inaczej: Aleksandrowa) ptaszczyzny C. Odnotujmy jeszcze, ze kota w metryce d wokot
oo sg postaci {oo} U{z € C: |z| > R}, gdzie R > 0.

Z (**) wynika, ze gdy ay,b, € C i a,, — o0, to a,/b, — o0, a, b, — oo ib,/a, — 0
o ile ciag b, jest ograniczony. (Inaczej konkluzja moze by¢ fatszywa.)

Zadanie. Niech f 1 g beda niezerowymi wielomianami zespolonymi. Udowodnic¢, ze:

a) W C istnieje granica lim, ., f(2)/g(z), rowna 0 gdy deg(f) < deg(g), rowna oo gdy
deg(f) > deg(g), zas$ rowna ilorazowi wspotezynnikow kierunkowych obu wielomianow gdy
deg(f) = deg(g).

b) Gdy g¢(z0) =01 f(20) # 0, to lim,_,., f(2)/g(z) = o0 .

lloraz f/g dwoch wielomianow (g # 0) nazywamy funkcja wymierna; mozemy zakla-
da¢, ze f = 0 lub f i g nie maja pierwiastkow wspolnych. (Dlaczego?) Z zadania wynika
wiec, ze funkcje wymierna v mozemy traktowac jako ciggte przeksztatcenie sfery Riemanna C
w siebie, za$ z wlasnosci 1,2,3 w §2 — 7e jest ona holomorficzna w zbiorze otwartym C\u~1(0).
Mozna udowodnié¢ (co nie jest tatwe), ze tylko funkcje wymierne maja te wtasnosci.

Zadanie. Dowies¢, ze zadnej z funkcji exp, cos, sin nie mozna w sposob ciaglty przedtuzyé
na sfere Riemanna.

C. Homografie i antyhomografie. Homografie sa to funkcje wymierne zadane wzo-
rem

az +b a b

ha(z) = ot d gdzie A = (c d> i det(A) # 0. (7a)
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Wzor ten ma sens, gdy z nalezy do ptaszczyzny C naktutej w punkcie —‘—l (tzn. punkt
ten usuwamy). Mozna przestrzeni C nie nakluwac, lecz przeciwnie, rozszerzyc ja do sfery
(C zas ha przedhuzyc¢ do funkcji ciggtej C — (C ktora nadal wygodnie jest oznaczyé hy.
Wtedy, jak wyjasniono w punkcie B,

ha(—d/c) = 0o oraz hy(oco) =a/c (7b)

Homografie traktowac¢ bedziemy na ogot jako przeksztatcenia C— @, a nie z plaszczyzny
naktutej do C. Twierdzimy, ze dla nieosobliwych 2 x 2 macierzy zespolonych A, B ma wtedy
miejsce rOWNoOS¢e

hAB - hA @) hB (8)

Istotnie, poniewaz funkcje ciggle sa rowne, jesli sg réwne na zbiorze gestym, wiec rownosci
hap(z) = ha(hp(z)) wystarcza dowies¢ gdy kazdy z punktow z, hp(z), hap(z) jest rozny
od 0o — a wtedy otrzymujemy ja z (7a) przez tatwy rachunek.

Z (8) wynika, ze homografie tworza grupe przeksztalcen przestrzeni (Nj, przy czym od-
wrotnoscig homografii h4 jest homografia hy-1. Dla zaznajomionych z elementami geome-
trii rzutowej odnotujmy, ze mozna C traktowac jako model zespolonej prostej rzutowej, w
ktorym homografie graja role przeksztatcen rzutowych. (Wynika to stad, ze przeksztatcenie
rzutowe, ktore we wspotrzednych jednorodych ma postaé [(z1, 29)] — [(az1 +bzs, cz1 + dz9)],
we wspolrzednych niejednorodnych zapisuje sie wzorem z — (az + b)/(cz + d). Mozna tej
obserwacji uzy¢, by uzasadni¢ wzor (8).)

Oprocz homografii wyréznimy antyhomografie, tzn. nieholomorficzne przeksztatcenia
postaci h o s, gdzie h jest homografia, a s sprzezeniem: s(z) =z dla z € C i s(00) = 0.
Przeksztalceniem Mobiusa nazywacé bedziemy kazde przeksztalcenie C — @, bedace
homografia lub antyhomografig’} Przeksztalcenia te maja wiele interesujacych wlasnosci, z
ktorych niektore ujete sa w ponizszych zadaniach. Graja one istotna role w ,hiperboliczne;j
geometrii ptaszezyzny”. (Wspomnimy o niej w Dodatku 1 do §VIL.2.)

Zadania dotyczace przeksztalcen Mobiusa. (Pomijane sa polecenia ,dowie$¢” itp.)

1. a) Przeksztalcenia Mobiusa sa ciagle (jako przeksztatcenia z C do @)

b) Ztozenie homografii i antyhomografii (w dowolnej kolejnosci) jest antyhomografia, po-
dobnie jak odwrotnos¢ antyhomografii, a ztozenie dwoch antyhomografii jest homografia.
(Wskazowka: gdy f jest antyhomografia, to f = s o h, gdzie h jest homografia.)

b) Zadna homografia nie jest antyhomografia. (Wskazowka: wpierw rozpatrze¢ homogra-
fie identycznosciows. )

2. Kazde przeksztalcenie Mobiusa jest ztozeniem kilku przeksztatcen, wsrod ktorych
wystepuja tylko podobienistwa plaszezyzny (przedtuzone na C) i homografia z +— 1/z.

2U wiekszosci autoréw jednak ,przeksztatcenie Mobiusa” oznacza to samo, co ,homografia”.
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Definicja. Okregiem w C jest kazdy okrag w C i kazdy zbior postaci L U {oo}, gdzie L
jest prosta w C. Gdy z okregu w C usuniemy oo, otrzymamy okrag uogélniony w C.

3. a) Kazdy okrag uogélniony w R? = C mozna zadaé réwnaniem ka?+ky?+pr+qy+c =
0, gdzie k,p,q,c € R. Odwrotnie, niepusty zbiér zadany takim rownaniem jest okregiem
uogolnionym. Gdy k # 0, jaki jest jego promien i srodek?

b) Homografia h(z) = 1/z przeprowadza kazdy okrag w C na okrag w C.

¢) Przeksztalcenie Mobiusa przeprowadza okregi w C na okregi w C.

d) Kazdy okrag w C mozna homografia przeprowadzi¢ na R U {oo}.

Definicja. Dla przeksztatcenia f : C — C przyjmijmy Fix(f) «f {p € C: f(p) = p}.

4. a) Gdy h : C — C jest bijekcja, to Fix(h o f o h™t) = h(Fix(f)).

b) Homografia h4 ma pewien punkt staty, a jesli ma ich wiecej niz 2 to jest identycznoscia,
zas$ macierz A jest postaci AI (A € C).

¢) Gdy homografie h4 i hp w sa rowne w 3 punktach, to macierze A i B sa proporcjonalne
i hy = hp. (Wskazowka: przy B = I wynika to z b); wykorzystaé (8).)

d) Gdy h jest homografig i Fix(h) = {00}, to h(z) = z + b dla pewnego b € C \ {0}.

e) Gdy h jest homografiag i Fix(h) = {0, 00}, to h(z) = az dla pewnego a € C\ {0, 1}.

5. Symetrig wzgledem okregu T' C C nazywamy przeksztalcenie Mdbiusa sp, ktorego
T jest zbiorem punktow statych (tzn. T' = Fix(sr)). Dowiesé, ze symetria sy istnieje i jest
jedynaf] na nastepujacej drodze:

a) Gdy T = {oo} U{z € C : Imz = 0}, to za sp mozna przyjac¢ tylko odbicie z — Z
wzgledem osi T. Gdy zas T = {z : |z| = 1}, to z — 1/Z spelnia zadany warunek.

b) Gdy przeksztalcenie Mobiusa f przeprowadza okrag T na T i s9 jest symetria wzgle-
dem Ty, to f~! o sy0 f jest nig wzgledem Ty. Stad i z a) uzyskaé teze w oparciu o 3d).

¢)* Wywnioskowaé tez, ze gdy T = L U {oo}, gdzie L jest prosta, to sy jest symetria
ortogonalng wzgledem L; gdy zas T' = 0D(o, 1), to

2

sr(z) =0+ dla z € C\ {o}, sr(0) = 00 i sp(00) = 0. 9)

Z—0
(Tak wiec w ostatnim przypadku 2’ := sp(z) jest dla z € C\ {0} jedynym takim punktem
prostej 0z, ze |2/ —o||z —o| =1 i 0 ¢ [2,2].)

d) Dowies¢, ze st jest inwolucja, tzn. ztozZenie sy o sy jest identycznoscia.

Definicja. Punkty p, ¢ nazywamy symetrycznymi wzgledem okregu uogélnionego T, jesli
st(p) = q. Zbior X jest symetryczny wzgledem T, jesli sp(X) = X.

Uwaga 5. Zadanie 5b) oznacza, ze przeksztalcenie Mobiusa f przeprowadza pary punktow,
symetryczne wzgledem okregu T' C C, na pary symetryczne wzgledem okregu f(T).

3W geometrii, s nazywane jest inwersja wzgledem T, lecz w analizie zespolonej ten termin miewa inne znaczenie.
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6. a) Przeksztalcenie Mobiusa f przeprowadza dany okrag T'C C\ {f1(c0)} na okrag
o grednicy [f(a), f(b)], gdzie [a,b] to srednica okregu T, na przedtuzeniu ktorej lezy punkt
f~1(c0). (Srodek okregu f(T) na ogot nie jest obrazem, przy f, srodka okregu 7T'.)

b) Jaki jest odpowiednik czesci a), gdy f1(o0) € T?

7. Niech D ={z : |z| < 1} i II; = {2z : Im(2) > 0}.

a) Gdy homografia h przeprowadza I, na D, to h(z) = k(z —a)/(z — @), gdzie a € I
i |[k|] = 1. (Wskazowka: jesli h ma wymagana wlasnos¢ i a = h™1(0), to h(a) = oo na
podstawie uwagi 5. )

b) Gdy homografia h przeprowadza D na D, to h(z) = ki=%, gdzie a € D i |k| = 1.
(Wskazowka: jak wyzej, lecz tym razem h(1/a) = 00.)

¢) Odwrotnie, gdy homografia h jest opisana jednym z tych wzoréw, to spelnia warunek
h(Ily) = D czy h(D) = D, odpowiednio. (Wskazowka do przypadku, gdy wzor jest jak
w b): z zadania w §1 wynika, ze h(0D) = 0D i h(D) C D.)

d)* Jaka jest posta¢ homografii przeprowadzajacych 11, na 11,7

Uwaga 6. W oparciu o te zadania i wczeSniejsze wiadomos$ci mozna pewne obszary holo-
morficznie i réznowarto$ciowo przeksztatci¢ na dysk; patrz §VII.2.

8. Niech p1,p9,p3 1 q1, g2, q3 beda trojkami réznych liczb zespolonych. Wowcezas:

a) Istnieje jedyna homografia h taka, ze h(p;) = 0,h(p2) = oo i h(ps) = 1; jest nig
hz) = k(z = p1)/(z — p2), gdzie k = (ps — p2)/(ps — p1).

b) Istnieje jedyna homografia h taka, ze h(p;) = ¢; dla i = 1,2,3. (Wskazoéwka: h =
hy' o hy, gdzie hy i ho konstruuje sie w oparciu o a).)

¢) Gdy w jest obrazem danego punktu z przy powyzszej homografii h, to p3 —P2 2P —

p3—p1 Z—p2
B4 W (Wskazowka: ho o h = hy.)
3—q1 W—q2

i P3—P1 . Pa—DP1

czwoOrki punktow.
P3—p2 ~ Pa—p2

d)* Homografia zachowuje dwustosunek [p1, ps, p3, p4

9. a) Nazwijmy przeksztalcenia f, g : C—C homograficznie sprzezonymi, jesli g =
ho foh™! dla pewnej homografii h. Dowies¢, ze kazda homografia jest tak sprzezona badz z
przesunieciem, badz z przeksztatceniem, bedacym ztozeniem obrotu wokoét 0 i jednoktadnosci
o srodku w 0. (Wskazowka: 4 a),d),e) — lub tw. Jordana z GAL-u.)

b)* Wywnioskowaé, ze gdy homografia f ma jedyny punkt staly, to jest on granica obu
ciggow (f"(2)) 1 (f7"(2)), dla kazdego punktu z € C; gdy za$ f ma 2 punkty stale p, g,
to albo kazdy ciag (f"(z)), gdzie z & {p,q}, jest zbiezny i jego granica nie zalezy od z, i
tak samo jest z ciggami (f~"(z)), albo kazdy z tych ciagow jest rozbiezny. (Przez f™i f="
oznaczamy n-ta iteracje przeksztalcenia f i przeksztalcenia f~!, odpowiednio.)

10. Niech s1 i s9 oznaczajg symetrie wzgledem okregow 77 i T, odpowiednio. Dowiesé,
ze jedli funkcja f : U — C, gdzie zbior U C C jest otwarty, ma pochodng zespolona w
punkcie z i 51(2) # 00 # s2(f(s1(2))), to funkcja s3 0 f o 5115,y ma ja w punkcie s1(2).
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(Wskazowka: gdy 11 = To = RU {00} jest to czesé b) zadania z §3. W ogdlnym przypadku
skorzysta¢ z 3d) i uwagi 5.)

* Zadania, dotyczace rzutu stereograficznego i inwersji przestrzeni R3.

Definicja. * a) Przez inwersje przestrzeni R¥ U{oco}, o skali A € R\ {0} i srodku o € R¥,
rozumiemy przeksztalcenie okreslone wzorem

A

oz = o) din s € B\ fo) sfo) =o0is(oc) =0 (10

s(z) =0+
Powyzej, || || oznacza norme euklidesowa na przestrzeni R¥.

b) Niech S bedzie sfera w R3 o srodku w o, niech n € S i niech plaszczyzna II bedzie
prostopadta do prostej on i nie przechodzi przez n. Rzut stereograficzny sfery S na ITU{oo},
z bieguna n, definiujemy jak w B. Gdy rozpatrujemy go na S \ {n}, to méwimy o rzucie
stereograficznym sfery naklutej (w biegunie) na ptaszczyzne II.

11.* a) Inwersja przestrzeni R3 U {oo} przeprowadza sfery uogolnione (tzn. sfery i plasz-
czyzny z dotaczonym punktem oo) na sfery uogolnione.

b) Wywnioskowaé, Ze inwersja przeprowadza okregi uogélnione w R? U {oo} (tzn. proste
7z dotgczonym punktem {oo} i okregi w R3) na okregi uogélnione.

12.* Niech F' oznacza rzut stereograficzny sfery S na ptaszczyzne II, z bieguna n.

a) Obierzmy inwersje J o srodku n i takiej skali A, by punkt J(o0) byt spodkiem prosto-
padlym punktu n na II. Woéwczas Jig = F. (Wskazowka: zbior J(S5) jest plaszczyzng, bo
n € S. Dowies¢, ze J(S) = I i punkt J(z) spetia warunki definicji punktu F(z).)

b) Wywnioskowaé, ze F'i =1 przeprowadzajg okregi uogdlnione na okregi uogélnione.
(Oczywiscie, S zawiera tylko ,prawdziwe” okregi.)

7 Logarytmy i potegi liczb zespolonych.

Gdy e¥ = z, to w nazywamy logarytmem liczby zespolonej z i piszemy w = log(z).
Logarytmow liczby z # 0 jest nieskoniczenie wiele. Twierdzimy bowiem, ze

w = log(z) < (Re(w) =1In|z| i Im(w) = arg(z)). (11)

(Powyzej, In to logarytm naturalny liczby dodatniej.) Istotnie, gdy e**% = 2z, to e¥ = |z| i
y = arg(z/e”) = arg(z); patrz wzory (4) w p.6.

Logarytmy pozwalaja zdefiniowaé potegi 2° liczby zespolonej z o wyktadniku s bedacym
liczba niewymierng lub, ogdlniej, zespolona.

Definicja. Dla z,s € C, z ¢ {0,e}, oznaczamy przez z° kazda liczbe postaci e, gdzie
w = log(z). (Liczb tych jest na ogol nieskoriczenie wiele. Gdy z = e chcemy zachowaé
jednoznacznosé, stosujac wezesniejsza definicje e?; i stad warunek z # e.)



§L7 20

Zadanie. Dowies¢, ze gdy s € Z, to istnieje tylko jedna liczba 2%, 1 wyznaczy¢ ja. Ogodlnie;:
istnieje k liczb 2° gdy s jest utamkiem nieskracalnym o mianowniku k& > 0, za$ istnieje ich
nieskonczenie wiele gdy liczba s jest niewymierna.

Niejednoznacznosci logarytmu czy potegi mozna starac sie¢ zapobiec, wyrdzniajac wsrod
wszystkich logarytmow danej liczby ten, ktory w (11) odpowiada argumentowi gtéwnemu.
Logarytmem gléownym liczby z # 0 nazwiemy zatem liczbe

Log(z) := In|z| +1Arg(z) (12)

Wobec (6a), kazdy inny logarytm jest postaci Log(z)+2kmi, gdzie k € Z. Ogodlniej, mozemy
wybraé przedziat J C R, jak na poczatu str. 3, i przyja¢ Log;(z) :=In|z| +1Arg;(2).

Uwaga 1. Jak argument gtowny, tak i Log jest poprawnie okreslona funkcja z C\ {0} do C.
Jednak obie te funkcje, cho¢ ciagle na C \ [0, 00)g, to sa nieciaglte w kazdym punkcie zy €
(0,00)g. Scislej: jedli lim, z, = 2z € (0,00)r i f € {Arg, Log}, to granica w = lim,, f(z,)
istnieje gdy Im(z,) > 0 dla kazdego n (i wtedy w = f(z0)), a takze gdy Im(z,) < 0 dla
kazdego n (lecz wtedy w # f(29)). Podobnie, funkcja Log; jest poprawnie okreslona na
C \ {0}, lecz nieciggta (tylko) w punktach nalezacych do polprostej {tel” : t > 0}, gdzie ¢
jest poczatkiem przedziatu J. H

Uwaga 2. Niech P oznacza pas P = {z € C: 0 < Im(z) < 2r}. Z definicji i (4a) wynika,
ze gdy z € Piw e C\ [0,00)R, to

e* € C\ [0,00)r , Log(w) € P oraz Log(e*) =z, el =

Zatem obciecia, do P i do C\ [0, 00)g, funkeji exp i Log sa wzajemnie odwrotnymi ho-
meomorfizmami pomiedzy tymi zbiorami. W szczegolnosci, funkcja Log przeksztalca home-
omorficznie (i holomorficznie, czego dowiedziemy w nastepnym paragrafie) zbior C\ [0, 0o)g
na pas P, za$ poltptaszczyzne Imz > 0O na pas 0 < Im z < 7. ]

W zwigzku z uwaga 1 istotne staje sie pytanie, kiedy na danym zbiorze U C C zdefiniowaé
mozna ciagla funkcje h : U — C, spelniajaca dla z € U warunek h(z) = log z (odpowiednio:
Warunem = arg z czy h(z) = 2%, gdzie s € C jest ustalone). Funkcje taka, jesli istnieje,
nazwiemy galezia logarytmu (odp. argumentu czy s-tej potegi) na zbiorze U. Nieco
ogblniej, galezia logarytmu danej funkcji g : T — C\ {0} nazywamy funkcje ciagla
h :T — C taks, ze h(t) = log(g(t)) dla wszystkich ¢ € T, i analogicznie definiujemy gataz
argumentu i gataz s—tej potegi funkcji g.

Przyktad 1. a) Gdy [ jest galezig logarytmu funkcji g : T — C, to e jest galezig s-tej
potegi tej funkcji.

b) Funkcje Arg i Log (czy raczej: ich obciecia) sa galeziami argumentu i logarytmu,
odpowiednio, na zbiorze C \ [0,00)r. Ogolniej, gdy L = {te¥ : t > 0} jest dowolng
potprosta domknieta, wychodzaca z 0, to galezia argumentu na C\ L jest obciecie funkcji
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Arg;, dla J := [p, ¢ + 27), a galezia logarytmu — obciecie funkcji Log ;. W szczegolnosei,
galezie logarytmu i argumentu istnieja na kazdym dysku D C C\ {0} (bo D C C\ L, dla
pewnej takiej potprostej L). =

Cwiczenie.* Z zadania w §1 wiemy, ze funkcja u(z) = 3(z + 27') przeksztalca w sposob
roznowartosciowy zbior I = {z : Im(z) > 0} na (C\ R) U (—1,1)r. Wyrazi¢ (u, )"
jawnym wzorem i wyjasnié¢ jego poprawnosc i to, ze okresla on funkcje holomorficzna.

Stwierdzenie 1. Gdy dziedzina T funkcji g : T — C\ {0} jest zbiorem spdjnym, to
kazde dune gatezie argumentu tej funkcyi rozniqg sie o statq, bedgcq catkowitq wielokrotno$cig
liczby 2m. Podobnie, kazde dwie gatezie logarytmu funkcji g rozniq sie wtedy o catkowitq
wielokrotno$é liczby 2mi.

Dowéd. Roéznica hy—hy dwoch galezi argumentu funkeji g przyjmuje wartosci w dyskretnym
zbiorze 2n7Z. Poniewaz funkcja hy — hs jest ciggla na zbiorze spojnym T', wiec jest ona stalta.
To samo stosuje sie do galezi logarytmu (korzystamy z (6a)). O

Stwierdzenie 2. Przy zatozeniach stwierdzenia 1, gataZ logarytmu funkcy g istnieje wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje gata? argumentu tej funkcji. Scislej, na podstwie (11):

a) gdy | jest galezig logarytmu funkcji g, to Im(l) jest gatezig argumentu tej funkcji;

b) gdy o jest gatezig argumentu ciggtej funkcji g, to In|g| +io jest jej gatezig logarytmu.
(N) Podobnie, gdy f jest gatezig s—tej potegi funkcji g, to %f jest jej gatezig logarytmu. H

Latwo o przyktad zbioru, na ktorym gatezi logarytmu czy argumentu brak:

Przyktad 2. Na okregu S = {z € C : |z| = 1} nie istnieje galaZz argumentu (réwnowaznie:
logarytmu). Istotnie, jesli A jest galezia argumentu na S to, na podstawie stwierdzenia 1,
funkcja A — Arg jest stata na S\ {1}. Jest to niemozliwe, bo funkcja Arg nie ma granicy w
punkcie 1, zas funkcja A ma. ]

8 Galaz funkcji odwrotnej.
Na galaz logarytmu mozna tez spojrze¢ jako na gataz funkcji odwrotnej do funkcji exp.
Definicja. Gdy f : U — C jest funkcja, to gatezia funkcji f~! na zbiorze W C f(U)
nazywamy kazda funkcje ciagla g : W — C taka, ze f(g(w)) =w dlaw € W. [f
Twierdzenie 1. Niech f bedzie funkcjg analityczng w zbiorze otwartym U C C, niech
2o € U i niech f'(z9) # 0. Wowczas
a) Istnieje otoczenie D punktu zy takie, zZe fip : D — f(D) jest homeomorfizmem na
zbior otwarty f(D) C C. Na f(D) istnieje wicc gatqs funkcji f~1, przeprowadzajgca
punkt wg := f(zy) na 2.

b) Gdy g jest gatezig funkeji f~1, okreslong w otoczeniu punktu wy i spetniajgcq warunek

4W wigkszosci ksiazek przytoczonych na str. 1, termin ,galaz funkeji analitycznej” jest tez uzywany w innym znaczeniu.
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g(wy) = zp, to pochodna g'(wy) istnieje i jest réwna 1/f'(z9). Funkcja g jest wiec
holomorficzna w pewnym otoczeniu punktu wy.

Dowdd. a) Funkcja f jest analityczna (patrz wniosek w §5), wiec jest ciagta i rézna od
zera w pewnym otoczeniu Dy punktu zy. Tym samym dla z € Dy macierz pochodnej
rzeczywistej df(z) istnieje i jest nieosobliwa, a takze w sposob ciagly zalezy od z. (Korzy-
stamy z twierdzenia 1 w §2.) Stad na podstawie twierdzenia o funkcji odwrotnej (dla funkcji
dwoch zmiennych rzeczywistych) wynika istnienie otoczenia D C Dy punktu zy takiego, ze
fip : D — f(D) jest homeomorfizmem na zbiér otwarty. Szukang gatezig jest homeomorfizm
(fip)™': f(D) — D, odwrotny do fip.

b) Gdy w € dom(g) i 2 déf g(w) , to f(z2) = f(9(w)) = w, skad

g9(w) — g(wo) _ T ()

w — wo f(z) = f(20).
Z ciaglosci g wynika, ze z — zy gdy w — wy. A ze pochodna f’(zg) istnieje, wiec prawa
strona w () ma dla w — wy granice, rowna 1/ f'(zp). O

Wnhiosek 1. a) n—ta ochodna w punkcie wy # 0 gatezi logarytmu, okreslonej w otoczeniu
tego punktu, istnieje i jest rowna (—1)""(n — 1)!/w}.
b) n—ta pochodna g(”)(wo) gatezi s—tej potegi, okreslonej w otoczeniu punktu wy # 0,
g(wo)

istnicje i jest rowna, o2 H?;&(s — 7).

Dowédd. Niech [ bedzie badana galtezia logarytmu. Wykorzystujac cze$é b) twierdzenia,
przy f = exp, uzyskujemy wownosé I'(w) = 1/w dla w z wymienionego otoczenia. 7 drugiej
strony, g = e dla pewnej galezi logarytmu [, wicc ¢'(w) = ¥ sl'(w) = sg(w)/w. Stad
przez indukcje uzykujemy wzory na dalsze pochodne (™ i ¢(™). H
Przyktad. Niech zy € C\ {0}. Jak wiemy z przyktadu 1 w §7, na dysku D(z, |z9|) mozna
okresli¢ gataz logarytmu [. By rozwinaé¢ funkcje z — (2 + 29) na dysku D := D(0, |zo]|)
zauwazmy, ze jej pochodna jest 1/(z+zy) = %(1—z/zo+(z/zo)2— (2/20)3...)./(_\f\fykorzysta—
lismy to, ze 1/(1+¢q) =1—q+¢*... gdy |¢| < 1.) Réwniez funkcja > 7, (_17)1

te sama pochodna, patrz przyktad w §4. Wynika stad, ze I(z + z0) = 1(z0) + >,

(z/29)" ma
(="t N
nzgy

dla z € D, czy rownowaznie 1(z) = I(z0) + Yoy (_1)2_1(2 — 2p)" dla z € D(zo,]|20]). W

nzy

szczegolnosei, gdy zp = 11 gataz | = Log wybrano tak, by Log(l) = 0, to Log(z) =
P (717);7 (z—1)"dlaz e D(1,1). =

n=1
Uwaga 1. * Twierdzenie 1 niesie i gltebsze przestanie. Skoro bowiem funkcja analityczna
f wyznaczaé moze wiele gatezi funkcji f~!, to naturalne jest chcie¢ wszystkie je traktowac
tacznie, jako samodzielny obiekt. Jest to wazna przyczyna wprowadzenia ,wieloznacznych”
czy ,,ogolnych” funkcji analitycznych, obecnych we wielu podrecznikach. Tu jednak funkcji
takich nie bedziemy rozpatrywaé i zaktadamy zawsze jednoznaczo$é funkcji.
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II CALKA FUNKCJI HOLOMORFICZNEJ WZDLUZ DROGI

1 Wstepne definicje

Definicja. Niech funkcja zespolona ¢ bedzie zdefiniowana, ograniczona i ciagta na odcinku

[a, b], z ktorego usunieto by¢ moze skonczenie wiele punktow. Przyjmujemy wtedy:

b b b

/gp(t) dt déf/Rego(t) dt+i/1mgo(t) dt. (1)

(Po prawej bierzemy catki Riemanna funkcji rzeczywistych.)
Jesli funkcje ¢, 1, o maja wymienione wtasnosci, to

/ (1(t) + (1)) dt = / o1(t) dt + / oa(t) dt )

b b
/zgo(t) dt = z/go(t) dt dla z e C (3)

a

' / o) dt\ < / (1) i @)

b
By dowiesé (4) obierzmy taka liczbe z o module 1, ze z [ ¢(t) dt € [0, 00)g. Zastapienie
a
w (4) funkcji ¢ przez zp nie zmieni na mocy (3) wartosci zadnej ze stron i sprowadzi dowdd

b b
do przypadku, gdy [ ¢(t) dt € [0,00)r. Wtedy jednak wynika on stad, ze | [ p(t) dt| =
b

Re(f o(t) dt) = [ Re(p(t) dt < J |o(t)] .

a
Definicja. a) Sciezka nazywamy funkcje ciagla 7 : [a,b] — C, gdzie a,b € Ria < b. Zbior
im(y) ) v([a, b]) to obraz lub nodnik sciezki 7, oznaczany przez v*. Za Saksem i Zygmun-
dem, v(a) i v(b) nazywamy krancami $ciezki v, przy czym v(a) nazywamy jej poczatkiem,
a v(b) — koncem. Gdy ~v(a) = v(b), méwimy o Sciezce zamknietej lub petli.

b) Sciezka 7 : [a,b] — C jest gltadka, gdy jej pochodna w kazdym punkcie t € [a, ]
jest rézna od zera i w sposob ciagly zalezy od t. (W punktach a,b rozwazamy pochodne
jednostronne.) Sciezke v nazwiemy drogq jesli jest kawatkami gtadka, tzn. istnieja punkty
a=ty<...<t,=0takie, ze kazda ze Sciezek v, , s, jest gtadka.

5w wielu podrecznikach, nazw ,droga” i ,§ciezka” uzywa sie wymiennie.
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¢) Gdy v : [a,b] — C jest droga, zas$ f : v([a,b]) — C jest funkcja ciagta, to

b
/f@dﬂ?/ﬂwmvmw

(Funkcja ¢ := f(v(t))7'(t) spetnia warunki poczatkowej definicji — dlaczego?) Zamiast
f7 f(z)dz piszemy tez f7 f gdy jest jasne, jaka jest zmienna catkowania. ﬂ

Przyktad. Niech v,.(t) = rel dla t € [0,27]. Wowcezas f7 fo Lirel'dt = 2ri.

,rlt

Stwierdzenie 1. Niech 7y : [a,b] — C bedzie drogq, a 1 : [/, V] — [a,b] kawatkami gtadkim
homeomorfizmem. Wowczas dla kazdej funkcji ciggtej f - im(y) — C ma miejsce réwnosé

[ f= :I:ff gdzie znak jest dodatni gdy homeomorﬁzm T jest rosnqcy, zas ujemny gdy
ot

jest male]@cy

Dowé6d. Oczywiscie,

b’ 4
/&uﬁu:/7wOﬂmwoﬂﬁnﬂ:/fwww»ﬂﬂmHmdt

b
Podstawienie 7(t) = s pokazuje, ze ostatnia calka jest rowna £ [ f(v(s))7/(s)ds (znak taki,

a
b

jak wyzej). Pozostaje skorzystac z tego, ze [ f(v(s))7'(s)ds = [ f(z) dz. ]

Uwaga 1. Uzyteczne jest takie oszacowanie: gdy 7 : [a,b] — C jest droga i f jest funkcja
ciagla na im(7), to

b
. de . de
V4<Mﬂ%gMﬂM4$mﬁ@Mﬂw4/WWﬁ- ®
; z€im(7) /
b b
Wynika ono stad, 7e [ f] < [ 17 ()0 dt < M- ([ ()] o). a
Y a a

Powyzsza liczbe ¢() nazywamy dlugoscia drogi . Jak w stwierdzeniu 1 sprawdza sie,
ze £(y) = (v o 7) dla kazdego homeomorfizmu kawatkami gtadkiego 7 : [a, V'] — [a, b].

6Ten skrot zwicksza przejrzysto$é zapisu catki, lecz ma swa wade: ukrywa to, ze w istocie catkujemy nie funkcje, a forme
f(2)dz. Nie definiujemy tu nawet pojecia formy roézniczkowej, a przed Czytelnikami zaznajomionymi z nim usprawiedliwiamy
przyjety zapis umowsa, by w wyrazeniu fv f utozsamiaé funkcje f z formg f(z)dz
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Wniosek 1. Gdy ciag funkcjyi ciggtych f, : U — C jest niemal jednostajnie zbiezny do
funkeji f: U — C, to fv fn — fvf dla kazdej drogi v w U.

Dowodd. Ustalmy droge . Zbior K = im(7) jest zwarty, jako ciagly obraz odcinka. Zatem
|f7 fn — fvf‘ < I fn — fllx — 0, na podstawie zadania z §1.3 i uwagi 1. O

Definicja. a) Gdy v : [a,b] — C jest Sciezka, to przez —v oznaczamy Sciezke

(—)(t) =~v(a+b—1t), te]a,bl.

b) Gdy sciezki A : [a,0] — C i p : [¢,d] — C spemhiaja warunek \(b) = u(c), to przez
A# . oznaczamy Sciezke [—1,1] — C, zdefiniowang wzorem

At(b—a)+0b gdy t € |—1,0],
() = MO D .

p(t(d—c)+c)  egdyte]|0,1].
Wnhniosek 2. Gdy droga A\ jest okreslona oraz funkcje f i g sqg ciggte na im(\) i na
im(\) Uim(u), odpowiednio, to

[f—[f, [o=[a+ ]

A A %

Dowé6d. Wynika to ze stwierdzenia. [

Podkreslmy, ze obie nazwy ,Sciezka” i ,droga”’ sa mylace: nie oznaczaja one bowiem
Y 77 WY
podzbioru ptaszczyzny, lecz cos, co potocznie nazwalibyémy ,harmonogramem przejazdu’.
W szcezegblnosed, ,drogi” (jak zostata przez nas zdefinowana) nie mozemy, w odrdéznieniu
)

od jej obrazu, narysowa¢ na ptlaszczyznie. Naszym celem jest zdefiniowanie ,konturéw”, o
ktorych niezbedng informacje mozna przekazaé rysunkiem.

Definicja. a) Lukiem kawalkami gladkim nazywamy obraz réznowartosciowej drogi.
Gdy droga jest gtadka, tuk tez nazwiemy gtadkim. fuk jest zorientowany, gdy jeden jego
kraniec nazwano poczatkiem, a drugi koricem. Jego parametryzacja (jest ich wiele)
nazwiemy réznowartosciowa droge, ktorej jest obrazem i ktéra ma ten sam poczatek, co on.

b) Konturem nazwiemy taki ciag A = (Lq,..., L,) zorientowanych tukow kawatkami
gtadkich, ze koniec L; jest poczatkiem L;i;, dla j = 1,...,n — 1. Parametryzacja tego
konturu jest kazda droga A : [a,b] — C taka, ze dla pewnych ) = a < t;... < t, = bi
J=1,...,n, droga Aj;,_, ;) jest parametryzacja tuku L;. Poczatek tuku L, i koniec tuku Ly,
nazywamy, odpowiednio, poczatkiem i koncem konturu A. Kontur jest zamkniety, gdy
jego poczatek jest rowny koncowi. Kontur Jordana to kontur zamkniety, ktérego pewna
parametryzacja A : [a,b] — C jest roznowartosciowa na [a,b) i na (a, b].

Zauwazmy, ze niezalezne od wyboru parametryzacji A konturu A sa:
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e obraz \* tej parametryzacji, ktory oznaczymy A*, oraz

e catka fA f danej funkcji ciaglej f : A* — C, ktora to catke oznaczymy [, f.
Nazywamy je no$nikiem konturu A i calka funkcji f wzdluz konturu A, odpowiednio.
(Niezaleznosci wystarczy dowiesé dla tukow gtadkich, a wtedy jest ona oczywista lub wynika
ze stwierdzenia 1.)

Okazuje sie, ze kazda droga A : [a,b] — C wyznacza pewien kontur, tzn. mozna [a, b]
podzieli¢ na odcinki punktami a =ty < --- < t,, = b tak, by droga A byta ré6znowartosciowa
na [t;_1,t;], dlai =1, ...,n. Mozliwos¢ ta tatwo wynika z zadania 4* — z ktorego jednak nigdy
nie skorzystamy, bo podziatl bedzie dany warunkami rozwazanych zagadnien. Catke wzdtuz
dowolnej drogi mozemy wiec wyrazi¢ jako catke po pewnym konturze (Lj)?zl i przedstawic
rysunkiem, na ktorym kazdy ze zbiorow L opatrzono strzateczkami, wskazujacymi kierunek
wzrostu parametru t € [a, b].

Na koniec zuwazmy, ze informacje o catkowaniu wzdtuz konturu Jordana A mozemy
przekazaé, wskazujac tylko zbior A* i orientacje dowolnego tuku L* C A*, zgodna z orientacja
konturu A. (Co to znaczy?) Istotnie, gdy tuk K* := A*\ L* zorientujemy w oczywisty sposob
(poczatki tukow K i L majg by¢ rozne), to uzyskamy tozsamosé [, f = [, f+[; f dla kazdej
funkcji ciagtej f: A* — C.

Przyktad. a) Niech 21, 29, ..., 2, € C. Przez [z1, 25| oznaczymy droge [0,1] 5 ¢ +— tzo+ (1 —
t)z1, a takze jej obraz. Ogolniej, przez (21, ..., 2,] oznaczymy tak kontur ([21, 29], ..., [2n_1, 2n)),
jak i jego nosnik; i jedno, i drugie nazywamy tamang o kolejnych wierzchotkach z1, ..., z,.
Oczywiscie, catka po tej tamanej jest rowna sumie catek po [2;, zi41].

b) W szczegolnosei, gdy A jest trojkatem (tzn. A = {t1a+tob+tsc : ty,ta,t3 > 01 t1+ta+
ts = 1} dla pewnych a, b, ¢ € C), to przez A oznaczymy tamang [a, b, ¢, a], gdzie wierzchotki
a, b, c sa wziete w takiej kolejnosci, by obieg brzegu 0A byt ,przeciwny do ruchu wskazowek
zegara”. Definicja ta ma sens poza przypadkiem, gdy trojkat A jest zdegenerowany (tzn. jego
wierzchotki leza na prostej)—a wtedy kolejnos¢é wierzchotkéw obieramy dowolnie. Opisana
orientacje petli A nazywamy dodatnig.

¢) Przez brzeg dysku D = D(zy,r) rozumiemy krzywa Jordana 0D = {z : |z — z| = 7}
zorientowang tak, by jej obieg byt przeciwny do ruchu wskazéwek zegara. Orientacja ta jest

27
zgodna z parametryzacja [0,27] 3 t — zy + re'’, wobec czego [ f = [ f(z0 + re)ire’ dt.
oD 0

W szczegolnosei, [ 1dz = 2ri.
oD
d) Nalezy jednak wyjasni¢, kiedy to orientacja A czy 9D jest dodatnia, czyli ,wyznacza

obieg, przeciwny do ruchu wskazowek zegara”. W obu przypadkach, gdy X = A i X = D,
obierzmy we wnetrzu zbioru X punkt p. Zadana orientacje wyznacza kazdy tuk K C 0X,
ktorego poczatkiem jest punkt przeciecia X z potprostg Im z = Imp, Re z > Rep, i ktory
lezy w polptaszezyznie Im z > Im p. ]
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Uwaga 2. Dociekliwy czytelnik zauwazy, ze uzasadnienia wymaga niezaleznos$¢ ostatniej
definicji od wyboru punktu p € X. Mozliwos¢ zgodnego wyrdznienia dodatniej orienta-
cji krzywych Jordana jest do$¢ subtelna wlasnoscia ptaszczyzny C. Wtasnos$é te maja tez
niektore inne powierzchnie, w tym sfera; jednak wstega Mobiusa jej nie ma, podobnie jak
ptaszczyzna rzutowa czy butelka Kleina. W §VIIL.7 * opisujemy, czym jest orientacja dowol-
nych krzywych Jordana w C. H

Zadania:

1. Niech funkcja f : U — C bedzie ciggta. Dowies¢, ze dla kazdego n > 2 funkcja,
przyporzadkowujaca ciaggowi (z;)", catke funkcji f po tamanej [21,...,2,], jest ciaglta na
przestrzeni {(z1,...,2,) € C": [z1,...,2,) C U}. (Wskazowka: przyjac¢ wpierw n = 2.)

2.* Niech zbiory U, W C C beda otwarte, za$ [a, b] bedzie przedziatem w R.

b
i) Dowiesé, ze gdy funkcja b : U X [a,b] — C jest ciagla, to U 3 z — [ h(z,t)dt tez.

ii) Dowies¢, ze gdy v : [a,b] — W jest droga, zas funkcja f : U x W — C ma w kaz-
dym punkcie (zg,wy) € U x W pochodng czastkowa %(zo,wo), zalezna w sposob ciggly

od pary (zp,wp), to funkcja F(z) = f7 f(z,w)dw jest holomorficzna w U oraz F'(zy) =
i %(zo,w) dw dla zp € U. (Wskazowka: zastosowaé i) do funkeji h(z,t) = g(z,v(t))¥'(t),

gdzie g(2,w) = (f(z,w) = f(20,w))/ (2 = 20) gdy 2 # 2 i g(20,w) = G (20,w).)

Uwaga: Mozna dowiesé, ze jesli funkcja 3—1; jest okreslona na U x W, to jest ciagla.

3*. Dla funkcji f : U — C i drogi 7 : [a,b] — U, gdzie zbiér U jest otwarty w C = R?,

przyjmijmy [ f(z,y)(dz +idy)= [ (u(z,y)dz — v(z,y)dy) + i [ (u(z,y)dy + v(z, y)dz),
gdzie u = Re f,v = Im f i calki po prawej stronie rozumiemy zgodnie z definicjami z AM II.

(Zaktadamy, ze funkcje u i v sa klasy C'.) Dowies¢, ze [ f(z) dz = f,y f(z,y)(dz + idy).
o

4*. Niech punkt zg i odcinek [p, ¢] leza w zbiorze U, w ktorym analityczna jest funkcja f.

a) Dowiesc, ze [f(p) — f(q)| < |p— gl sup.ep, |/ (2] oraz | f(p) — f(q) — f'(z0)(p —q)| <
[P —qlsup,epp g f'(2) = f'(20)]. (Wskazowka: uwaga 1, zastosowana do f; druga nier6wnosé
wynika z pierwszej, odniesionej do funkcji z — f(2) — f'(20)(z — 20).)

b) Wywnioskowac, ze | f(p) — f(q)] = |p — q|(1f'(20)] = sup.cppqlf'(2) — f'(20)])-

¢) Dowies¢ podobnie, ze gdy f zastapi¢ przez funkcje v : [a,b] — C, rézniczkowalna
w sposob ciagly, to a) i b) pozostaja stuszne dla p,q, zy € [a,b]. Wywnioskowaé, ze jesli
ponadto +/(t) # 0Vt € [a,b], to dla pewnego 6 > 0 funkcja v jest roznowartosciowa na
kazdym przedziale [t1,t2] C [a,b] takim, ze to — t; < 4.
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2 Calka po drodze a funkcja pierwotna

Definicja. Niech F| f : U — C. Powiemy, ze F' jest funkcja pierwotna funkcji f, jesli w
kazdym punkcie z € U pochodna F’(z) istnieje i jest rowna f(z).

Stwierdzenie 1. Gdy F' jest funkcjq pierwotng funkcji ciggtej f : U — C, to

/f = F(y(b)) — F(v(a)) dla kazdej drogi vy : [a,b] — U.

Dowod. [ f = | F(x()y/ () dt = | (For)(t) dt = (Fox)(b) — (Fo)(a). g

Przyktad. Gdy funkcja f jest wielomianem, to ma ona w C funkcje pierwotng, wobec czego
f7 f = 0 dla dowolnej drogi zamknietej v w C. Przy C zastapionym przez C \ {0} jest tak

idla f(z) = 1/2" i n > 2, z tym samym uzasadnieniem. Natomiast f7 ldz = 27i dla

v = 0D(0, 1), wobec czego funkcja 1/2z nie ma w C \ {0} funkcji pierwotne;. O
T
Cwiczenie. a) Dowiesé, 7e [ e®?dz = (e*T—1)/w iuzyskaé stad wzory na [ e cos(bx)dx
[0,T]

T
i [e*sin(br)dz, dlaa,beR i we C\ {0}

0
b) Udowodnié, ze gdy f jest funkcja holomorficzng w otoczeniu okregu |z| = 1 i majaca
w tym otoczeniu funkcje pierwotna, to |f(z) — 1/z| > 1 dla pewnego z.

Twierdzenie 1. Niech U bedzie zbiorem otwartym w C 1 niech funkcja f : U — C bedzie
ciggta. Wowczas rownowazne sq warunki:
a) Istnieje funkcja pierwotna funkcji f,
b) [ f =0 dla kazdej zamknictej drogi v w U.
gl

Uwaga 1. Nietrudno zauwazy¢, ze warunek b) jest rownowazny nastepujacemu:
V') Dla kazdej drogi 7 : [a,b] — U, catka [ f zalezy tylko od v(a) 1 v(b).
g

W dowodzie twierdzenia wykorzystamy zadanie, omawiane na zajeciach z Topologii:

Zadanie. Sktadowa zbioru otwartego U C C jest zbiorem otwartym, i kazde dwa jej punkty
mozna potaczy¢ tamang, lezacag w U.

Dowdd twierdzenia. Implikacja a)=b) wynika ze stwierdzenia [I, bo v(a) = ~(b).
Przypusémy teraz, ze zachodzi b); skonstruujemy funkcje pierwotna F' funkcji f. Mozemy
zaktadac, ze zbior U jest spojny (bo skoro jego sktadowe sa otwarte w C, to F' wystarczy
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zbudowaé na kazdej z nich). Ustalmy zg € U. Z zadania wynika, ze kazdemu punktowi z € U

mozemy przyporzadkowaé droge 7, : [0,1] — U, taczaca zg z z. Przyjmujemy F'(z def f f
dla z € U. Tak wiec

= /f dla z € U, przy czym 71,(0) =z i 7.(1) = z.

V=

Udowodnimy, ze F'(z) = f(z) dla z € U. W tym celu ustalmy z i zauwazmy, ze liczba
r:=dist(z,C \ U) jest dodatnia, zas dla u € D(z,r) zachodzi [z,u] C D(z,r) C U oraz

nm—m@:/f *)

Rownosé ta wynika stad, ze droga A o V.72, u]#(—,) jest zamknieta, skad wobec b):

0_/f /f+/f /f P /f Flu (4

Dalej, f f= fo fz+t(u—2))(u—z)dt, wiec z (* )mamy W-F(z fo u(t)dt, gdzie

pult) = f(Z+t(u 2)). Aze|lpu—f(z )H = Suszzu /()= f(Z)l i [z,u] C D(z|z—ul),
to z ciaglosci funkcji f wynika, ze lim,,_,, 2W=£) fo f(z)dt = f(z). ]
Podobne jest nastepujace

Twierdzenie 2. Niech otwarty zbior U C C bedzie gwiazdzisty, tzn. niech istnieje punkt
29 € U taki, ze |zo,2] C U dla z € U. Jesli ciggta funkcja f : U — C spetnia warunek

/f =0 dla dowolnego trojkgta A\ C U, (5)
[5JAN

to f ma funkcje prerwotng.

Dowod. Dla z € U przyjmijmy v, = [z0,2] oraz F(z) = [ f. Z zalozenia, droga 7,
Ve
przyjmuje wartosci w U. Ponadto powyzszy dowdd rownosci F'(z) = f(z) pozostaje stuszny,

bo z (5) wynika prawdziwosé (F¥)) 1 w konsekwencji prawdziwosé (). H

Uwaga 2. Warunek b) twierdzenia 1 jest rownowazny temu, by catka f7 f zalezata tylko od
kraicow y(a),y(b) drogi v : [a,b] — C. Wynika to stad, ze gdy drogi 1,7, maja wspolne
krance, to droga vy, #(—"2) jest zamknieta. =
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Istnienie funkcji pierwotnej danej funkcji holomorficznej wiaze sie z nastepujacym zagad-
nieniem. Niech G bedzie obszarem w C, a funkcja v : G — R bedzie harmoniczna. Pytamy:
kiedy istnieje funkcja holomorficzna f : G — C, ktorej u jest czedcia rzeczywista?

Twierdzenie 3. Jesli funkcja taka istnieje, to jest ona funkcjqg pierwotng funkcyp g =
u, — iuy,. Odwrotnie, jesli f' = g, to Re f rdzini sie od u o stalq.

Dowédd. Jesli u = Re f, to f/ = g, patrz uwaga 1 w §1.2. Odwrotnie, jesli f/ = g i przyjacé
w := Re f, to otrzymamy f' = w, —iw, i f’ = u, —iu,. To daje w, = u, i wy, = uy, a
zatem w — u = const. H

3 Lemat Goursata i istnienie funkcji pierwotnej na dysku

Twierdzenie 1 (Lemat Goursata). Gdy funkcja f jest holomorficzna w zbiorze U, to

/f =0 dla kazdego trojkgta N C U. (6)

Dowo6d. Podzielmy dany trojkat A jak na rysunku, potowigc kazdy jego bok. Wowczas:
/f [i+ [+ [+ ][0
8A/ aA// 8A/// 8AHN

[stnieje zatem trojkat Ay € {A, A", A" A"} taki, ze

1
> — .
ERE
0\ OJAN
Boki tego trojkata sa rowne A/2, B/2,C/2, gdzie A, B, C' to boki trojkata A, wiec
1 1
L(0L) = 56(8&), diam(A;) = §diam(A)

Gdy znamy trojkat A;, to dzielimy go w analogiczny sposob, otrzymujac indukcyjnie trojkaty
ADAl DAQD...takie, 7e

LoN;) = %5(8A), diam(A;) = %diam(&) (p)

oraz

> 5 /f‘ (a)
oN
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Poniewaz diam A; — 01 Ay D Ay D ..., wiec na podstawie twierdzenia Cantora istnieje
punkt p € 2, A
Z istnienia pochodnej f'(p) wynika, ze f = g + r, gdzie

rz) — 0. (r)

Z—p z-p

9(z) = f(p) + f'(p)(z —p) i

Poniewaz f = g + r, wiec dla kazdego i > 1,
TENVER]
OJAN;

Ale [ g =0, bo wielomian g ma oczywiscie funkcje pierwotna. Ponadto r(p) = 0, zas dla
OJAN;

z € A\ {p} mamy |r(z)| = L&z — p| < & qiam(A;). Zatem, na mocy (a1 (8,

|z—p = |z—pl
[i]<s

oA 0N

r| <

/ g\ 0O sup [r(2)] )

ZGaAl

2€0N;,24p \Z - p\

von (s PO o,
ZféM(@Az)( p )d (1)

Stad wobec (p]) otrzymujemy:

o1 1
/f| <4 =l(A) - = diam(A) - sup Ir(2)l : 0,
38y 05 e e
oA
gdzie zbieznosé wynika z (i) i (p). Tak wige [ f =0. O
oA

Z lematu Goursata i twierdzenia 2 z §2 wynika

Whniosek 1. Funkcja, holomorficzna w danym dysku, ma w nim funkcje pierwotng.

4 Twierdzenie Cauchy’ego o réwnosci calek (wersja homotopijna)

Ponizsze twierdzenie jest centralne dla tego wyktadu:

Twierdzenie 1 (Cauchy’ego o rownosci catek). Gdy kawatkami gtadkie petle N, u sq homo-
topigne w zbiorze U C C, to

/f = /f dla kazdej funkeji f € H(U).
A 1
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Przypomnijmy, co oznacza (znana z wyktadu z topologii) homotopijnosé¢ dwoch petli.

Definicje. a) Powiemy, ze petle A, i sa w zbiorze U swobodnie homotopijne, jesli istnieje
rodzina petli (v, : [a,b] — U)secp] taka, ze v = A, y1 = p i rownosé

[(s,t) =7(t) dla (s,t) €[0,1] X [a,b] (N

wyznacza ciagte przeksztatcenie I' : [0, 1] X [a,b] — U.

b) O rodzinie powyzszej (a takze o odpowiadajacej jej funkeji I') powiemy, ze jest swo-
bodna homotopia petli, taczaca petle A i pu w zbiorze U. Stowa ,swobodng” i ,swobodnie”
bedziemy na ogo6l opuszezaé —odnosza sie ono do tego, ze nie zadamy, by punkt v4(a) = v4(b)
byt staty (tzn., by nie zalezat od s).

Uwaga 1. a) Homotopia petli (75)sejo,1), taczaca A z pu, jest wiee rodzing petli indeksowanych
parametrem s € [0, 1] (interpretowanym jako czas); przy tym chwili s = 0 odpowiada jedna
z petli A\, p1, zag s = 1 ~druga. Zada sie, by zaleznosé¢ petli v, od czasu s byla ciagta przez
co rozumiemy ciggtosé funkeji (s, t) — ~,(t), oznaczonej wyzej przez L.

b) Poniewaz 79 = A\, 71 = p oraz v5(a) = v,(b) dla s € [0, 1] (bo ~, jest petlal), wiec

[(0,t) = A(t) i ['(1,t) = u(t) Vt € [a,b], oraz I'(s,a) =T'(s,b) Vs € [0, 1]. (M

To, ze homotopia petli taczaca A z p nazywana jest i rodzina petli (7s)scp,1], 1 spetniajaca
warunki (1) funkcja ciagta I' : [0,1] x [a,b] — C, ttumaczy si¢ tym, ze wzor (!) pozwala
zarowno wyznaczy¢ [', gdy znamy rodzine (7s), jak i te rodzine, gdy znamy I

Dowod twierdzenia Cauchy’ego. Ustalmy zbior U i funkcje f € H(U). Mozemy zaktadac,

ze U jest zbiorem otwartym. (Inaczej przedtuzymy f do pewnej funkeji f €c H (ﬁ ), gdzie
UccC jest zbiorem otwartym, i zastapimy U przez U , zas f przez f)

Z zalozenia, istnieje funkcja ciagta I' : [0, 1] x [a, b] — U speliajaca warunki (!!). Ponie-
waz prostokat [0, 1] x [a, b] jest zwarty, wiec funkcja ta jest jednostajnie ciagla, a jej obraz
im(I") = ['([0, 1] x [a, b]) jest zwarty. Wynika stad, ze liczba

e dist(im(1),C\ U)
jest dodatnia, oraz istnieje liczba 6 > 0 taka, ze
max(|s — |, [t —t'|) < d = |[['(s,t) —T(s,t')| <e.

Podzielmy prostokat [0,1] x [a,b] odcinkami {s;} % [a,b] i [0,1] x {t;}, ¢ = 0,...,n, na
prostokaciki o $rednicy < . (Zaktadamy, ze sy =0, s, = 1, ty = a, t, = b.) Niech

pij = T(si, 1))
i rozwazmy nastepujace tamane (sa one zamkniete, bo p;o = pi, ze wzgledu na (2)):

Li = [pio,pit, -, pin] 1 Cij = [Dij, Pij+1: Dit1,j+1, Pit1.5> Dij)-
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Wizystkie wierzchotki tamanej Cj; leza w dysku D(p;;,¢) C U. Cala tamana Cj; lezy wiec

w tym dyskui [ f =0, na mocy wniosku w §3 i twierdzenia 1 w §2. Dodajmy te réwnosci
Cij
przy i ustalonym, lecz j przebiegajacym 0, ..., n — 1; otrzymamy zaleznosci (patrz rysunek)

/Lif—/LMf:O dla i=0,...,n—1 *)

[ f. Twierdzimy, ze podobnie
Ly,

/Af: [ o /uf:/Lnf (%)

Istotnie, tym razem petla A

Tak wige [ f=---
Lo

4,017 [P0j+ 1, Poj] Przebiega w dysku D(poj, ) C U, skad catka
funkeji f po niej jest rowna zeru. Calki po A, 4,1 po [P0j, Po.j+1] sa wiec réwne i po dodaniu
tych n rownosci otrzymujemy pierwsza zaleznosé w (**). Dowod drugiej jest analogiczny.

Z (**)irownosci [ f= [ f wynika, ze [ f= [ f. O
Lo Ly A U

D(i+1);5

Uwaga 2. * Postawmy pytanie, czy twierdzenie Cauchy’ego pozostaje stuszne dla drog A, u,
ktore niekoniecznie sg petlami. OdpowiedZ jest negatywna, gdy przez homotopijnosé tych
drog w zbiorze U rozumie¢ jedynie istnienie rodziny Sciezek (vs : [a, b] — U)gepo1), takiej, ze
Yo = A\, 71 = p i funkcja I'(s, t) := 7,(t) jest ciagta. Jesli jednak zadaé¢ ponadto, by homo-
topia (7,) miata state krarice, tzn. by vs(c) = 1(c) dla ¢ = a,b i s € [0, 1], to odpowiedz
jest pozytywna — co wynika z twierdzenia 1, bo petla A#(—pu) jest wowezas homotopijna z
petla stata. (Szczegoly sa pozostawione jako zadanie.) Oczywiscie, ten dodatkowy warunek
moze by¢ spetniony tylko wtedy, gdy A(a) = p(a) i A(b) = u(b).
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IIT Pierwsze wnioski z twierdzenia Cauchy’ego o réwnosci calek.

1 Zbiory jednospodjne.

Definicja. Zbior U C C jest jednospojny, jesli jest tukowo spojny i kazda petla w U jest
w U homotopijnie nieistotna, tzn. jest w U homotopijna z (jakakolwiek) petla stala.

Przyktad. Kazdy zbior gwiazdzisty (a wiec i kazdy zbior wypukty) jest jednospojny. Istot-
nie, gdy 7 : [a,b] — X jest petla w takim zbiorze X, zas zg € X punktem wystepujacym w
definicji gwiazdzistosci, to wzor v4(t) := szg + (1 — s)7v(t) zadaje homotopie petli, taczaca
v = 7 z petla stale rowna 2.

Z twierdzenia Cauchy’ego z §I1.4 i twierdzenia 1 z §I1.2 wynika wazny

Whniosek 1. Niech funkcja f bedzie holomorficzna w zbiorze U C C. Wowczas fw f=0dla
kazdej drogi zamknietej v w U, ktora jest w U homotopigna z petlg statq.

W szczegolnosci, jesli zbior U jest jednospojny, to f7 f =0 dla dowolnej drogi zamknietej
w U, wobec czego f ma funkcje pierwotng w U.

Uwaga 1. Pogladowo, mozna homotopijna (nie)istotnosé petli opisa¢ tak. Wyobrazmy
sobie zbior U jako powierzchnie tafli lodu, a obraz petli v jako przymarznicta do tej tafli
gumke apteczna. Zakladamy, ze punkty gumki parametryzowane sa liczbami ¢ € [a, b], zas
punkt, odpowiadajacy parametrowi ¢, przymarzniety jest w punkcie y(t) € U. (Liczbom a
i b odpowiada ten sam punkt gumki) Jesli, z chwila odwilzy, gumka moze skurczy¢ sie do
punktu nawet wowczas, gdy kurczac sie jest zmuszona do pozostawania w U, to petla v jest
w U homotopijnie nieistotna, i vice versa.

Cho¢ uwaga ta podsuwa pomocne wyobrazenia, to nie daje ona sposobu opisu homotopii,
taczacej dana petle z petla stala. Ponizej wpierw wykazemy znaczenie jednospojnosci, a
potem wprowadzimy pojecie indeksu, utatwiajace badanie homotopijnosci petli.

2 Istnienie funkcji pierwotnych i gatezi logarytmu w obszarze jednospéjnym.

Jak wiemy, funkcja holomorficzna w danym obszarze U moze nie mie¢ funkcji pierwotnej czy
gatezi logarytmu. Przy zalozeniu jednospéjnosci obszaru U sprawy maja sie prosciej. I tak,
z twierdzenia 1 w §I1.2 1 wniosku 1 w §1 wynika

Twierdzenie 1. Funkcja f, holomorficzna w obszarze jednospojnym, ma w nim funkcje

pierwotng. Funkcja pierwotna wyraza sie wzorem F(z) = fy f, gdzie v, jest dowolng drogq,
taczaceq ustalony punkt obszaru z punktem z. (Wynik nie zalezy od wyboru drogi.)

Nastepujace twierdzenie pozwoli nam uzyskac¢ stad istnienie galezi logarytmu:
Twierdzenie 2. Niech T bedzie otwartym i spojnym podzbiorem przestrzeni R lub C ¢ niech
funkcja f T — C\ {0} ma pochodng w kazdym punkcie.

a) Kazda gatqZ logarytmu g funkcji f jest rézniczkowalna i g = f'/ f.
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b) Gdy, odwrotnie, funkcja g : T — C spetnia warunki ¢’ = f'/f i e9®) = f(ty) dla
pewnego punktu ty € T', to g jest gatezig logarytmu funkcji f.

Dowédd. a) Niech t € T i niech [ bedzie galezia logarytmu, okreslona na pewnym otoczeniu
U punktu f () i spetniajaca warunek ((f(to)) = h(to). (Korzystamy z czesci a) twierdzenia 1
z §1.8, dla f = exp i 29 = h(tp).) Niech dalej V' bedzie sp6jnym otoczeniem punktu t w 7T,
takim, ze f(V') C U. Na mocy stwierdzenia 1 w §1.7, funkcja gjy — (I o f)i jest stata, wobec
czego ¢'(t) = (I o f)(t) = f'(t)/f(t); patrz wniosek 1la) w §1.8, dlan = 1.

b) Niech h := fe 9. Poniewaz h' = f'e™9— fg'e™¥ = 0, wiec funkcja h jest stata i rowna 1

(bo h(ty) = 1; wykorzystaliémy zadanie z §1.2). Zatem f = e9. O
Twierdzenie 3. Funkcja holomorficzna, nie przyjmujgca wartosci 0 1 okreslona w obszarze
jednospojnym, ma w nim gatezie logarytmu, arqgumentu i s—tej potegi, dla s € C.
Dowéd. Gdy badang funkcje oznaczy¢ przez f, to na podstawie twierdzenia 1 stwierdzimy,
ze f'/f ma funkcje pierwotna. IZ] Galaz logarytmu funkcji f istnieje wiec na mocy twierdze-
nia 2, a pozostate dwie gatezie — na mocy wynikéw z §1.7. ]
Zadanie. * Dowies¢, ze gdy f € H(U), obszar U jest jednospojny i £1 ¢ im(f), to f =
cos o g dla pewnej funkeji g € H(U). (Wskazowka: cos(w) = u(e™), gdzie u(z) = 3(2427")
dla z # 0. Dowies¢ wpierw istnienia funkcji h € H(U) takiej, ze f =wuo h.)

3 Indeks petli wzgledem punktu.

Wykorzystamy catke do nadania precyzyjnego znaczenia zwrotowi ,dana petla n—krotnie
okraza punkt p”. Mozna to zrobi¢ i wykorzystujac rozwazania czysto topologiczne, lecz
ujecie ponizsze jest uzyteczne w badanej w nastepnym rozdziale teorii residu6w.

Definicja. Niech petla v bedzie kawatkami gtadka i niech p ¢ im(7y). Indeksem petli v
wzgledem punktu p (czy indeksem punktu p wzgledem ) nazywamy liczbe

ind(y,p) " - / e (7)

Twierdzenie 1. Niech petle v, v, : [a,b] — C bedg kawatkami gtadkie. Wowczas:

a) Gdy petle v i v, sqg homotopijne w C\ {p}, to ind(~v,p) = ind(~1, p).
def

b) ind(v, p) = ind(y — p,0) dla p € C\ im(y), gdzie (v —p)(t) = ¥(t) — p
¢) Funkcja p — ind(~,p) jest ciggta na C \ im(7y).
d) ind(vy,p) € Z dla p € C\ im(7y).
e) Gdy 0 ¢ im(~), to:
el) istnieje gatgZ argumentu funkcji vy : [a,b] — C, oraz
e2) jesli o jest takq gatezig, to ind(v,0) = =(o(b) — o(a)).

~ o

7(N) Gra tu jednak role holomorficznoéé funkcji f’. Udowodnimy ja dopiero w §IV.1, wiec teraz musimy ja zatozy¢.
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Uwaga 1. 1) Z e) i b) wynika geometryczna interpretacja liczby 27-ind (7, p): jest to przyrost
argumentu punktu 7 (¢) — p, gdy ¢ zmienia sie od a do b. Gdy ind(y, p) = n powiemy wiec,
ze v okraza |n|—krotnie punkt p, przy czym w kierunku dodatnim (lub: przeciwnym
do ruchu wskazowek zegara) gdy n > 0, a uyjemnym gdy n < 0.

ii) Z c) i d) wynika, ze funkcja p — ind(7, p) jest stala na sktadowych zbioru C \ im(7).

iii) Z a) wynika, ze ind(y,p) = 0 gdy petla v jest homotopijnie nieistotna w C \ {p}.

iv) W szczegolnosei, ind (v, p) = 0 gdy punkt p lezy w nieograniczonej sktadowej spdjnosci
zbioru C\ im(7). Istotnie, na podstawie ii) wystarczy rozpatrzeé¢ przypadek, gdy p lezy poza
dyskiem, zawierajacym zbior im(7y) — a wtedy stosuje sie iii). O

Przyklad. Niech v,(t) = exp(2nint) dla t € [0,1] i n € Z. Z i) wynika bez zadnych
rachunkow, ze ind(v,,p) =n gdy p =0 —a wiec i gdy p € D(0, 1), wobec ii).
W dowodzie twierdzenia wykorzystamy
Lemat 1. Niech v : [a,b] — C\ {0} bedzie droga. Wowczas:
1) v = e* dla pewnej drogi \ : [a,b] — C,
2) Gdy X jest takq drogq, to [ L dw = A\(b) — A(a).
ol

Dowdd. Ad 1). Dla gladkiej drogi v, teza ta wynika z twierdzenia 2 w §2, bo 7/ /v ma pewna
funkcje pierwotng (jak kazda funkcja ciggla, okreslona na przedziale); przy tym mozna ja
tak zmieni¢, by w wybranym punkcie przyjmowala nalezna wartos¢. Przypadek ogolny
pomijamy, pozostawiajac go jako zadanie uzupelniajace.

b
Ad 2). Z definicji, [ 1 dw = [ 57N (t) dt = A(b) — A(a). =
v a

Dowod twierdzenia 1. Czesé a) wynika z twierdzenia Cauchy’ego, zas b) jest oczywista.
Czesé c) wynika z wniosku 1 z §1, bo jesli p, — po ¢ im(7), to —— — wl_p jednostaj-
nie wzgledem w € im(vy). (Jest to ¢wiczenie.) Wreszcie d) wynika z e) i b), bo argumenty
o(a) i o(b) liczby v(a) = ~(b) roznia si¢ o 2kw, k € Z. Pozostaje dowiesé e).

Ad el). Na podstawie lematu, istnieje gataz logarytmu funkcji v. Wobec tego galaz

argumentu tez istnieje, jak dowiedziono w §I.7.

Ad €2). Niech o : [a,b] — R bedzie galezia argumentu funkcji . Przyjmijmy A =
In|y| + io, jak w stwierdzeniu 2b) w §1.7. Wtedy e = v i funkcja ) jest kawatkami gtadka,
patrz twierdzenie 2 w §2. Z czedci ii) lematu wynika wiec, ze 27-ind(7y,0) = L(A(b) — A(a)) =

o(b)—o(a)+1(In|y(b)|—In|y(a)|). Prawa strona jest rowna o (b) —o(a), boy(a) = y(b). O
Uwaga 2. * Teza el) pozostaje prawdziwa i gdy petla «y : [a,b] — C\ {0} nie jest kawatkami
gladka. Pozwala to rownosci z €2) i b) uzy¢ do zdefiniowania indeksu dowolnej petli. Indeks
ten odgrywa istotna role w topologii ptaszczyzny, ze wzgledu na nastepujace

Twierdzenie 2 (H. Poincaré’go). Petle ~yo,v1, majgce ten sam indeks wzgledem danego
punktu p ¢ im(vyy) Uim(yy) i@ te samq dziedzine [a, b, s¢ homotopijne w C\ {p}.
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Dowéd. * Mozemy zatozyé, ze p = 0. Przy A, oznaczajacym gatez logarytmu funkcji
Y (n = 0,1), homotopie taczaca 79 z 1 w C \ {0} zadajemy wzorem 7, = exp(Ay +
s(A1 — No)), gdzie s € [0,1]. Warunek 5(a) = 74(b) wynika stad, ze A, (b) — A,(a) =
271 - ind(7,) € 2mZ i wobec tego (Ao + s(A1 — Ao))(a) = (Ao + s(A1 — Ag))(b)(mod 27i).

Zadanie. Dowies¢, ze gataz logarytmu na zbiorze otwartym U C C istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy zadna droga zamknieta v w U nie okraza zera (tzn., zawsze ind(y,0) = 0).

Zadanie. * Dowies¢ rownosci ind(v; - 79,0) = ind(71,0) + ind(72,0), dla dowolnych petli
Y, ¢ la,b] — C\ {0}. (Wskazowka: lemat 1.)

4 Wyznaczanie indeksu.

Cho¢ liczba ind(7, p) ma jasna interpretacje geometryczng, to nie jest widoczne, jak wy-
znaczy¢ ja w przypadku skomplikowanej drogi zamknietej . Ponizszy spos6b umozliwia
poréwnanie ind(y, p) z ind(, ¢) przy nastepujacym bardzo ogélnym zalozeniu:

p,q ¢ im(7y) i zbior v~ 1([p, q]) jest skonczony. (*)

Oznaczmy punkty zbioru v~ 1([p, q]) przez t1, ..., t,; zakladamy, ze nie ma wérod nich krari-
cow a, b odcinka, na ktorym okreslona jest petla . (Gdy jest inaczej, zastapimy  przez petle
t—y(t)dlat € |ar,b)it— y(t—b+a)dlat € [b,b+a;—al, gdzie a; € (a,b)\v *([p,q]).)
Niech LT oznacza polprosta o poczatku w p, na ktorej lezy punkt ¢; zawierajaca ja prosta
dzieli C na dwie potptaszczyzny. Za lewa’ przyjmiemy te z nich, ktora jest po lewej stronie
prostej, gdy patrzeé od p do ¢; pozostala nazwiemy ,prawa’. Poniewaz vy(a) = v(b) ¢ [p, q],
wiec dla kazdej z liczb ¢; istnieja s; € (a,t;), s; € (;,b) takie, ze obraz v((s; , t;)) przedziatu
(s;,t;) (odp. obraz przedziatu (¢;,s]")) jest zawarty w jednej z tych potplaszezyzn. Niech

0 gdy v(s;) 1 v(s]) leza w tej samej polplaszezyznie,
g, =<1 gdy v(s;) lezy w lewej poiplaszezyznie, a y(s;") w prawej,
—1 edy v(s;) lezy w prawej polplaszezyznie, a v(s;) w lewej.

(Jesli mysle¢ o ,;moim” przejezdzie od p do q i przejezdzie ,pojazdu” y(t), to e; = 0 gdy do
kolizji w punkcie (¢;) nie moze doj$¢, bo pojazd wycofuje si¢ skad nadjechat, e; = 1 gdy
moze do niej dojsé, lecz ja mam pierszenistwo przejazdu, zas €; = —1 w pozostatym razie.)

Twierdzenie 1. Przy tych oznaczeniach, ind(vy,q) — ind(y,p) = > | &

Dowod. * Mozemy zakladac, ze ¢ = 01 LT = R*, bo obie strony dowodzonej réwnosci
nie zmienig sie, gdy v, ¢ 1 p poddamy temu samemu przesunieciu i obrotowi. Rozpatrzymy
wpierw przypadek, gdy v 1(LT) = v~ ([0, p]; wtedy tez ind (7, p) = 0, bo p lezy w nieogra-
niczonej sktadowej zbioru C \ im(7).
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Niech 7 : [a,b] — R bedzie podzielong przez 2w gatezia argumentu funkcji v; wowczas
7(b) — 7(a) = ind(v,0) € Z i {t1,...,t,} = 7 1(Z). Nazwijmy funkcje T rosnaca (odp.
malejaca) w punkcie ¢;, jesli w pewnym jego otoczeniu funkcje t —¢; i 7(t) — 7(t;) sa
zgodnego (odp.: przeciwnego) znaku —a wiec, gdy ¢; = 1 (odp. ¢ = —1). Teza wynika
wtedy z nastepujacego po dowodzie zadania, pozostawionego jako tamigtowka.

Gdy dodatkowe zalozenie o v }(LT) nie jest spelnione, to obierzmy na LT punkt p/
tak daleko potozony, by [¢,p") D LT Nim(y). Powyzszy przypadek szczegolny pozwala (z
zastrzezeniem, o ktorym za chwile) wyznaczy¢ ind(v, ¢) — ind(v, p') i ind(v, p) — ind(~, p),
a odjecie stronami otrzymanych réwnosci daje teze.

Rozumowanie to wymaga, by zbior v~ 1([q, p'] = v~ 1(L™) byt skoriczony. Mozna je jednak
wykorzystac przy 7 zmienionym na droge zamknieta v, : [a, b] — C spelniajaca ten warunek,
rowna v na T := |J;_4[s;,s]] 1 tak bliska v, by ind(v, z)=ind(y1, 2z) dla z = ¢, p — ktora

i+ 5
znajdujemy bez trudu, zastepujac v na zbiorze [a, b] \ T przez tamang, bliska v 7. B
Zadanie. Niech funkcja 7 : [a,b] — R bedzie ciagla, zas zbior 771(Z) — skoticzony i zawarty
w (a,b). Dowies¢, ze jesli liczba 7(b) — 7(a) jest catkowita, to jest ona réwna réznicy miedzy
liczba tych punktow ¢; € 77(Z), w ktérych funkcja 7 jest rosnaca, a liczba tych t; € 771(Z),
w ktorych funkcja 7 jest malejaca.

Cwiczenie. Przy p = —2 i y(t) = e™ (¢ € [0,27]), czy twierdzenie da ind(y,0) = 77

5 Calka po cyklu, zbiory regularne, zastosowanie.

Procz (kawatkami gtadkich) petli, wygodnie bedzie rozwazaé cykle i catki po nich.

Definicja. Cyklem nazywamy wyraznie postaci v = 1 + -+ + v, gdzie ¥1,...,7 sa
drogami zamknietymi. (Obejmuje to cykl zerowy, ktory traktujemy jako sume pustego
zbioru drog.) Zbior Ule im(~y;) oznaczamy v* i nazywamy nosnikiem tego cyklu. Gdy
~* C U, mowimy, ze v jest cyklem w zbiorze U. Przyjmujemy tez

/f = Z f oraz ind(y,p) := Zind(%,p)
v i Vi

(3
dla kazdej funkcji f, ciaglej na nosniku v* cyklu v i kazdego punktu p ¢ ~*.

Definicja. Ograniczony zbior U C C nazwiemy regularnymﬁ jesli istnieje cykl v = > v
taki, ze:
i) drogi zamkniete 7; sa proste, ich nosniki v sa parami roztaczne, a nosnik ~v* cyklu ~
jest brzegiem (topologicznym) zbioru U w C;
i) cykl v ma wlasno$é Cauchy’ego w U, tzn. f7 f = 0 dla kazdej funkcji f € H(U);
iii) ind(p,y) = 1 dla wszystkich p € intU.
Cykl v nazwiemy zorientowanym brzegiem zbioru regularnego U i oznaczymy przez OU .

80bie uzyte tu nazwy: ,zbiér regularny” i ,wlasnosé Cauchy’ego”, sa prowizoryczne i nie sa powszechnie uzywane.
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Zauwazmy, ze gdy U i v sa jak wyzej, to ind(v, p) = 0 dlap € C\U - bo ii) stosuje sie do
funkcji 1/(z — p). Okazuje sie, ze ii) mozna zastapi¢ przez ostatni warunek (gdy zachowac
pozostale), a takze sam warunek i), przy odpowiedniej orientacji petli «;, pociaga za soba
ii) oraz iii). Taki opis zbiorow regularnych, a takze pelna charakteryzacje cykli Cauchy’ego,
podamy w materiale uzupetniajacym w rozdziale VII. Dla dalszej cze$ci wystarczajace jednak
jest to, ze pewne nieliczne obszary sa regularne — co uzasadnimy bezposrednio.

Przyklad. Niech dyski Dy, D spetniaja warunek Dy C D.
a) Dysk D jest obszarem regularnym: za poswiadczajacy to cykl v obraé¢ nalezy dodatnio
zorientowany okrag 0D. (Patrz przyktady w §1 i w §I1.1, czesé c).)

b) [Wachlarz| Dla niepelnego kata otwartego K o wierzchotku w srodku dysku Dy utworzmy
wachlarz W := DN K \ Dy. Twierdzimy, ze wachlarz W jest obszarem regularnym.

By tego dowie$¢ zauwazmy, ze krzywa Jordana J := BdU jest suma dwoch tukow J 1 Jy,
lezacych w 0D i 0Dy, odpowiednio, oraz dwoch odcinkéw, lezacych na ramionach kata K.

Twierdzimy, ze za cykl OW mozna przyjac te krzywa, zorientowana przez nadanie tukowi .J
orientacji zgodnej z dodatnim obiegiem okregu dD. Istotnie, gdy p € W, to ind(OW, p) = 1,
o czym przekonujemy sie wykorzystujac twierdzenie z §4 i tworzac odcinek [p, ¢] na tak, by
p € Rtq\ W. Pozostaje dowiesé, ze OW ma wlasnoéé Cauchy’ego w W, tzn, faW = (0 dla
f € HW). Ustalmy wicc f; gdy miara o kata K jest dostatecznie mala, to zbior W jest
gwiazdzisty, wobec czego | ow / = 0. (Wystarczajacy warunek na « to cosa > r/R, gdzie
r to promient dysku Dy, a R to odlegtosé od okregu 0D do srodka dysku Dy; gwiazdzistosé
sprawdzamy wzgledem jakiegokolwiek punktu punktu zy € W N 9D.) Zas dla wiekszych
wartosci a mozemy kat K podzieli¢ na wiele rownych katow, uzyskujac podziat wachlarza W
na wachlarze Wy, ..., W, takie, ze warunek |, ow, f =0 jest spetniony dla wszystkich j. Stad

Jow £=0,b03, fawj f=Jow/!

¢) |Pierscieri.] Podobnie, pierscien P = D \ Dy jest obszarem regularnym, a za$wiadcza

o tym cykl OP := 0D — 0Dy. Dowodzi tego powyzsze rozumowanie, gdy zmieni¢ w nim
koricowa, réwnosé catek na Zj [ o = . op f
J

Zadanie. (N) Zwarty zbior wypukty, z kawatkami gtadkim brzegiem, jest regularny.

Zastosowanie. Niech f i g beda wielomianami, a D dyskiem zawierajacym zbior g—1(0)

zer wielomianu g. Twierdzimy, ze jesli degg > deg f+ 1, to [ f/g = 0. Istotnie, rozwazmy
oD
dysk D, = D(0,r) o promieniu tak duzym, by D, D D. Na podstawie czeci ¢) Przyktadu,

f L f L =0, wobec czego

4|l 1o

Teza wynika wiec stad, ze lim, .o |2f(2)/g(2)| = 0 (bo deg(f) + 1 < deg(g)).

sz =}
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Zadanie. a) Przy tych oznaczeniach udowodnié¢, ze jesli wspolezynniki prowadzace wielo-

mianow f 1 ¢ sa rowne a i b, odpowiednio, przy czym deg(g) = deg(f)+1,t0 [ f/g =
oD
(Wskazowka: gdy a =b=11h:= f/g dowies¢, ze lim, .o [ (h(z) —1)dz=0.)
oD,
b) Jak jest, jesli deg(g) < deg(f)? (Zbada¢ mozliwe przypadki.)

a
2mib*

6 * Dwie uwagi uzupelniajace.

Tylko pierwsza z tych uwag wykorzystamy (w dowodzie twierdzen Rungego, tez nalezacych
do materialu uzupeiajacego). Maja one jednak charakter ogolniejszy i warto je odnotowac.

Uwaga 1. * Nietrudno jest wartos¢ catki [ \J powigzac z sumami catkowymi. Jesli bowiem
punkty a =ty < --- < t,, = b sa takie, ze diam f(A([t;—1,t])) <e dlai=1,...,n, to

|Af - Zf(wi)(k(ti) = Ati-1))[ <e-L(A)  gdy wi € M[ti1,8]) dlai <n.  (8)

Istotnie, gdy przyjmiemy \; o Altirti]> O \ff ff wy)| < e - LA ff w;) =

fw;)(A(t;) — A(ti—1)), skad wobec réwnosci f/\f > fA fiil(y) =2 4(v) Wynlka (8).
Obierajac dostatecznie drobny podziat a =ty < --- < t,, = b mozemy wiec catke f/\
dowolnie blisko przyblizy¢ suma catkowa Y"1 | f (wz)(A(tl) — Ati—1)). [
Uwaga 2. * Mozna sum catkowych uzyé¢ do zdefiniowania catek funkcji cigglych po tzw.
Sciezkach prostowalnych. Istotniejsze dla teorii funkcji analitycznych jest jednak to, ze
twierdzenie Cauchy’ego pozwala zdefiniowa¢ catke funkcji holomorficznej f po dowolne;j
Sciezce A w zbiorze otwartym U = dom(f), jak nastepuje. Obierzmy droge p w U, ktora
ma te sama dziedzine [a,b] 1 te same krarice, co droga A, i jest z nia homotopijna w
U poprzez homotopie o statych krancach; patrz uwaga 2 w §I1.4. Rozumowanie z do-
wodu twierdzenia Cauchy’ego pokazuje, ze drogi takie istnieja (mozna za p obra¢ tamana
[(A(a), A(t1), ..., A(tn), A(b)] dla dostatecznie drobnego podziatu a < t; < ... < ¢, < b odcinka
[a,b]). Na mocy przytoczonej uwagi, wartosé fu f jest dla wszystkich tych drog wspolna;

przyjmujemy ja za | , /- Dzigki takiemu rozszerzeniu definicji catki funkcji holomorficznej,
mozna zastapi¢ drogi przez Sciezki we wszystkich twierdzeniach tu rozpatrywanych.

Inng jeszcze (rownowazna) mozliwosé definiowania catki funkcji holomorficznej f po
Sciezce A daje pojecie ,funkcji pierwotnej funkeji f wzdtuz A’ majace dalsze zastosowa-
nia. Nie omawiamy go tu, odsylajac zainteresowanych czytelnikow do ksiazki Szabata.

Zadanie. * a) Uogolni¢ konicowe stwierdzenie uwagi 1 na przypadek, gdy A jest $ciezka
(niekoniecznie prostowalna); tu catke [ \J Wyznaczamy zgodnie z uwagg 2.

b) Dowiesé, ze rownosé (7) z §3 pozostaje stuszna dla kazdej petli v, gdy catke rozumieé
jak opisano wyzej, a indeks — jak w uwadze 2 w §3.
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IV Wzory catkowe Cauchy’ego, szeregi Laurenta i twierdzenie o
residuach.

1 Wzory Cauchy’ego; rozwijanie funkcji f € H(D) w szereg Taylora.
Twierdzenie 1 (Wzor catkowy Cauchy’ego). Gdy D jest dyskiem i f € H(D), to

_ [ fw)
f(z)_QWi/w—zdw dla z € D. (1)
oD
Dowdd. Ustalmy punkt z € D i niech g(w) = f f(u)] /) Funkcja g(w) jest holomorficzna
w D\ {z}, wicc gdy D. = D(z,¢) jest dyskiem tak matym, by D. C D, to [g= [ g.
oD 0D,

(Korzystamy z czesci ¢) przyktadu z §11.5.) Zatem

| / gl = / gl <LOD.) - sup |f(w) — f(2)|/e =2 sup |F(w) — F()] — O

wedD, weDD, e—0

Stad f g = 0, lub réownowaznie, f I qu = f(z) [ = dw. Ale [ = dw = 2mi -
oD

oD
ind(z, 8D) iind(z,0D) =1 (bo z € D) wiec dowdd jest zakoriczony. O
Uwaga 1. a) Jednak gdy f € H(D)iz ¢ D, to 5 % dw = 0 —dlaczego?
D
b) Z powyzszego dowodu wynika, ze rownosé f(z) = 2;1 ! ( ) dw zachodzi, gdy z € D

i funkcja f jest holomorficzna w D \ {z} i ciaglta w 2. Wraz z nastepnym twierdzeniem
dowodzi to, ze funkcja taka jest analityczna w D (wiec ma w z pochodna).

Twierdzenie 2 (O analitycznosci funkeji, zadanej wzorem Cauchy’ego). Niech v bedzie
drogq i niech funkcja f :im(vy) — C bedzie ciggta. Przyjmijmy

w—z

o)™ / I G dia = € C\ im(7). (2)

Wowczas na kazdym dysku D(zg,r) C C\ im(y) funkcja f rozwija sie w szereq potegowy o
srodku w zy:

chz—zo , gdziecn:/(wi(%dwdlan:O,l,Q,... (3)
v

n=0
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Dowéd. Ustalmy punkt z € D(zg,r) i niech r’ o |z—2p]. Wtedy r’ < r, zas gdy w € im(7),
to lw — z| = r, skad [Z=22] < %’ < 1. Stad dla w € im(~):

fw) _ (w) _ fw) cmm (-
w—Z_(w_ZO (1_2—20)_w_Z0 <1+w—z0+(w—zo> —|->,

wW—2p

i szereg po prawej, rozpatrywany jako funkcja zmiennej w € im(7y), jest zbiezny jednostajnie
(bo jest majoryzowany przez szereg geometryczny » - M(r'/r)", gdzie M = sup{|£(T“2)\ :
w € im(y)} < oo) Z wniosku 1 w §I1.1 wynika wiec zadana réwnosé:

o

./ w—>z 4 /Zf _220_521 dw:Z(z—Zo)n/%dw. [

n=0 ~

Whiosek 1. Funkcja f € H(D), gdzie D jest dyskiem o srodku w 2z, rozwija sic na D w
xX0 n -, . .

szereg potegowy f(z) = Y cn(z — 20)". Wspdtczynniki szerequ sq przez f wyznaczone

jednoznacznie wzorami Cauchy’ego (wzor pierwszy) i Taylora (drugi):

1 f(w) 1
= dw = —f dlan=0,1,... 4
¢ 271 / (’UJ _ Zo)n-i-l w TL'f (ZO) an » Ly ( )
oD
Dowéd. Jednoznacznosé wynika ze wzoréw Taylora, udowodnionych juz w §1.4. H

Twierdzenie 3. (N) Funkcja, holomorficzna w zbiorze otwartym U C C, jest w nim ana-
lityczna 1 wokdt kazdego punktu zy € U rozwija si¢ w szereg Y >y cn(z — 20)" 0 promieniu
zbieznosci niemniejszym, niz odlegtosé zy od zbioru C\ U.

Dowod. Wynika to z wiosku 11 z uwagi 2b) w §1.4. =
Przyktad. Niech zp,s € C\ {0}. Jak wiemy, na dysku D = D(z, |29|) istnieje galaz s—

tej potegi. Wyznaczajac jej pochodne g™ (zy) przy pomocy wniosku 1 w §1.8, uzyskujemy
na D rozwiniqcie galezi g w szereg Taylora: g(z) = g(z0)(1+ > oy (0) = (2 — 20)" ), gdzie

() =4 H] (s —j). Pray zp = 11 |2| < 1 daje to tozsamosé g(1 +2) = 1+ 3.°°, ()=

Zadanie. Przy oznaczeniach twierdzenia 2, jedli im(y) CD(zp, R), to dla z ¢ D(z, R)
zachodzl f(z) =Y 07 cop(z — 20) ™", gdzie e, = — [ dwdlan=1,2,....
Y

2 Rozwijanie funkcji w szereg Laurenta.

Jak wiemy z §1, funkcje f € H(U) mozna na dyskach, zawartych w U, rozwija¢ w szereg
Taylora. Na roznych dyskach uzyskujemy jednak rézne szeregi i na ogoét trzeba uzyé nie-
skonczenie wielu szeregéow, by opisaé¢ funkcje. Jest tak i w najwazniejszym dla tego rozdziatu
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przypadku, gdy U jest dyskiem, z ktorego usunieto srodek. Ominiecie tej trudnosci, wskazane
przez P. Laurenta, polega na wykorzystaniu szeregdéw nieco ogolniejszych od potegowych.

Definicja. Szeregiem Laurenta o srodku w p (lub: wokot punktu p) nazywamy szereg
funkcyjny

(0.] 1 n (0.0]
n
Z C—n <2Tp> + Z (2 — p) (5)
n=1 n=0
Pierwszy z szeregow w (5) nazywamy czescia glowna, zas drugi — czescia regularng
szeregu (5). Szereg (5) nazywamy zbieznym w danym punkcie, czy tez (niemal) jednostajnie
wzgl. (niemal) normowo zbieznym w danym zbiorze, jesli takie sa obie te czesci.
Zwiezlejszy zapis szeregu (5) to Y >~ cp(z —p)" lub Y., cn(z — p)™

7 wtasnosci szeregow potegowych wynika, ze czesé gtowna szeregu (5) jest zbiezna w
punkcie z, gdy |$| < p, za$ czesé regularna — gdy |z — p| < R, gdzie

p=1/1im {/|c_,| oraz R=1/lim {/|c,| (6)
Przyjmijmy

Pruax = D(p, R) gdy ¢, = 0Vn < 0, i Pua = D(p, R)\ D(p,1/p) w przeciwnym razie.

Twierdzenie 1. a) Szereg (5) jest rozbieiny w kazdym punkcie z & Ppax.

b) Czesé gtowna (odp. regularna) szeregu (5) jest zbiezna miemal normowo w zbiorze
C\ D(p, %) (odp. w dysku D(p, R)), a jej suma jest w nim funkcjg holomorficzng.

c) Suma f szerequ (5) jest w powyzszym pierscieniu Ppax funkcjg holomorficzng, ktorej
pochodna jest sumgq szeregu Yy, ., ncy (2 — p)" L, niemal normowo zbieznego w Ppax.

Zbior Pyax nazywamy pierscieniem zbieznosci szeregu (5). Gdy p, R # 001 1/p < R,
jest on ,prawdziwym” pierscieniem; jednak moze tez by¢ zbiorem pustym (gdy 1/p > R),
ptaszczyzng bez punktu p (gdy p = R = o), kotem D(p, R) bez swego srodka (gdy p =
00, R < 00), zewnetrzem dysku D(p,1/p) (gdy R =0010 < p < o0) lub dyskiem D(p, R)
wzglednie plaszezyzng C (gdy ¢, =0dlan <01 R > 0).

Dowod twierdzenia 1. Dla prostoty przyjmijmy (co mozna), ze p = 0. Cze$¢ a) i niemal
normowa zbieznosé szeregow > - c_p,2" 1 Y ¢,2" na dyskach D(0, p) i D(0, R), odpo-
wiednio, wynika z wtasnosci liczb p 1 R, patrz §1.4. Sumy tych szeregéw, ktore oznaczmy

przez g i h, sa wiec funkcjami holomorficznymi w wymienionych dyskach; przy tym ¢'(z) =
S0 2" N R (2) = Y07 ne,z"! 1 ostatnie szeregi tez sa niemal normowo zbiezne
na odpowiadajacych im dyskach. A zZe homografia z +— 1/z przeprowadza zbior D(0, p) na
C \ D(0,1/p), to z drugiego z zadari w §1.3 wynika pozostata czesé tezy b), jak réwniez

niemal normowa zbieznosé szeregu » - nc_,z~ "' na pierscieniu C \ D(0,1/p).
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Ponadto, dla z € P zachodzi rownos¢ f(z) = g(1/z) + h(z) i wobec tego f'(z) =
—%9'(1/z) + W (z). Gdy za ¢'(1/z) i W(z) wpiszemy sumy wymienionych szeregow, to
otrzymamy brakujaca rownos¢ f'(z) =3, ., nc, 2"t =

Whiosek 1. Niech w pierscieniu P = D(p, Ry) \ D(p, Ry) funkcja f rozwija si¢ w szereq
Laurenta Y, _, co(z — p)*. Wowczas:

a) Funkcja g(z) := f(z) — c,lz%p ma w P funkcje pierwotng.

b) Dla r € (Ry, Ry), wspdtczynniki ¢, sq zadane wzorami Cauchy’ego—Laurenta:

1 f(w) o "
o= o / —ndw (nel) (7)
oD (p,r)

)”Jrl ma ten sam pierdcien zbieznosci Ppax, €O

Dowéd. Ad a). Szereg >,z -1y 725(2 — P
szereg » . (2 —p)™, bo lim {/n = 1. Skoro wiec drugi z tych szeregow jest zbiezny w P,
t0 P C Puax 1 (D pem -1y 72 (2 — p)" Y = f(z) — C—lz%p dla z € P.

Ad b). Z a) wynika ze faD(W) g =0 — co daje wzor (7) przy n = —1, bo ap(f | % dz =
)n+1_ a

(0

2mic_1. Dla n # —1 nalezy ten wzor odniesé¢ do funkcji z — f(2)/(z — p

Twierdzenie 2 (Laurenta). Funkcja f, holomorficzna w pierscieniu P = D(p, R)\D(p, Ry),
jest sumq doktadnie jednego szeregu Laurenta o srodku w p.

Dowéd. Zatézmy wpierw dodatkowo, ze f € H(P) (w miejsce f € H(P)). Niech z € P.
Przyjmijmy g(w) := W dla w € P\ {z}, jak w dowodzie wzoru Cauchy’ego w §1,
oraz g(z) := lim,, ., g(w) = f/(z). Na podstawie uwagi 1 w §1, funkcja g jest holomorficzna

w otoczeniu punktu z. Tak wiec g € H(P), skad [ g = 0; patrz czes¢ ¢) przykladu w
P

§IIL.5. Rownowaznie, f fw) dw f izi dw. Ponadto, [ - dw = 27i (bo z € P) oraz

oP
f f8D1 faD gdz1eD D(p,Rz)- Zatem

f(2) = go(2) + g1(2), gdzie gi(z) = 1. / flw) dw go(z) == — 1. / f(w) dw. (8)

271 w — 271 w— z
8D1 a1)0

Rownosci te zachodza dla wszystkich z € P. Na podstawie wynikow z §1 (twierdzenia 2
i zadania), istnieja tez wspolezynniki ¢, (n € Z), takie, ze g1(2) = Y~ jca(z — p)" gdy
z€ D1 i go(z) =507 culz—p)™ gdy 2 € C\ Dy. Daje to szukane rozwiniecie funkcji
J = gop + g11p W szereg Laurenta w pierscieniu P = D, \ Dy.

Gdy dodatkowe zatozenie, ze f € H(P), nie jest spelnione, to wyczerpujemy P pier-
§cieniami P’ = D(p,r1) \ D(p,rg), zawierajacymi ustalony okrag 0D(p,r). Jedli ro, 71 €
(Ro, R1), to P’ C P, wiec uzyskamy rozwiniecie Laurenta funkcji Jip- Jego wspolezyn-
niki ¢,, dane wzorami (7) na podstawie wniosku 1, sg jednak od P’ niezalezne — wobec czego
f(2) = ,cz cn?"™ dla wszystkich z € P. Z (7) wynika tez jedynos¢ rozwiniecia. O
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Przyklad. Niech w,p € C; rozwiniemy funkcje f(z) = 1/(z — w)* w szereg Laurenta na
maksymalnych pierécieniach o srodku w p, nie zawierajacych punktu osobliwego w; sa nimi
P, := D(p,|lw—p|)i Py :=C\ D(p, |w—p|). Wygodniejsze od wzoréw (7) okaze sie elemen-
tarne wykorzystanie postepu geometrycznego. Rozpatrzymy oddzielnie rézne przypadki:

a) k = 11 pierscieniem jest 1 = D(p, |w—p|). Poniewaz 1/(z—w) = 1/(p—w)(1— =)
i %_q = 0q" gdy |q| < 1, wynika rownosé¢ f(z) == (751 p)i - dla z € Pp.

b) k = 1 i pierscieniem jest P» = C \ D(p,|w — p|). Tym razem zauwazmy, ze f(z) =
1/(z—p)(1— ZT_]];), skad jak wyzej otrzymujemy f(z) = > >, (i p),3+1 dla z € P,.

¢) k > 1. Szukane rozwiniecia otrzymujemy, rozniczkujac poprzednie: —1/(z — w)? =

3 e e s e Py i —1/ (2 —w)? = — S0 D 1y e Pyt =

n=1 (w—p)"~! (z—p)+2
Uwaga 1. Przyktad ten wskazuje, jak dana funkcje wymierng f = g/h, gdzie g i h sg wie-
lomianami, rozwinaé¢ w szereg Laurenta na pierscieniu otwartym, zawartym w jej dziedzinie.
Mozemy bowiem f przedstawi¢ w postaci skoniczonej sumy tzw. utamkoéw prostych, patrz
dalej twierdzenie 3 w §V.5, a kazdy z nich rozwinaé¢ jak w przyktadzie.
Gdy NWD(g, h) = 1, to maksymalnymi takimi pierscieniami sa sktadowe zbioru, powsta-
tego z C przez usuniecie okregéw, zatoczonych z p 1 przechodzacych przez zera wielomianu h.

Zadanie 1. (N) Niech funkcja f, holomorficzna w D(p, R) \ {p}, rozwija sie w szereg
Laurenta ) . ;¢,2". Dlar € (0,R), niech L, bedzie zorientowanym tukiem na okregu
|z —p| =1, takim, ze wyznaczony przez niego zorientowany kat o wierzchotu w p ma miare
a (niezalezna od 7). Udowodnié, ze lim, g fLr f =iac_.

3 Rola wspétczynnikow szeregu Laurenta. Twierdzenie o residuach.

Definicja. Powiemy, ze podzbior V sfery Riemanna C jest naklutym otoczeniem punktu
peC, jesli V U {p} jest otoczeniem tego punktu w C. (Moze wiec, ale nie musi zachodzi¢
p € V.) Gdy p € C oznacza to istnienie liczby r > 0 takiej, ze D(p,r) \ {p} C V, zas gdy
p = oo — istnienie liczby r > 0 takiej, ze {z € C: |z| > r} C V.

Niech f € H(V), gdzie V jest otoczeniem naktutym punktu p # co. Dla pewnego R > 0
zachodzi wtedy D(p, R) C V U {p} i funkcje f mozna w pierscieniu D(p, R) \ {p} C V
rozwingé¢ w szereg Laurenta ), c,(2 — p)". Ze wzgledu na wzory Cauchy’ego-Laurenta,
wspotezynniki ¢, nie zalezg od R.

Definicja. Powyzszy szereg nazywamy szeregiem Laurenta funkcji f, o Srodku w p.
Sume > _gcn(z — p)" jego czedci gtownej oznaczamy G, f. Natomiast wspotezynnik ¢
nazywany jest residuum funkcji f w punkcie p i oznaczany res,f. Znaczenie residuum
uwidacznia wniosek la) w §2, za$ znaczenie funkcji G, f — ponizsza uwaga:

Uwaga 1. i) Funkcja G, f jest okreslona i holomorficzna w calej plaszczyznie naktute;
C\ {p}. (Wynika to z twierdzenia 1 w §2.)
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ii) Funkcja f—G), fiy przediuza si¢ do funkcji, holomorficznej w zbiorze otwartym V U{p}.
Dla z € D(p, R) okreslimy ja wzorem g(z) = >~ ¢,(z — p)"; da to szukane przedtuzenie,
bo funkcje g i f — G}, fjv sa rowne na D(p, R) \ {p} i obie sa holomorficzne.

iii) Funkcje f i G, f maja w punkcie p to samo residuum, ktorym jest c_;. ]

Mozemy teraz sformutowaé jedno z centralnych twierdzen tego wyktadu:

Twierdzenie 1 (Cauchy’ego o residuach). Niech funkcja f bedzie holomorficzna w zbio-
rze U C C poza zbiorem skoriczonym S C intU (tzn., f € HU\ S)), a I' niech be-
dzie cyklem w U, lezgcym w U \ S i majgeym wtasnosé Cauchy’ego w U (czyli takim, ze
[ h =0 dla kazdej funkcji h € H(U)). Wowczas

r

/f = 27l - Z res, f) - ind(T', p) (9)

pES

W dowodzie wykorzystamy nastepujacy uzyteczny lemat:

Lemat 1 (o usuwaniu osobliwosci). Funkcje h = [ — 3 o Gpfiy mozna przedtuzyé do
funkcji, holomorficznej w U. (Tu, f,U i S sq jak w twierdzeniu.)

Dow6d. Ponizej, pomijamy znaki obcigcia |y przy Gpfip. Dla danego punktu p € S
zapisziy h tak: h = (f — G,f) — qus\{p} G,f. Jak wiemy z uwagi 1ii), funkcja f — G, f
holomorficznie przedtuza si¢ na punkt p, zas funkcje G, f sa w jego otoczeniu holomorficzne.
Zatem i funkcja h holomorficznie przedtuza sie na (dowolny) punkt p € S. O

Dowdd twierdzenia. Jak dowiedlidémy, funkcja h := f — Zpe ¢ G f jest holomorficzna w U
(czy Scislej: przediuza sie do takiej), wobec czego [ h = 0 z zalozen twierdzenia. Tak wiec

/f > [ *

pGS

Ponadto, funkcja G,f jest okreslona na calej ptaszczyznie naktutej C \ {p}, a jej resi-
duum w punkcie p jest rowne res,f. Odnoszac do G f wniosek la) w §2 stwierdzamy, ze

f G,f = f res”f dw = 27i - res, f - ind(T, p) dla p ¢ im(T"). Stad i z (*) wynika teza. O

Uwaga 2. Zalozenia, dotyczace zbioru S, mozna nieco ostabi¢, patrz zadanie .... w §....

b) Waznym przypadkiem cykli z wlasnoscia Cauchy’ego w U sa drogi zamkniete, homo-
topijnie nieistotne w U. (Zadana wlasnosé¢ zapewnia twierdzenie Cauchy’ego z §11.4.)

b) Twierdzenie o residuach bedzie jednak stosowane przede wszystkim wtedy, gdy zbior U
jest zwarty i regularny, a I' = U to jego zorientowany brzeg. W tym przypadku ind(T, p) =
1 dla p € U, wobec czego wzor (9) przybiera postacé

/f— 27 - Zrespf (10)

pES
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4 ,,Uogllnione zera” i ich krotnosci. Wyznaczanie residuéw.

Oznaczenie. Jak w §3, niech funkcja f bedzie holomorficzna w otoczeniu naktutym V
punktu p. Funkcje te rozwijamy wokot p w szereg Laurenta ) ., c,(2 — p)". Przyjmujemy

k(p):=inf{i € Z:¢; # 0}

(Czasem bedziemy pisaé k¢(p), by uwidoczni¢ zaleznosé od funkceji f.) Moze sie zdarzy¢, ze
k(p) = —oo; jednak k(p) = oo tylko gdy f jest funkcja zerowa na D(p, R) \ {p}.

Stwierdzenie 1. a) Funkcje f wtedy i tylko wtedy mozna przedtuzyc do funkcji fe H(VU
{p}), gdy k(p) > 0. Jesli przedtuzenie f istnieje, to

f(p)=co i ke(p)=inf{n>0: f™(p) #£ 0} (11)

b) Liczba k # +oo wtedy i tylko wtedy jest rowna ks(p), gdy f(z) = (2 — p)¥g(z) dla
z € Vi funkcji g € H(V U{p}), spetniajgcej warunek g(p) # 0.

Dowéd. Ad a). Gdy k(p) > 0, to f — G,f = f 1 mozliwos¢ przedtuzenia wynika z
uwagi 1 ii) w §3. Odwrotnie, gdy przedtuzenie f istnieje 1 rozwinaé¢ je w szereg Taylora
wokol p, to otrzymamy szereg Laurenta funkcji f, zaswiadczajacy o tym, ze k(p) > 0 i
zachodzi (11) (bo f™(p) = nlec, dla n > 0, na podstawie wzorow Taylora).

Ad b). Zastepujac f przez funkcje z +— (2 —p)~* f(z) sprowadzamy dow6d do przypadku,
gdy k =0 — a wtedy teza wynika z a). O

Definicja. Gdy funkcja f jest holomorficzna w naktutym otoczniu punktu p, to powiemy,
ze ma ona w tym punkcie osobliwo$é izolowang. Osobliwosé¢ te nazwiemy

osobliwoscia istotna, gdy k(p) = —oo;

osobliwoscia na (lub: pozorna), gdy k(p) > 0;

biegunem, gdy k(p) < 01 k(p) # —oo; liczbe |k(p)| nazywamy rzedem tego bieguna.
Gdy liczba k = k(p) jest skoriczona to powiemy tez, ze punkt p jest uogélnionym zerem
k-krotnym funkcji f. Nazwa ta (ktora nie jest ogdlnie przyjeta) motywowana jest stwier-
dzeniem 1b): wynika z niego, ze gdy k(p) > 0, to p mozna uwazaé za ,prawdziwe’ zero
krotnosci k(p). Natomiast nazwe ,0sobliwos¢ usuwalna” wyjasnia czesé a) stwierdzenia.

Przyktady wyznaczania residuum i krotnosci uogélnionych zer. ﬂ Gdy nie powiedziano

inaczej, rozwazamy funkcje okreslone w naktutym otoczeniu danego punktu p.
a) Oczywiscie res,(f1 + f2) = res, fi1 + res, fo. Nieco ogolniej, gdy szereg > f, funkeji
holomorficznych jest w pewnym otoczeniu naktutym punktu p niemal jednostajnie zbiezny

do funkeji f, to res,f = > res,fn. (Wynika to ze wzoru (7) w §2 i wniosku 1 §II.1, bo

dla pewnego 7 jest res,(f) = 2%“ 1l i(—i”; dw 1 analogicznie dla f,,.)

oD (p,r)

9Na wyktadzie omawiatem bardziej rozbudowany przyktad, podobny do c), oraz wyrywkowo omoéwitem niektore inne
ponizsze punkty. Do tego materiatu juz nie bede wracal, prosze go przemysle¢ samodzielnie, by umieé¢ sobie z podobnymi
przykladami radzi¢ na ¢wiczeniach i na kolokwium.
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b) Najskuteczniejsze wydaje sie wyznaczanie residuum w oparciu definicje: res,f jest

I rozwiniecia Laurenta funkcji z +— f(z + p) wokot zera. Dla
1/z

wspotezynnikiem przy z—
przykladu, niech f(z) = 2% Rozwiniecie funkcji exp w szereg prowadzi do réwnosci
f(2)=>02, %z‘k”. Funkcja f ma wiec w punkcie 0 osobliwos¢ istotng i resyf = %.

¢) Oto inny przyktad wykorzystania definicji. Niech f(z) = (z—m/2)/(sin z—1)%. Funkcja
ta nie jest okreslona w punktach p, = 27n + 7/2, n € Z, bedacych zerami funkcji sin —1,
za$ na naktutym otoczeniu kazdego z tych punktéw jest holomorficzna. By wyznaczy¢ res,, f
zauwazamy, ze sin(p, +2) — 1 =cosz — 1 = —72 (2), gdzie h(z) =1 — 5224023 + ...
Tak wiec res,, f jest wspolezynnikiem przy 1/z rozwiniecia Laurenta (wokol zera) funkeji
%(z + pp — 7/2)/h*(2) — a wiec wspolezynnikiem przy z* rozwiniecia Macalurina funkcji
4(2 + p, — 7/2)/h*(2). Korzystajac z przykladu z §1.4 stwierdzamy, ze res, f = 2/3.
(Wyznaczanie res,, f w oparciu o dalsze wzory, patrz e) i i) ponizej, byloby bardziej zawite.)

d) Gdy f(2) = g(2)/(z — p)¥, gdzie k > 0, g(p) # 0 i funkcja g jest holomorficzna w
otoczeniu punktu p, to res,f = ﬁg(kfl)(p). Dla dowodu rozwinmy g w szereg Taylora:
g(z) = 327 du(z — p)". Podzielenie tej rownosci stronami przez (z — p)* wykazuje, ze
res,f = dy_1 = ﬁg“ﬁ_l)(p). (Ostatnia rownosé to wzor Taylora.) Dla przyktadu, gdy
f(z) =e"/(z2+1)% tores;f = —(cos1+isin1)(1+1i)/4 — dlaczego?

e) Gdy funkcja f ma w punkcie p osobliwo$¢ usuwalna, to res,f = 0. Gdy zas ma ona w
p biegun rzedu k, to

res, f = ﬁ lim g (2),  adzie g(2) = (= — p)* £ (). (12)

z—p
W tym bowiem przypadku powyzsza funkcja g przedtuza sie do funkcji g, holomorficznej
i niezerowej w otoczeniu punktu p. Stosujac do funkcji f(2) = §(z)/(z — p)* wzor z d) i
wykorzystujac ciggtosé pochodnych funkeji holomorficznej, otrzymujemy zadang rownoscé.

f) W szczegdlnosci, gdy f ma w p biegun rzedu 1, to res,f = lim,_,(z — p) f(2).

g) Niech funkcja g bedzie holomorficzna w otoczeniu punktu p, przy czym g(p) # 0. Z e)
i f) wynika, ze gdy p jest biegunem prostym (tzn. rzedu jeden) funkeji h, to res,(g-h) =
lim, ., g(2)(z — p)h(z) = g(p) - resph. (Poczynione zalozenia sa istotne!) Gdy zas p jest
zerem jednokrotnym funkcji h, to res,(g/h) = limz_mg(z)% = g(p)/N(p).

h) W zwiazku z e) powstaje pytanie, jak okresli¢ rzad bieguna. Odnotujmy wiec, ze
gdy punkt p jest uogdlnionym zerem k—krotnym funkcji g i [~krotnym funkcji h, to p jest
uogolnionym zerem (k — [)—krotnym funkeji g/h. (Wynika to ze stwierdzenia 1b).) Stad gdy
k > 1, to funkcja g/h ma w p osobliwos¢ usuwalna, a gdy k < [, to ma ona w p biegun rzedu
(I — k). Podobnie, p jest uogélnionym zerem (k + [)—krotnym funkcji g - h.

i) Powr6émy na koniec do funkeji f(2) = (2 —m/2)/(sin z — 1)?, rozpatrywanej w c¢). Ma
ona osobliwosci izolowane w punktach p,, = 2mn + 7/2. Pierwsza pochodna funkcji sin z — 1
W p, jest zerowa, za$ druga jest rézna od zera, wiec p, jest zerem dwukrotnym tej funkcji, a
czterokrotnym funkeji (sin z — 1)2. Zarazem p,, jest zerem zerokrotnym funkcji z — 7 /2 gdy
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n # 0, a jednokrotnym gdy n = 0. Wynika stad, ze f ma w punkcie py = 7/2 biegun rzedu
trzy, a w punkcie p,, dla n # 0 — rzedu cztery. ]

Przyklad. Dla dalszych potrzeb udowodnimy, ze jesli p jest uogdlnionym zerem krotnosci k
funkeji f, to resp(f%h) = kh(p) dla kazdej funkcji h, holomorficznej w otoczeniu punktu p i
spetniajacej warunek h(p) # 0.
Istotnie, zachodzi f = (z —p)* f1, gdzie funkcja f; jest holomorficzna w otoczeniu punktu
o

punktu p i fi(p) # 0. To daje 7= Z%pk + %; a ze funkcje % i kh sa holomorficzne w

otoczeniu punktu p, to reso(f7/h) =k -reso(=—h) = k- h(p); patrz a) i g) powyzej. O

1
Z=p
Zadanie (regula de L’Hospitala). Niech punkt p bedzie uogélnionym zerem tak funkeji g,
jak i funkeji b, przy czym jego krotnosc jest w obu przypadkach dodatnia lub w obu ujemna.

Wowcezas w C granica lim,_,, g(z)/h(z) istnieje i jest rowna lim,_,, ¢'(2)/h/(2).

Cwiczenie. Niech 0 bedzie uogélnionym zerem k-krotnym funkeji ¢ i I-krotnym funkeji h.
Gdy k > 0, to ilukrotnym jest 0 zerem ztozenia h o g?

5 Twierdzenie o residuach a caltki (w tym niewladciwe) i szeregi

Ponizszy material omawiany bedzie przede wszystkim na ¢wiczeniach.

Gdy funkcja zespolona f jest okreslona i ciagta na zorientowanym odcinku J = (p, q) C C,
to przez catke niewlasciwg [, f rozumiemy granice lim f[p,’q,] fprzyp — pqd — qi
p',q € (p,q) — jesli taka granica istnieje[lY] Podobna definicja stosuje sig, gdy J jest zorien-
towana polprosta lub prosta. Tu zajmiemy sie caltka niewtasciwg ffooo, gdy J = (—00, 00)R.

Uwaga 1. Istnienie granicy I = lim, . fjr f to warunek konieczny istnienia catki ffooo f.
Jest on tez wystarczajacy gdy funkcja f jest symetryczna (dlaczego?), lecz juz dla f(z) = =
granica lim, . [ f istnieje, a calka [ f — nie. Jednak gdy calka [ f istnieje (co na
ogot wymaga dodatkowego uzasadnienia), to jest rowna I, ]

Ponizej wpierw podamy dwa naturalne warunki, umozliwiajace wyznaczenie powyzsze]
granicy I, a nastepnie dowiedziemy, ze zapewniaja one tez istnienie catki. Oznaczmy przez
I1, otwarta potptaszczyzne Im z > 0, przez II, jej domkniecie, a przez I', potokrag {re' :
t € 10,7}, traktowany jako zorientowany tuk o poczatku w r. Zakladamy nizej, ze

f € H(II, \ S) dla pewnego skoiiczonego zbioru S C II, . (*)

Przez s oznaczmy (skoriczona) sume Zpe gTes, f residuéw funkcji f w punktach zbioru S.

10Calka niewlagciwa / ; f moze istnie¢ i gdy / 7 |f| = oc. Dla jasnosci, nalezatoby caltke niewtasciwa oznaczaé¢ inaczej, niz
calke Lebesgue’a — co w literaturze angielskiej ma miejsce (catke niewlasciwa poprzedza sie literami p.v, od ,principal value”).
Odnotujmy, ze dla ograniczonej funkeji ciagtej f i odcinka J = (p, q) zachodzi réwnosé [, f = f[p d f (dlaczego?).
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Uwaga 2. Jesli lim, fr f = ¢, to granica I = lim, . f;f istnieje 1 wynosi 2mis —
c. Istotnie, gdy liczba r jest wicksza niz modul kazdego z rozwazanych wyzej punktow
osobliwych, to na podstawie rownosci (10) liczba ffr f+ fn f jest rowna 2mis, skad wynika
teza. (Wykorzystalismy to, ze potkole {z : |z| < r,Im(z) > 0} jest zbiorem regularnym).

Twierdzenie 1. Jesli, procz (%), spelniony jest ktorys z ponizszych warunkow, to
lim, fFr f =0 1 wobec tego I = 27is:

i) Istniejq state M, R > 0 takie, ze |f(2)] < M/|z|* dla z € I, \ D(0, R).

i) im, o f(2)e™%* =0 dla pewnej liczby dodatniej a.
Dodatek: Zachodzi tez wowczas lim,_ o f A f =0, dla dowolnych tukow A, C T,.

f(z)] = msup,cr,
dt. Niech

Dowod. Ad i). Mamy | [, f| < 7rsup.cy
Ad ii).* Podobnie, | [ f| < [|f(re")

p(r) =sup{|f(z)e™*| : z € I}

Wtedy dla 2 = re't € T, jest iaz = iarcost —arsint, skad |f(2)| < o(r)]el®?| =
o(r)e”@smt A e dla t € [0,7/2] punkt (¢,sint) wykresu funkcji sin lezy nad prosta
przechodzaca przez punkty (0,0) i (7/2,1), to sint > 2¢. Zatem

O

/2 /2

|/f\ < /go(r)e_msmtr dt = 2rp(r) / e st 4t < 2rp(r) /e_im dt. (13)
A, 0 0

0
Ostatnie wyrazenie jest réwne Z¢(r)(1 —e™*") — co koriczy dowod, bo lim, . ¢(r) = 0.
Twierdzenie 2. Jesli spetnione sq warunki (*) i ii), to catka ffooo f istnieje.

Dowod. Zalézmy, ze zachodzi ii) i oznaczmy przez A, tuk {re’ : ¢ € [0,7/2]}. Gdy ry jest
liczbg wicksza niz modut kazdego z punktéw osobliwych funkcji f, to dla r > ry otrzymujemy
na podstawie twierdzenia o residuach

/fA/Of+[ /}f+A/Tf (14)

[ro, 7] irg, ir

Jak wiemy z ,dodatku” do twierdzenia 1, ostatnia catka w (14) dazy do 0 gdy r — oo.
Ponadto z warunku ii) wynika ograniczono$¢ funkcji f(it)e™ dla ¢ > rp, i tym samym

istnienie calki funkeji | f| na polprostej J = {it : t > ro}. Istnieje wiec granica lim, . [ f,
To
o
rowna [ f+ [ f,1podobnie istnieje catka [ f. Zatem calka ffooo f tez istnieje.
A, J

0 —0o0
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Uwaga 3. Czes¢ ii) twierdzenia 1 i twierdzenie 2 nazywane sa ,,lematem Jordana” Le-
mat ten umozliwia wyznaczenie tzw. transformaty Fouriera §(a) = f )eldzy
pewnych funkcji g. Jest on tez uzyteczny przy badaniu calek fioo (x) Cos(ax)dx lub
ffooog(x) sin(ax)dx, gdzie a > 0 (czy ogdlniej a # 0), a funkcja g przyjmuje na R war-
tosci rzeczywiste i rozszerza sie do funkcji g, holomorficznej w II, poza zbiorem skoiiczo-
nym. Poniewaz bowiem cos(ar) = Ree'™, sin(axr) = Im el wigc rzecz sprowadza si¢ do
wyznaczenia caltki ffooo g(z)e"*dx, a to — dzieki lematowi Jordana — do wyznaczenia sumy
pewnych residuéw, o ile tylko zatozenia lematu sa spetnione. (,Naturalniejsze” catkowanie
funkeji g(2) cos(az) wzgl. g(z)sin(az) w miejsce g(z)e'®* okazuje si¢ mniej dogodne.) [

Uzyjemy szacowania Jordana do wyznaczenia calek nieco innego typu.

Przyktad. Udowodnimy, ze fooo exp(iz?)dz = */T%ei”/ 4 lub réwnowaznie, ze tzw. calki
Fresnela Jo 7 cos(z%)dz 1 [ sin(2%)dz sg rowne /7 /8. W tym celu oznaczmy przez A, tuk
{rei : t € [0,7/4]}, zas przez p, punkt re’™1. Przy f(z) = exp(iz?) otrzymujemy | [, f| —
0 gdy 7 — oo. (Uzasadnienie, podobne jak dla (13), pozostawione jest jako zadanie.)
Stosujac twierdzenie Cauchy’ego o rownosci catek do petli [0, 7]#A,#[p,, 0] stwierdzamy
wiee, ze [y f— [ fl > 0gdyr — o0. Aze [ f = fore_tzei”/‘ldt i tzw. calka
[pr, 0] [pr, 0]
Poissona fooo et dt istnieje i wynosi /7 /2, wiec wynika stad teza. [
Gdy funkcja f ma osobliwo$¢ w pewnym punkcie p € R, to celowe moze by¢ uzycie
malych potokregow wokot p, pozwalajacych omingé punkt osobliwy.
Przyktad. Catkujac funkcje f(z) = 67 po drodze [—R,—r]#(=1,)#[r, R]#FR stwier-
dzamy, ze f__;;f + erf = frf — fPR f. Ponadto, funkcja F(z) = f(z) — ; przedtuza
sie holomorficznie na punkt 0, skad fr f= fr F+ fr %dz — migdy r — 0 (bo fr F—0
gdyr—>01fF %dZ:7ﬁ>. Wobectegolm(f:gf—l—fff) — 7 gdy r— 01 R — oo,
na podstawie twierdzenia 1ii), z a = 1. Po uwzglednieniu symetrii funkcji Im( fjr), rowne;
sinz/z, daje to rownos¢ [ 2Ly = 7 /2.
Twierdzenie o residuach jest pomocne nie tylko przy wyznaczaniu catek niewlasciwych,

ale i catek funkcji okresowych. Przekonuje o tym proste

Twierdzenie 3. Gdy f jest funkcjqg dwdch zmiennych rzeczywistych, ciggte na brzegu kota
jednostkowego D = {z : |z| = 1}, to

2m
/f(cost,sint) dt = /g, gdzie g(z) =L f(3(z+ 1), 5(z = 1)) dla z € OD.  (15)
0 oD

Jesli wiec powyzsza funkcja g przediuza sie do funkcji g, holomorficznej w D poza zbiorem
2m

skoriczonym S C D, to [ f(cost,sint) dt = 2ri > pes Tespg.
0
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Dowod. Rownosé (15) wynika z definicji catki [ g 1 wzoréw Eulera. H
oD
(Mozna wzor (15) tatwo zapamietad: ,podstawiamy” z := e = cost + isint, co daje

cost — isint, skad dalej cost = 3(z + 1), sint = 5-(z — 1).)

dz = ie'tdt = izdt oraz % =

Dalsze sposoby wykorzystania twierdzenia o residuach do wyznaczania catek wskazane sg

w §XVI.4 trzeciego tomu ,,Analizy” K. Maurina. Tu podamy jeszcze pewne zastosowania do
sumowania szeregow.

Twierdzenie 4. Niech funkcja h bedzie holomorficzna w C poza skoriczonym zbiorem S
i spetnia warunek |h(z)| < C/|z|* dla dostatecznie duzych |z|, gdzie C > 0 jest stalq.

Wowcezas 3 ,eq g h(n) = = 3 cgrespg, gdzie g(2) := h(z) ctg(mz).

Dowéd. Zbieznos¢ (bezwzgledna) szeregu ), 7 g h(n) wynika z zalozenia.

Rozwazmy teraz kwadrat Ky o srodku w 0 i bokach dtugosci 2N + 1, rownolegtych do
osi urojonej i rzeczywistej, odpowiednio. Na podstawie ostatniego zadania z §1.6.A, dla
dostatecznie duzych liczb naturalnych N funkcja | ctg(mz)| jest na jego brzegu ograniczona
przez 2, skad | [o. gl <4(@2N +1)-2sup{|f(2)]: 2 € OKn}. A ze |z] > N gdy z € 0Ky,
to dla duzych N uzyskujemy | [, gl < (8N + 4)2C /N? < 17C/N.

7 drugiej strony, przy S; := S U Z zachodzi ﬁ faKN g = ZpeSmKN res,g, na podstawie
rownoscei (10) zastosowanej do regularnego zbioru Ky. Ponadto, res,g = %h(n) dlan € Z\S,
patrz przyklad na koricu §4, przy f(z) = sin(rz). Stad [ >_ cgres,g + %Z%KN\S h(n)| <
17C'/N dla duzych N. (Litera n oznaczamy wytacznie liczby catkowite.) A ze n € Ky <
In| < N, to wobec skoriczonsci S 1 sumowalnosci szeregu ) 7 ¢ h(n), suma tego ostatniego

jest =Y cgTespg. O

Zadanie 1. Dowies¢, powtarzajac powyzsze rozumowanie, ze przy zatozeniach twierdzenia 4
ma miejsce r6Wnos¢ »_, s o(—1)"h(n) = —m > sres, f, gdzie f(z) := h(z)/sin(rz).

Zadanie 2. Zastosowac twierdzenie 4, gdy

a) h(z) = 1/2%

b) h(z) = 1/(z — w)?, gdzie liczba w € C \ Z jest ustalona;
c) h(z) = 1/(2* — w?), gdzie nadal w ¢ Z;

d) h(z) =1/z%

Zadanie 3.* Obliczy¢ > >° 1/n.
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V  Osobliwosci izolowane; funkcje meromorficzne.

1 Zasady izolowanych zer i identyczno$ci.
Z licznych konsekwencji dowiedzionych juz twierdzen oméwimy teraz tylko jedna.

Twierdzenie 1 (zasada izolowanych zer). Gdy f € H(U), gdzie U C C jest obszarem
(tzn. otwartym zbiorem spdjnym,), to rownowazne sq warunki:

a) zbior f~Y(0) zer funkcji f ma w U punkt skupienia;

b) istnieje punkt p € U taki, ze f™(p) =0 dlan =0,1,...;

c) f=0.

Dowdd. a) = b). Niech p € U bedzie punktem skupienia zbioru f~1(0) i niech N =
inf{n > 0: f™(p) # 0}. Na podstawie uwagi 1 i stwierdzenia 1 w §IV 4, jesliby N < oo,
to zachodzitaby réwnosé f(z) = (z — p)Vg(z), gdzie g € H(U) i g(p) # 0. Tym samym
zachodzitoby ¢g(z) # 0 dla z z pewnego otoczenia V' punktu p, ktory bytby wobec tego

jedynym zerem funkcji f w V', whrew wyborowi tegoz punktu. Dowodzi to, ze N = oc.
b) = ¢). Niech

P={peU: f"p)=0 dlakazdegon >0}
Zbior P jest domkniety w U, jako przeciecie miejsc zerowych funkeji ciggtych. Ponadto
gdy p € P, to fi¢ = 0 dla pewnego otoczenia G punktu p w U (*)

— bo szereg Taylora funkcji f o §rodku w punkcie p € P jest zerowy! Zbiér P jest wiec

zarazem otwarty w U, bo zawiera otoczenie kazdego swego punktu. A ze P # & (na

podstawie b)) i przestrzen U jest spojna, to P = U. Stad i z (*) wynika, ze f = 0.
Implikacja ¢) = a) jest oczywista. O

Whiosek 1 (zasada identycznosci). Niech g,h € H(U), gdzie U jest obszarem w C. Jesli
zbior {z € U : g(z) = h(z)} ma w U punkt skupienia, to g = h.

Dowo6d. Wynika to z twierdzenia, odniesionego do funkcji f = g — h. ]

Wnhiosek 2. (N) Gdy f jest niezerowq funkcja, holomorficzng w obszarze U C C, to krotnosé
k¢(p) kazdego punktu p € U jako pierwiastka funkcji f jest skoriczona.

Dowo6d. Wynika to z rownowaznosci b)<>c) w twierdzeniu. O

2 Funkcje meromorficzne i zasada argumentu.

Niech U C C bedzie zbiorem otwartym, a f — funkcja zespolona, okreslona na podzbiorze
ptaszczyzny C.
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Zadanie. Przy tych oznaczeniach, rownowazne sg warunki:

i) Dla kazdego punktu p € U, funkcja f jest okreslona i holomorficzna w pewnym jego
naktutym otoczeniu.

ii) Istnieje zbior S(f) C U, ktory jest dyskretny w U (tzn., nie ma w U punktow
skupienia) i taki, ze funkcja f jest okreslona i holomorficzna w U \ S(f).

Odnotujmy, ze zbior S(f) nie jest przez funkcje f wyznaczony jednoznacznie: mozemy
go n.p. powiekszy¢ o dowolny punkt p € U. Mozemy tez przedtuzy¢ funkcje f na wszystkie
punkty pozornie osobliwe p € S(f) i tym samym usunaé je z S(f).

Definicja. a) Gdy powyzsze rownowazne warunki sa spetnione to powiemy, ze f jest funkcja
holomorficzna w U poza izolowanymi osobliwo$ciami (lub: poza zbiorem dyskret-
nym w U).

b) Jedli ponadto f nie ma osobliwosci istotnej w zadnym punkcie zbioru S(f), to f
nazywamy funkcja meromorficzng w U. Zbior takich funkeji oznaczamy przez M (U).

Lemat 1. Gdy U jest obszarem w C i f € M(U), to f = 0 lub zbior S(f) U f~1(0) jest
dyskretny w U .

Dowod. Niech f # 0. Zakladamy nizej, ze f rozszerzono na wszystkie punkty pozornie
osobliwe. Poniewaz zbior S(f) jest dyskretny w U, wiec pozostaje dowies¢, ze kazdy punkt
p € U ma otoczenie V,, takie, ze V, N f~1(0) C {p}.

Gdy p € S(f), to istnienie V,, wynika stad, ze lim,_,, f(z) = co. Gdy zas p € U \ S(f),
to wynika ono z zasady izolowanych zer, odniesionej do funkcji f € H(U \ S(f)). By mie¢
prawo 7z tej zasady skorzystac, trzeba rozwiaza¢ czesé a) nastepujacego zadania:

Zadanie. Gdy zbior S C U jest dyskretny w zbiorze U, to
a) U\ S jest obszarem, jesli U nim jest;
b) kazdy zbior S" C S jest domkniety w U;
c) #(K NY) < oo dla kazdego zbioru zwartego K C U (skad #S5 < Ng).

Twierdzenie 1. Niech U bedzie obszarem w C. Wowczas M (U) jest ciatem (przy natural-
nych dziataniach), zamknietym ze wzgledu na rézniczkowanie.

Dowdd. Niech f,g € M(U). Stwierdzamy, ze:

i) g/f € M(U) gdy f # 0, bo funkcja g/ f jest holomorficzna w U poza zbiorem S =
S(g)U f7H0)US(f), dyskretnym w U, przy czym w kazdym punkcie p € S ma ona biegun
lub osobliwosé pozorna. (Korzystamy z przyktadu h) w §IV.4.)

ii) f+g9 € M(U), bo wokot kazdego punktu p € U funkcja f + g rozwija sie w szereg
Laurenta, ktorego czesé gtowna, w Slad za f i za g, zawiera tylko skoniczenie wiele wyrazow.

iii) Tak samo, f" € M (U). [

Oznaczenie. Niech f € M(U) \ {0}. Przez Ny i oznaczamy sume krotnosci uogélnionych
zer funkeji f, lezacych w danym zbiorze K C U. Gdy zbior K jest zwarty, to zer tych jest
skoniczenie wiele i liczba Ny g jest dobrze okreslona. (Patrz wyzej i wniosek 2 w §1.)



55 H. Torunczyk, Wyklad z FA (jesienn 2012)

Uwaga 1. Zalézmy, zgodnie z uwaga 1 w §IV.4, ze f nie ma osobliwosci usuwalnych. Wtedy
Nyx =Zrx — Bri (16)

gdzie Zg i to suma krotnosci ,prawdziwych” zer funkeji f € M(U), lezacych w K, za$
By i to suma rzedow jej biegunow w K. Gdy wiec funkcja f jest holomorficzna (nie ma
biegunow), to Ny g daje informacje o liczbie jej zer, liczonych z krotnosciami. ]

Twierdzenie 2 (zasada argumentu). Niech niech funkcja f, meromorficzna w otoczeniu
zwartego zbioru regularnego K, nie ma zer ani biegunow na jego brzequ. Wowczas
f/
omi ) f
r

Nig = =ind(fol',0), gdziel := 0K to zorientowany brzeg. (17)

)

Uwaga 2. a) Wyzej, dla cyklu T' = Y1 | ~;, gdzie »; : [a;,b;] — C sa drogami zamknietymi,
definiujemy f oI jako cykl Y"1, f o~ (Kazda z drog f o~; jest zamknieta.)

b) Nazwa ,zasada argumentu” bierze sie stad, ze jesli I' = v jest droga zamknieta, to 27 -
ind(fo~,0) jest przyrostem argumentu punktu f(p), gdy punkt p = (¢) jednokrotnie obiega
krzywa im(7y) (tzn. parametr ¢ w sposob rosnacy przebiega dziedzine petli 7). Rownosé ta
wynika z czesci 1) uwagi 1 w §I11.3. O

Dowod twierdzenia. Druga rownos¢é w (17) wynika (jak?) z definicji indeksu. Pozostaje
dowies¢ pierwsze;j.
Przez U oznaczmy otoczenie, o ktorym mowa w twierdzeniu. Niech S := K N (S(f) U

f71(0)); z zadania wiemy, ze #S < oco. Funkcja f’/f jest holomorficzna w K\ S, bo tak 1/f,
jak i f’ sa holomorficzne w otoczeniu tego zbioru. Ponadto, w punktach p € S jej residuum

jest rowne krotnosci k(p) punktu p jako uogolnionego zera funkeji f; patrz koricowy przyktad
w §IV.4. Wobec tego z twierdzenia o residuach (patrz wzor (10)) uzyskujemy:

1 /
9 %zZrespf/f Zk = Ny O

Cwiczenie. Przy zaloZeniach zasady argumentu, niech h € H(K) i h(z) # 0 dla z € 0K.
Dowiesé, ze faK F = 2mi > vex kr(p)h(p), gdzie sumujemy po wszystkich uogdlnionych
zerach p funkcji f w K.

Cwiczenie. Dowies¢, ze gdy funkcje f, g sa meromorficzne w obszarze U C Cizbior K C U
jest zwarty, to Nygx = Ny + Ny k.

3 'Twierdzenie Rouchégo.

Twierdzenie 1 (Rouchégo). Niech funkcje f i g bedg meromorficzne w otoczeniu zwartego
zbioru regularnego K @ nie majqg biegunow na jego brzegu. Jesl

[f(w) = g(w)| <[f(w)]  dla w e BdK, (18)
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to Nf,K = Ng,K-

Dowo6d. Niech petla v; bedzie jedna ze sktadowych cyklu I' = OK. Z zalozenia, petle
A= fov i p:= go~,; spelniaja warunek |A — pu| < |A|, skad homotopia (su + (1 —
§)A)sepp,1] pomiedzy A i p przyjmuje wartosci w C \ {0}. (Korzystamy z tego, ze gdy
21,20 € Ci |z — 29| < |z1], to [21,22) € C\ {0}.) Zatem ind(A,0) = ind(y,0), czy
rownowaznie ind(f o~;,0) = ind(g 0 7;,0). Sumujac po wszystkich sktadowych ~; wnosimy,
ze ind(f oI',0) =ind(g o I',0). Teza wynika wiec z zasady argumentu. O

Uwaga 1. * Wyzej, regularnosé zbioru K jest zbedna: wystarcza zwartos¢. Patrz §VIL.5.
Wskazmy na pewne zastosowania twierdzenia Rouchégo:

Twierdzenie 2 (Hurwitza). Niech U C C bedzie obszarem i niech cigg funkeji f, € H(U)
bedzie niemal jednostagnie zbiezny do funkcji f, réznej od statej. Jesli rownanie f(z) = w ma
w U co najmniej k réznych pierwiastkow, to dla dostatecznie duzych n réwnanie f,(z) = w
tez ma w U co nagmniej k roznych pierwiastkow.

Dowéd. Mozemy zatozy¢, ze w = 0 — inaczej funkcje f, zastapimy przez f, —w, a f przez
f —w. Niech pq,...,pr bedg réznymi zerami funkcji f. Obierzmy parami roztaczne kota
D; = D(p;,r) C U tak, by D; N f~40) = {p;} dla 1 < i < k. (Korzystamy z zasady
izolowanych zer.) Liczba e = inf.cx|f(2)], gdzie K = |J;_; D, jest wtedy dodatnia. Dlan
tak duzych, by ||f — fullx < ¢, 1 kazdego ¢, mamy Z¢, p, = Z¢ p, na podstawie twierdzenia
Rouchégo. Funkcja f ma wiec zero w kazdym dysku D; i tacznie ma ich niemniej, niz k. [

Zadanie. f Gdy funkcja f jest holomorficzna w kole domknietym D o $rodku w p i spelnia
nierownosé |f(z) — f(p)| > R dla z € 9D, to jej obraz zawiera dysk D(f(p), R).

4 Charakteryzacja r6znych typow osobliwosci izolowanych

Ponizej zaktadamy, ze V' jest naktutym otoczeniem punktu p € C i f € H(V).

Twierdzenie 1 (Wersja lematu Riemanna o przedtuzaniu). Réwnowazne sq warunki:
a) o0sobliwosé w punkcie p jest usuwalna,
b) [ mozna przedtuzyc do funkcji fe HV U{p}).
¢) istnieje granica lim,_,, f(z) € C.
d) lim;_,(z —p)f(z) = 0.

Dowéd. Rownowaznosci a) < b) dowiedziono w §IV.4, a implikacje b) = ¢) = d) sa
oczywiste. Gdy za$ zachodzi d), to funkcja z — (2 — p)f(2) przedtuza sie do funkcji
ciaglej g, a ta jest holomorficzna na podstawie uwagi 1b) w §IV.1. Poniewaz g(p) = 0, wiec
g(z) = (z—p)]?(z) dla wszystkich z € V' i pewnej funkcji fe H(VU{p}), majacej wlasnosé
wymagang w b) (bo (z —p)f(z) = (z — p)f(2) dla z € V' \ {p}). Tak wiec d) = b). [
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Twierdzenie 2 (Casoratiego—Sochockiego—Weierstrassa). Rownowazne sq warunki:
a) dla kazdego naktutego otoczenia Viy C'V punktu p, zbidor f(Vy) jest gesty w C;
b) w C nie istnicje granica lim,_., f(2);
c¢) osobliwosé w punkcie p jest istotna.

Dowdd. Implikacja a) = b) jest oczywista. By dowiesé, ze —¢)—b) zauwazmy, ze — na
podstawie stwierdzenia 1b) w §IV.4 — jesli k¢(p) # —oo, to lim,_,, f(2) = oo lub tez istnieje
lim,_,, f(z) € C, zaleznie od tego, czy ks(p) < 0 (tzn., w p jest biegun), czy tez ks(p) > 0
(tzn. osobliwos¢ w p jest usuwalna).

Gdy zas$ obraz f(Vp) naktutego otoczenia Vj punktu p nie jest gesty w C, to jest roztaczny
z pewnym dyskiem D(zp, ). Funkcja g(z) = 1/(f(z) — 20) jest wtedy poprawnie okreslona i
holomorficzna w Vj, przy czym |g| < 1/r. Na podstawie twierdzenia 1, istnieje lim,_., g(2) €
C wobec czego funkcja f = 2y + 1/¢ ma granice w C. To dowodzi, 7e —a) = ). O

Whniosek 1. Funkcja f ma punkcie p biequn wtedy i tylko wtedy, gdy lim,_,, f(2) = oco. O

Dodatek do §4: informacja o wielkim twierdzeniu Picarda.

Twierdzenie 2 mozna znacznie wzmocnic¢: obraz naktutego otoczenia punktu istotnie oso-
bliwego nie tylko jest gesty w C, ale ,prawie réwny” C:

Twierdzenie 3 (Picarda, wielkie). Obraz dowolnego otoczenia naktutego punktu p € C,
przy funkcji majgeej mim osobliwosé istotng, jest catq plaszczyzng C z pominieciem byé
moze jednego punktu.

Twierdzenie to udowodnimy w §VIII.3; tu ograniczymy sie do ponizszych komentarzy.

Uwaga 1. Nietrudno wywnioskowac, ze przy zalozeniach twierdzenia istnieje punkt ¢ € C
taki, ze kazda wartosé z C\ {q} jest przyjmowana w dowolnym otoczeniu naktutym punktu
p — a wiec nieskonczenie wiele razy w takim otoczeniu. H

Wniosek 2. Funkcja f € H(C), nie bedgca wielomianem, przyjmuje nieskoniczenie wiele
razy kazdg wartosé w C, procz byc moze jedne;.

Dowo6d. Funkcja z — f(1/z) ma w zerze osobliwos¢ istotna; patrz dalej twierdzenie 2 w §5.

Uwaga 2. ,Wartos¢ pomijana” we wniosku moze istnie¢ — np., dla funkcji exp jest nia 0.
Podobnie jest z twierdzeniem Picarda i funkcja z +— exp(1/z), majaca osobliwos¢ istotna.

5 Rownouprawnienie nieskonczonoSci.

Niech funkcja f bedzie holomorficzna w otoczeniu naktutym V' punktu oo (a wiec w zbiorze,
zawierajacym pewien pierScieni |z| > r). Twierdzenia z §4 sugeruja przyjecie takich definicji:
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Definicja. a) Powiemy, ze f ma w nieskoniczono$ci (tzn. w punkcie p = oo € @)
osobliwo$¢ usuwalng (czy: pozorna), gdy w C istnieje granica lim, ., f(2);
biegun, gdy lim, ., f(2) = oo;
osobliwo$¢ istotna, gdy w rozszerzonej ptaszczyznie C nie istnieje granica lim, ., f(2).

Uwaga 1. (N) Przy j : C — C oznaczajacym homografie j(z) = 1/z, typ osobliwosci
funkcji f w nieskonczonosci jest taki sam, jak typ osobliwosci funkcji f o 7 w zerze.

Wnhiosek 1. (N) a) Twierdzenie Casoratiego—Sochockiego—Weierstrassa z §V.4 pozostaje
prawdziwe, gdy p = 00.
b) f ma w punkcie p = 0o osobliwosé pozorng wtedy i tylko wtedy, gdy lim,_, @ =0.

Dowéd. Ad a). Poniewaz Vj jest naktutym otoczeniem nieskoriczonosci wtedy i tylko wtedy,
gdy 7(Vo) jest naktutym otoczeniem zera, wiec wystarcza skorzystac¢ z uwagi 1.

Ad b). Z twierdzenia 1 w §4 wiemy, ze foj ma w zerze osobliwo$¢ pozorna wtedy i tylko
wtedy, gdy lim,_g zf(1/2) = 0 — a wiec wtedy i tylko wtedy, gdy lim,_, f(2)/z=0. H

Whniosek 2. Rozwirimy funkcje f w pierscieniu |z| > r w szereg Laurenta ), , cn2".
a) Jesli f ma w nieskoriczono$ci 0sobliwosé pozorng, to ¢, =0 dlan > 0.
b) Jesli f ma w nieskoriczonosci biegun, to ¢, # 0 tylko dla skoriczenie wielu n > 0.
c¢) Implikacje odwrotne tez sq prawdziwe. ]

Zadanie 1. Wywnioskowaé, ze jesli lim, ., 2°f(2) = 0 dla pewnego k € Z, to ¢, = 0 dla
n > —k i wobec tego |f(z)] < C/|z|**! dla pewnej statej C' i dostatecznie duzych |z|.

Definicja. Funkcja f jest meromorficzna w zbiorze otwartym U C @, co zapisujemy
f € M(U), gdy jest ona holomorficzna w U poza pewnym zbiorem S(f), dyskretnym w U,
i w zadnym punkcie p € S(f) nie ma osobliwosci istotnej. (Zaktadamy, ze oo € S(f) jesli
oo € U, by mozna byto méwi¢ o holomorficznosci w U \ S(f).)

Przyktad. Funkcja exp jest nie jest meromorficzna w @, cho¢ jest holomorficzna poza p =
oo. Bierze sie to stad, ze ma ona w 0o osobliwosé istotna (co widaé¢ n.p. z wniosku 2).

Uwaga 2. a) Funkcja f € M(U) wyznacza funkcje g : U — C taka, 7e f(z) = g(z) dla
z € U\S(f)ig(z) =ocodlaze S(f). Oczywiscie, g jest ciagta w U i holomorficzna w
U N C poza zbiorem g~1(c0), dyskretnym w U. Odwrotnie, funkcja g : U — C, spelniajaca
te warunki, wyznacza funkcje f = gunc € M(U), przy czym S(f) = g~ '(o0) UU N {oo}.

b) Mozna wiec na funkcje f € M(U) patrzeé jako na pewne funkcje ciaglte U — C.
W tym ujeciu, nie maja one zadnych ,osobliwosci” (=punktéw nieokreslonosci) i powinny
raczej by¢ nazywane funkcjami holomorficznymi z U do C. Wymaga to jednak zdefiniowania
pochodnej f'(p), a takze i innych uzywanych dotad poje¢, gdy p = oo czy f(p) = co. W
tym wyktadzie wprowadzimy tylko residuum w nieskoriczonosci.
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Definicja. Przy oznaczeniach zadania 1, liczbe —c_; nazywamy residuum funkcji f w
nieskonczonosci.

Twierdzenie 1 (Cauchy’ego o residuach, jedna z wersji dla @) Gdy D C C jest dyskiem,
a funkcja f jest meromorficzna w C\ D i nie ma biegundw na brzeqgu 0D dysku D, to

fé)D f - _27Tl ZpES(f)\D l”eSpf.

Dowd6d. Wobec zwartosei @\D, zbior S(f) jest skoriczony, a S(f)\{oc} —zawarty w pewnym
kole Dy :={z: |z] < R}. Jak wiemy, pierscieii P = D;\ D jest zbiorem regularnym, skad na
podstawie twierdzenia o residuach z §IV.3, ma miejsce rownosé |, op ] = 2mi Zp res, f, gdzie
sumowanie jest po wszystkich punktach p € S(f) NP = (S(f) \ D) \ {oo}. A ze [, =

Jop, = Jops to Jop [ = —2mi3" ves,f + [, f. Pozostaje skorzysta¢ z rownosci [, f =
2mic_1, wynikajacej w holomorficznosci f w pierécieniu C \ D;. (Patrz (7) w §1V.2.) O

Whniosek 3. Gdy funkcja f jest holomorficzna w C poza zbiorem skonczonym, to suma jej
residudw (wtgczajge residuum w nieskoriczonosci) jest réwna zeru.

Dowod. Obierzmy malty dysk D tak, by funkcja f byla holomorficzna w D. Wowczas
faD f =01 teza wynika z twierdzenia 1. ]

Zbadajmy najprostsze funkcje meromorficzne.
Twierdzenie 2. Gdy f € H(C) iistnieje granica lim, . f(z) € C, to f jest wielomianem.

Dowdd. Z zalozenia, f rozwijasi¢ w C w szereg Maclaurina - cr2¥. Poniewaz osobliwogé
w nieskonczonosci jest pozorna, to ¢, = 0 dla prawie wszystkich n > 0, patrz zadanie 1.
Stad wynika teza. ]

Zadanie 2. 7 zadania 1 uzyskac¢ wersje twierdzenia Liouville’a: jesli f € H(C)i|f(z)| <
C'|z|* dla pewnych s, C' > 0 i dostatecznie duzych |z|, to f jest wielomianem stopnia < |s].

~

Twierdzenie 3. Funkcja, meromorficzna w catej sferze C, jest sumq wielomianu i skon-
czenie wielu utamkow prostych wtasciwych — a wiec jest funkcjg wymierng.

Powyzej, funkcja wymierna nazywamy iloraz dwoch wielomianéw (patrz §1.6.B), nato-
miast utamek prosty wtasciwy to funkcja postaci ¢/(z — p)", gdzie p,c € Cin € N.

Dowdd twierdzenia. Rozwazana funkcja, ktora nazwijmy f, ma w zwartej przestrzeni C
pewien skoriczony zbior Py biegunéw. Niech P = Py \ {oo} oraz

Gf e/ Z G,f, laczna czesc osobliwa funkeji f.

peP

Wiemy z lematu 1 w §IV.3, ze f — G f przedtuza sie do funkcji holomorficznej g : C — C.
Ponadto, kazda z funkcji G,f, a przez to i G f, jest skoiiczona suma utamkéw prostych
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whasciwych. Zatem lim, (G f)(z) = 0 i istnieje granica lim,_,, g(z), rowna lim,_,, f(2).
Na podstawie twierdzenia 2, g jest wielomianem, a f = g + Gf szukanym rozktadem.  [J

Twierdzenie 3 daje wiec rozktad funkeji wymiernej na utamki proste. Istotne jest tez:

Twierdzenie 4. Funkcja, roznowartosSciowa i holomorficzna w C poza zbiorem dyskretnym,
jest homografiq (Scislej: przedtuza sie do homografii).

Dowdd. Twierdzenie ma prostsza wersje, w ktorej zakiada sie przediuzalnosé f do roznowar-
tosciowe] funkeji ciaglej f: C — C, majacej w C skoriczony zbior biegunow. Jesli wowczas
f(oo) 00, to f( ) # oo dlap € C, wobec czego z twierdzenia 1 wynika, ze f jest wielomia-
nem, zas z zasadniczego twierdzenia algebry — ze deg(f ) 1. (Inaczej funkcja f nie bytaby
réznowartosciowa.) Gdy za$ f(oo) # 0o, to odnosi sie to do funkeji g = 1/(f — f(o0)), skad
i w tym przypadku f = f(oo) + 1/g jest homografia.

* Ponizszy dowod wersji mocniejszej (podanej w sformutowaniu twierdzenia) jest ma-
terialem uzupetniajacy. Udowodnimy wpierw, ze gdy funkcja f jest roznowarto$ciowa i
holomorficzna w zbiorze otwartym U C C poza zbiorem S, dyskretnym w U, to jest mero-
morficzna, a jej ciaglte przedhuzenie ]?: U— C jest funkcja réoznowartosciowa. Uzasadnienie
oparte jest o twierdzenie o zachowywaniu obszaru, ktore udowodnimy w §VI.1.

Obierzmy w tym celu dysk D C U \ S(f). Zbior Uy = U \ D \ S(f) jest otoczeniem
naktutym kazdego punktu p € S, a jego obraz f(U)) jest roztaczny ze zbiorem f(D). Ponie-
waz ten ostatni jest otwarty w C (na mocy przywolanego twierdzenia), wiec z twierdzenia
Casoratiego—Sochockiego-Weierstrassa wynika, ze f nie ma osobliwosci istotnej — a zatem
przedtuza sie do funkcji ciagtej f: U — C. Ponadto, jesli p,q € U i p # ¢, to istnieja w U
roztaczne otoczenia: V), punktu p i V;, punktu ¢. Z twierdzenia o zachowywaniu obszaru, w
wersji z zadania z §VI.1B, wynika tym razem, ze zbior f (V) jest otoczeniem punktu f(p),

za8 f(Vy) — punktu f(g). A ze fF(V, \ {p}) N f(Vy\ {p}) = 0, to f(p) # f(g) ~ co dowodzi
roznowartosciowosci funkeji f

Wroémy do dowodu tezy twierdzenia. Udowodnilismy, ze badana funkcja f przedtuza sie
do ciaglej réznowartosciowej funkcji f : C — C Zbior f_l(m) U {0}, poza ktorym f
jest holomorficzna, jest wiec skonczony i mozemy teraz rozszerzy¢ f do réznowartosciowe]
funkcji cigglej C — C. Gdy funkcje te nadal nazwaé ]7, to znajdziemy sie w przypadku,
rozpatrzonym na poczatku. ]

Zadanie 3. Utozsamijmy kazda funkcje f € M(U), gdzie U jest zbiorem otwartym w C, 7
odpowiadajaca jej funkcjg ciagta U — C. Dowiesé, ze:

a) Gdy f € M(U), to zbior f~1(w) jest dyskretny w U dla kazdego w € C.

b)Gdy fe M{U),ge M(V)i f({U)CV,togo fe M(U).

Cwiczenie. Udowodnié, zZe res, f = resog, gdzie g(z) := —%f(%)
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VI PODSTAWOWE KONSEKWENCJE

1 Konsekwencje analityczno$ci funkcji holomorficznych
A. Lokalny opis funkcji holomorficznej.

Zaktadamy nizej, ze U C C jest obszarem, funkcja f € H(U) nie jest stata i p € U. Oczywi-
Scie, p jest pierwiastkiem rownania f(z) = f(p); niech bedzie to pierwiastek n—krotny.

Twierdzenie 1 (o opisie funkeji w otoczeniu punktu). Przy tych zatoZeniach, istnieje otocze-
nie G punktup wU takie, Ze f(2) = (h(2))"+ f(p) dla z € G, gdzie funkcja h € H(G) prze-
ksztatca G homeomorficznie na pewien dysk D(0,r) i spetnia warunki h(p) = 0 i h'(p) # 0.

Schematyczny
rysunek:

Whniosek 1. Rownowazne sq warunki:
a) funkcja f jest réznowartosciowa na pewnym otoczeniu punktu p;
b) p jest jednokrotnym pierwiastkiem réwnania f(z) = f(p);

c) f'(p) # 0.
Dowod. Rownowaznosé b) < ¢) wynika z definicji, a a) < b) — z twierdzenia, bo tylko dla
n =1 funkcja z — 2" + f(p) jest roznowartosciowa w pewnym otoczeniu zera. O

Wnhniosek 2. Przy oznaczeniach twierdzenia, réwnanie f(z) = q ma dla ¢ € D(f(p),r") \
{f(p)} doktadnie n pierwiastkéw w G, kazdy krotnosci 1.

Dowo6d. Rownanie g(2) = ¢, gdzie g(2)=2"+ f(p), ma w D(0,r) doktadnie n pierwiastkow,
i na otoczeniu kazdego z nich funkcja g jest roznowartosciowa. Poniewaz h : G — D(0,r)
jest homeomorfizmem, wiec rownanie goh(z) = ¢ ma n pierwiastkow w G, kazdy krotnosei 1.
(Korzystamy z rownowaznosci a)<b) we wniosku 1.) O

Dowdd twierdzenia. Mamy f(2) — f(p) = (2 — p)"g(z) dla pewnej funkcji ¢ € H(U)
spetniajacej warunek g(p) # 0. Funkcja g jest niezerowa na matym dysku D C U o srodku
w p. Na mocy twierdzenia 3 z §I11.2, istnieje funkcja go € H(D) taka, ze gj = g;p. Niech
ho(2) = (2 = p)go(z) dla z € D; wtedy fip = hy + f(p) oraz hy(p) = go(p) # 0. Poniewaz
ponadto hg(p) = 0, wiec hy przeksztalca pewne otoczenie G punktu p homeomorficznie na
pewien dysk D(0,r). (Wykorzystaliémy twierdzenie 1 z §1.8.) Przyjmujemy h = hgjq. O

B. Otwartosé funkcji holomorficznych i zasada maksimum.

Twierdzenie 1 (o zachowywaniu obszarow). Gdy zbior U C C jest obszarem i funkcja
f € H(U) nie jest stata, to zbior f(U) jest obszarem, a przeksztatcenie f jest otwarte.
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Dowdd. Dla kazdego punktu p € U poprzednie twierdzenie daje zbior G, C U taki, ze f(G))
jest dyskiem o $rodku w f(p). Zbior f(U) = U{f(G,) : p € W} jest wiec otwarty w C, a
jako ciagly obraz zbioru spojnego jest tez spojny (czyli jest obszarem).

Stosujac to przy U zastapionym przez dysk D C U stwierdzamy, ze przeksztalcenie
f U — C jest otwarte, bo przeprowadza dowolny taki dysk na zbior otwarty. ]

Twierdzenie 2 (zasada maksimum). Przy zatozenich twierdzenia 1, funkcja | f| nie przyj-
mugje maksimum w U, za$ minimum przyjmuje w swych zerach (jesli je ma).

Dowodd. Niech p € U. Jak juz wiemy, zbior f(U) zawiera pewien dysk o srodku w
f(p). Oczywiscie, do dysku tego nalezy punkt w taki, ze |w| > |f(p)|. Zatem |f(p)| <
sup.cp | f(2)], dla kazdego p € U. Tak samo, gdy f(p) # 0, to |f(p)| > inf.cv|f(2)]. O

Uwaga 1. a) Z dowodu wynika, ze funkcja |f| nie ma w U punktow lokalnego maksimum,
a punktami jej lokalnego minimum sa jej zera.

b) Tak samo, funkcje Re f i Im f nie maja w U punktow (lokalnego) ekstremum.

c) Wyzej, zaklada sie niestatos¢ f. Niekiedy jednak wygodniej jest a) czy b) stosowac
w takiej postaci: jesli U jest obszarem, f € H(U) i ktoras z funkcji | f|, £ Re f, = Im f ma
w U punkt lokalnego maksimum, to funkcja f jest stala.

d) Stad i z twierdzenia o przyjmowaniu kresow przez funkcje ciagta na zbiorze zwartym
wynika, ze gdy funkcja f jest ciaglta na domknieciu ograniczonego obszaru U C C i holomor-
ficzna w U, to funkcje |f|,£Im f, £ Re f swoj kres gorny przyjmuja na brzegu zbioru U.
(Dla niestalej funkcji f przyjmuja go bowiem w punktach zbioru zwartego U, lecz nie w U.)

Zadanie. Udowodni¢, ze obraz spojnego zbioru otwartego U C C przy niestatej funkcji
meromorficznej f jest zbiorem otwartym w C. (Wskazowka: otwartos¢ wystarcza sprawdzac
w otoczeniach punktow p € U. Gdy p # oo # f(p), wykorzystaé twierdzenie 1 i lemat
Riemanna z §V.4. Pozostate przypadki sprowadzi¢ do powyzszego przez rozpatrzenie funkceji
fojlubjo flub jo foj, gdzie j to inwersja z — 1/z.)

C. Twierdzenie Morery i zasada symetrii Riemanna—Schwarza

Twierdzenie 1 (Morery). Funkcja f : U — C, cigglta w zbiorze otwartym U C C, jest

holomorficzna wtedy i tylko wtedy, gdy [ f =0 dla kazdego trijkata N C U.

[oJAN
Dowdd. (=) Wynika to z lematu Goursata.
(<) Niech D C U bedzie dyskiem. Z wniosku w §I1.2 wynika istnienie funkcji funkcji F,
pierwotnej dla fip. Funkcja F' jest holomorficzna, wige analityczna; jej pochodna fip jest
zatem holomorficzna. (Korzystamy z wniosku w §1.5.) Wobec dowolnosci dysku D C U,
funkcja f jest holomorficzna. ]

Oto dwa przykladowe zastosowania twierdzenia Morery.
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Twierdzenie 2. Niech L C C bedzie prostg, a U C C - zbiorem otwartym. Gdy funkcja
ciggta f : U — C jest holomorficzna w zbiorze U \ L, to jest holomorficzna w U.

Dowd6d. Oznaczmy przez U™ 1 U™ przeciecia zbioru U z polplaszezyznami otwartymi, na
ktore prosta L dzieli ptaszczyzne. Postuzymy sie twierdzeniem Morerey i rozwazymy kilka
przypadkow, zaleznych od polozenia trojkata A.

)Gdy ACU " lub ACU,to [ f=0namocy lematu Goursata.
G

ii) Gdy A C UTUL lub A € U~ U L, to we wnetrzu trojkata A budujemy trojkaty
A, (n = 1), ktorych wierzchotki daza do wierzchotkow trojkata A. 7 1) wynika, ze

/f_ lim f_ lim 0 = 0.

n—oo n—oo

iii) Jesli A przecina zar6wno U™, jak i U™, to dzielimy trojkat A na trzy mniejsze, jak na

rysunku. Jak juz wiemy, [ f=0dlai=1,2,3, skad ff SO ff—O O
on;

Uwaga 1. Ta sama teza pozostaje stuszna, gdy L jest okregiem. Istotnie, by sprawdzi¢
rozniczkowalnos¢ w punkcie p € L mozemy obraé¢ taka homografie h, przeprowadzajaca ten
okrag na pewna prosta Ly, by h(p) # co. Wowcezas zalozenia twierdzenia sa spetnione przez
zbior Uy := h(U) \ {oo} i funkcje f1 := f o h™!. Funkcja fi ma wiec pochodng w punkcie
h(p), a funkcja f = f; o h~! ma ja w punkcie p.

Ponizsza zasade symetrii Riemanna—Schwarza [1| sformutujemy w wersji dotyczacej
opisanej w §1.6.C symetrii sp wzgledem uogélnionego okregu T'. Zbiér U nazwiemy syme-
trycznym wzgledem tego okregu, gdy sp(U) = U; para zas punktow 21, zo jest symetryczna
wzgledem T, gdy symetryczny jest zbior {z1, zo}. Czytelnik moze przy pierwszym czytaniu

chcieé¢ ograniczy¢ si¢ do przypadku, gdy okrag jest prosta Im z = 0; wtedy symetria sp jest
zwykla symetrig zwierciadlang z +— Z.

Twierdzenie 3. Niech obszar U C C bedzie symetryczny wzgledem okregu 11 @ niech funkcja
ciggta f - U — C przeprowadza Ty NU w podzbior okregu Ts. (Okregi mogq byé uogdlnione.)
Wowczas rownowazne sq warunk::

a) funkcja f jest holomorficzna,

b) funkcja f jest holomorficzna na jednej z dwdch sktadowych zbioru U\Ty i przeprowadza
pary punktow z U, symetryczne wzgledem Ty, w pary symetryczne wzgledem Tb.

Dowod gdy Ty = Ty = R. b) = a). Oznaczmy rozwazana sktadowa przez UT, a pozo-
stalg przez U~. Funkcja f, ze wzgledu na zalozona wtasno$é symetrii, spetnia dla z € U~

HUPpor. uwaga 5 w §1.6.C. Wedtug Ahlforsa, Riemann i Schwarz rozwazali dalsze szczegdlne przypadki, a zasade sformulowat
Caratheodory. W wielu pracach nazywana jest ona ,zasadg Schwarza—Caratheodory’ego”.
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warunek f(z) = f(Z). Jest wiec ona holomorficzna nie tylko w U™, ale i w U™, patrz zadanie
w §1.3. Zatem f € H(U) na podstawie twierdzenia 2, zastosowanego przy L = R.

a) = b). Gdy f € H(U), to zadajemy funkcje g : U — C wzorem g(z) = f(z) dla
zeU\U ig(z) = f(Z)dlaze U\UT. Funkcja g jest poprawnie okreslona i ciggta, bo
oba wzory daja ten sam wynik na czesci wspoélnej dziedzin, zawartej w R. Jak udowodniono
wyzej, g € H(U), skad f = g na podstawie zasady identycznosci, bo f(z) = g¢(z) dla
z € U'. A Ze g spelnia zadany warunek symetrii, to spelnia go i f.

Przypadek ogélny.” Sprowadzamy go do powyzszego jak w uwadze 1, przeprowadzajac
okrag T; (1 = 1,2) homografia h; na prosta R i stosujac powyzszy przypadek szczegolny
do przeksztatcenia hy o f o hl_l. (Gra oczywiscie role to, ze homografie zachowuja symetrie
wzgledem okregow; patrz uwaga 5 w §1.6.C.) B

2 Konsekwencje twierdzenia i calkowych wzoréw Cauchy’ego.
A. Nieréwnosci Cauchy’ego i twierdzenie Liouville’a.
Twierdzenie 1 (Nieréwnosci Cauchy’ego). Gdy D = D(z,7) i f € H(D), to

(o)l < miM/r"dla n >0, gdzie M = || fllop: (19)

Dowdd. Na podstawie wzoréw catkowych Cauchy’ego (patrz (4) w §IV.1),

F(z) = n!. / @ iﬁ))nﬂ dw.

271
oD

Poniewaz |f(w)| < M i |w— 2| =r dla w € 0D, wigc otrzymujemy stad

n! M n!
D) -
|27i] 4oD)

[F(z0)] <

Tn+1 rn

Oto zastosowanie tego twierdzenia:

Twierdzenie 2 (Liouville’a). Jedynymi ograniczonymi funkcjami catkowitymi (tzn., ho-
lomorficznymi w catej ptaszezyznie C) sq funkcje state.

Dowéd. Ogolniejsza wersja zostata juz wskazana w zadaniu 2 z §V.5; podamy jednak uza-
sadnienie oparte na twierdzeniu 1. Niech f € H(C) i ||f|lc < co. Z twierdzenia 1, zastoso-
wanego do D(z,r) wynika, ze |f'(2)| < ||f|lc/r dla kazdych r > 01z € C. Stad f/' =01
wobec tego f = const. ]

Uwaga 1. Odnotujmy, ze funkcja exp, rozna od stalej i holomorficzna w catej ptaszczyznie,
jest ograniczona na kazdej potptaszczyznie Re z < c.
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Cwiczenie. Niech funkcja f € H(C) bedzie ograniczona. Dla danych a,b € C dowiesé,

ze lim, o [ % dw = 01 uzy¢ twierdzenia o residuach do uzyskania jeszcze innego

|w|=r
dowodu twierdzenia Liouville’a.

B." Aproksymacja funkcjami wymiernymi.

Niech K bedzie zwartym podzbiorem wnetrza ograniczonego zbioru regularnego W i niech
f e H(W). Udowodnimy, ze f mozna na K jednostajnie przybliza¢ funkcjami wymiernymi,
i to bardzo specjalnej postaci:

Twierdzenie 1 (Rungego, wstepne). * Przy tych oznaczeniach, dla danej liczby € > 0
istnieje funkcja wymierna g taka, zZe ||f — gllx < € oraz g(z) = Y1, ¢i/(z — w;), gdzie
wi, ..., w, € BAW) ic¢y,..., ¢, €C.

Dowédd. 7 twierdzenia o residuach wynika, ze f(z 2m f f dw dla wszystkich z € W.

(Patrz wzor (9) w §IV.5.) Cykl OW przedstawmy w posta(n Z _17j, dla pewnych drog ;.
Jesli dla kazdej z funkcji f;(2) := 5= f( )dw z € C\im(v,), znajdziemy funkcje g; zadanej

27r1

postaci, taka, ze || f; — gjl|lx < ¢, to pozostanie przyjac g := ) . gj.

Ustalmy wiec droge v = 7; : [a,b] — W iniech £ := /n. Na zwartym zbiorze im(y) x K
funkcja h(w, z) o f(w)/(w — z) jest jednostajnie ciagta, wobec czego istnieje liczba § > 0

taka, ze diamh(G x {z}) < €/l(y) gdy tylko z € K i zbior G C im(y) ma $rednice

mniejsza niz §. Podzielmy teraz przedzial [a,b] punktami a = tg < --- < ty = b tak
drobno, by érednica kazdego zbioru v([t;_1,t;]) byta mniejsza niz ¢, i niech w; = ~(¢;) dla
i =0,...,N. Na podstawie uwagi 1 w §I1.6, zastosowanej do funkcji w — h(w, z), ma

dla z € K miejsce nierownosé | [ h(w, z) dw — S h(w;, 2)(w; — w;_1)| < & — a zatem i
ol
nierownosé |f;(z) — SOV, /(2 — w;)| < &, pray ¢; = s f(w;) (wim1 — w;). O

Wynik ten postuzy do dowodu dalszych twierdzen aproksymacyjnych Rungego w §VIII.1.

3 Varia: ,zasadnicze twierdzenie algebry”’; funkcje harmoniczne.

Twierdzenie 1 (,Zasadnicze twierdzenie algebry”). Niech f(z) = co+c1z+...+¢,2", gdzie
n>11ic¢,#0. Wowczas f(z9) =0 dla pewnego z, € C.

Podamy trzy dowody, wykorzystujace wtasnosci funkcji analitycznych.

Dowdd, oparty na twierdzeniu Liouville’a. W przeciwnym razie 1/f € H(C); a ze
sup,ec|l/f(2)] < oo (bo lim, . 1/f(2) = 0, patrz §1.6.B), to 1/f = const na podsta-
wie twierdzenia Liouville’a. Jest to sprzeczne z tym, ze n > 1.
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Dowdd, oparty na zasadzie maksimum. 7 zasady tej wynika, ze f ma zero w dysku
D = D(0,R), oile |f(2)| > |co| = |f(0)] dla wszystkich z € D. Poniewaz lim, ., f(z) =
00, wiec ostatni warunek jest spetniony dla dostatecznie duzych R — co dowodzi tezy.
Jako zadanie pozostawiamy udowodnienie, ze zadany warunek jest spetniony juz dla R >
2M + |co/cpl, gdzie M = max{|cy/c,| : K = 0,...,n — 1}. (Wskazowka: gdy |z| > 1, to
)] > leaz|(1 = M TE ) > Jeazl (1 — 245,

Dowdd, oparty na twierdzeniu Rouchégo. Niech ¢(z) := ¢,2". Poniewaz lim, .. (g(z) —
f(2))/z" =0, wiec przy D := D(0, R) i duzych R jest |f(2) — g(2)] < |g(2)| dla z € ID.
Dla tych R jest wiec Zyp = Z,p = n — co koriczy dowod. (Nietrudno tez wskazac liczbe
R = R(cg, ..., cy), dla ktorej D(0, R) zawiera wszystkie pierwiastki wielomianu f.)

Uzyskane wyniki maja tez bezposrednie konsekwencje dla teorii funkcji harmonicznych.
Rozwazamy nizej tylko rzeczywiste takie funkcje.

Twierdzenie 2. a) Funkcja harmoniczna, okreslona w jednospdjnym obszarze otwartym,
jest w nim czeSciq rzeczywistq pewnej funkcji holomorficzney.
b) Dla funkcji u, harmom’cznej w kole D(z, 1), zachodzi réwnosé Gaussa o wartosci Sred-
niej: u(zy) = 5- fo u(zg +re)dt. (Tak samo jest dla funkeji holomorficznych w D(zy,7).)
c) Funkcja harmoniczna, okreslona w obszarze i majgca w nim punkt lokalnego ekstre-
mum, jest stata.

Dowod. Czesé a) wynika z twierdzenia 3 w §I1.2 i wniosku 1 w §IIL.1 o istnieniu funkcji
pierwotnej w obszarze jednospojnym.

Ad b). Niech D := D(zy, 7). Z a) wynika, ze u = Ref dla pewnej funkcji f € H(D). Na
podstawie wzoru Cauchy’ego mamy dalej f(zy) = 27“ oD szdw = % O%f(zo + re't)dt,
wiec przyroéownanie czesci rzeczywistej pierwszego i ostatniego cztonu daje teze.

Ad c¢). Niech Z oznacza domkniecie, w rozwazanym obszarze G, punktow lokalnego
ekstremum badanej funkeji harmonicznej u. Gdy z € Z i za D obra¢ dysk wokot z, zawarty
w G, to na podstawie a) zachodzi u;p = Re f dla pewnej funkcji f € H(D) — a tym samym
funkcja wp jest stala na D, na podstawie uwagi la) w §1B. Funkcja u jest wigc stala na
otoczeniu kazdego punktu z € Z, a zbior Z jest otwarty w G. Poniewaz jest on tez domkniety
i niepusty (z konstrukeji i zatozenia), to jest rowny G, a funkcja jest stata (bo jest lokalnie
stata; dwukrotnie wykorzystano tez spojnosé obszaru G). ]

Whniosek 1. Dwie funkcje, harmoniczne w danym obszarze ograniczonym i rowne i ciggte w
punktach jego brzegqu, sq w tym obszarze rowne. Tak samo jest z funkcjami holomorficznymi.

Dowodd. Gdy funkcje sa holomorficzne, nalezy do ich roznicy zastosowaé uwage 1c) w §1.B.
Dla funkcji harmonicznych rozumowanie jest analogiczne. ]

Zadanie. W oparciu o cze$¢ a) twierdzenia dowiesé, ze funkcje, harmoniczng w dysku
D(0,r), mozna dla 7" < r rozwina¢ na D(0,7’) w normowo zbiezny szereg ZZ?I@:O dztyl.
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4 Twierdzenia o zbieznosci ciggéw funkcji holomorficznych.

Twierdzenie 1 (Weierstrassa). Niech U bedzie otwartym podzbiorem ptaszczyzny C i niech
fon€ HU) dlan > 1. Jesli ciag (f) jest zbiezny niemal jednostajnie do funkcji f : U — C,
to funkcja ta jest holomorficzna, za$ cigg (f)) jest zbiezny niemal jednostajnie do funkcji f'.

Dowéd. a) Ciaglosé funkeji f wynika z uwagi 1 z §1.3. Holomorficznosci dowiesé wiec mozna
sprawdzajac, czy dla dowolnego trojkata A C U spelniony jest warunek Morery-Goursata:

[ f =0. Warunek ten spetnia jednak kazda z funkeji f,, € H(U), za$ na podstawie wniosku
N

1wSILl, [ f,— [ f. Zatem [ f=0.
oA oA oA

b) Pozostaje dowiesé, ze gdy K C U jest zbiorem zwartym, to ||f' — f/||x — 0. W tym
celu przyjmijmy r = 3 dist(K,C\ U) oraz L = {z € C : dist(z, K) < r}. Wtedy L C U i
z nieréwnosci Cauchy’ego wynika, ze |f'(z) — f1(2)] < 2| f — fulz dla 2 € K. (Nierownosé
Cauchy’ego odnosimy do funkcji f — f,, okreslonej na kole domknietym D(z,7) C L.) A ze
ciag (f,) jest na zwartym zbiorze L jednostajnie zbiezny do f, to || f' — f/||x — 0. O

Zadanie. Niech ciag funkcji f,, : U — C, gdzie U C C jest zbiorem otwartym, bedzie niemal
jednostajnie zbiezny do funkcji f. Dowiesé¢, ze jesli kazda z funkcji f,, ma funkcje pierwotna,
toi f ja ma. (Wskazowka: czesé¢ a) dowodu i twierdzenie 1 w §11.2.)

Twierdzenie 2 (Montela—Osgooda—Stieltjesa). Niech zbior U C C bedzie otwarty i niech
funkcje f, € H(U),n > 1, bedg wspdlnie ograniczone (tzn. istnieje stata M taka, Ze
\ful <M dlan=1,2...). Wowczas:

a) Jesli cigg (fn(p)) jest zbieiny dla wszystkich punktow p z pewnego gestego podzbioru
P zbioru U, to cigg (f,) jest zbiezny niemal jednostajnie.

b) Z ciggu (f,) mozna wybraé podciag zbiezny niemal jednostajnie.

W dowodzie wykorzystamy nastepujacy

Lemat 1. Gdy f € H(D(p,7)) i |f| < M, to |f(z1) — f(z)] < (4M/r)|z1 — 2| dla
21,29 € D(p,r/2).

Dowdd. Ustalmy punkty 21, 29 € D(p,r/2) i niech D := D(p,r). Ze wzoru Cauchy’ego,

£(z2) — fle)] = | / Ft e Ly an < 2 @)l — =
oD

w — 2 27 weap |w — z1||w — 24|

Stad wynika teza, bo |w — z;| > r/2 dlai = 1,2 i wszystkich w € dD.

Dowad twierdzenia 2. Czytelnik znajacy twierdzenie Arzeli-Ascolie’ego moze tatwo, w opar-
ciu o lemat, uzyskac¢ zasadnicza czes¢ b). Podamy jednak bezposredni dowod obu czesci.
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Ad a). Nalezy dowies¢, ze gdy K C U jest zbiorem zwartym (dowolnym, lecz ustalonym),
to ciag (fux) jest zbiezny jednostajnie.

W tym celu ustalmy liczbe r < dist(K, C\U). Dla dowolnej liczby ¢ € (0,7/2) mozemy z
pokrycia { D(p, €) }pep zbioru K wybra¢ pokrycie skoiiczone, {D(p, €)},ep,. Poniewaz kazdy
ze skonczenie wielu ciagow (f.(p)), p € Py, jest zbiezny, wiec istnieje liczba n taka, ze

1fx(p) — filp)| <e dlak,l>n i pe P

Oznaczmy przez M staly taka, ze |f,| < M dla kazdego n. Gdy z € K, to istnieje punkt
p € PyN D(z,¢) i na podstawie lematu zastosowanego do g := f;,

1fi(z) = filp)| < (AM/r)|z —p| < (A4M/r)e dlai=1,2...

Zatem gdy k,l > n, to

4Me 4Me
+e+

[fe(2) = i(2)] < [fal2) = fa(@)| + [fi(p) = fi0)] + [fi(p) = fi(2)] <

Wobec dowolnosci punktu z € K wynika stad, ze ciag (fa|x) spetnia w normie || ||x warunek
Cauchy’ego, czyli jest zbiezny jednostajnie.

Ad b). Obierzmy przeliczalny zbior P = {py, pa, ...}, gesty w U. Poniewaz ciag (f.(p1))
jest ograniczony, wiec mozna z niego wybra¢ podciag zbiezny (f,1(p1)). Indukeyjnie, dla
i > 2 tworzymy podciag (fn:) clagu (fn.i—1) tak, by ciag (fni(pi))oe, byl zbiezny. Podciag
(fan) clagu (f,) jest zbiezny w kazdym punkcie p;, wiec na mocy a) jest zbiezny niemal
jednostajnie. ]

Uwaga 1. * a) Zalozenie wspolnej ograniczonosci funkeji f,, € H(U) mozna w twierdzeniu 2
ostabi¢ tak: funkcje te sa lokalnie wspoélnie ograniczone, tzn. dla kazdego punktu p € U
istnieje jego otoczenie D takie, ze sup,, ||fa||p < 0o. Wynika to z obecnej wersji twierdze-
nia, bo funkcje spetniajace ostabiony warunek sa wspolnie ograniczone na kazdym zbiorze
zwartym K C U (dlaczego?).

b) To samo zalozenie zostato w zasadniczy sposob ostabione przez Montela: wystarczajace
jest istnienie dwoch punktow ptaszezyzny C, nie bedacych wartoscig zadnej z funkcji f,.
Dowodd twierdzenia Montela podajemy w §VIII.2.

Uwaga 2. * Za Vitalim odnotujmy, ze gdy U jest obszarem, to czesé a) twierdzenia pozosta-
nie stuszna gdy zazada¢ w niej jedynie, by zbior P mial w U punkt skupienia (w miejsce tego,
by byt w U gesty). Istotnie, w przeciwnym razie istniatyby —na mocy dowiedzionej juz wersji
czesci a)— punkt z € U i podciagi (g,) 1 (hy,) clagu (f,) takie, ze lim, g,(z) # lim,, h,(2).
Z (gn) 1 (hy,) mozna za$ wybra¢ podciagi zbiezne niemal jednostajnie, zgodnie z czescia b).
Granice tych podciagéw bytyby funkcjami holomorficznymi w U, réoznymi w punkcie z i
rownymi na zbiorze P majacym w U punkt skupienia — wbhrew zasadzie identycznosci. [
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VII Wybrane aspekty topologiczne i geometryczne

1 Przeksztalcenia biholomorficzne 1 konforemne.

Definicja. Niech U,V C C, przy czym zbiér U jest otwarty. Przeksztatcenie f : U — V
nazwiemy biholomorficznym, jesli jest ono bijektywne i holomorficzne.

Przeksztatcenia biholomorficzne nazywane sa tez konforemnymi, lecz temu stowu nadamy
inne znaczenie. W ksiazce Saksa i Zygmunda nazwane sa one najtadniej: wierne.

Uwaga 1. Jesli U jest obszarem i przeksztatcenie f : U — V jest biholomorficzne, to:
i) f'(p) # 0 dla kazdego p € U (wynika to z wniosku 1 w §VI.1.A),
ii) V jest obszarem i przeksztalcenie f~1 jest biholomorficzne (wynika to z twierdzen 1 w

SVLLB i1 w§l8.),
iii) f jest homeomorfizmem U na V. (Wynika to z cigglosci f i f~1, patrz wyzej.)

Uwaga 2. Gdy U jest obszarem w C i ciag roznowartosciowych funkeji f, € H(U) jest
niemal jednostajnie zbiezny, to graniczna funkcja f badz jest réznowartosciowa (i wtedy
przeksztalca U biholomorficznie na f(U)), badz stata. Istotnie, jesli nie, to dla pewnego
w rownanie f(z) = w ma co najmniej dwa rozwiazania i na podstawie twierdzenia Hur-
witza z §V.2 jest tak przy f zastapionym przez f,, dla dostatecznie duzych n — wbrew
roznowartosciowosei funkeji f,. ]

Wazna wlasnoscia przeksztatcen biholomorficznych jest ich konforemnosé. Przyshugiwac
ona moze przeksztalceniom pomiedzy podzbiorami przestrzeni euklidesowej dowolnego wy-
miaru.

Definicja. a) Niech U i V bedg otwartymi podzbiorami przestrzeni euklidesowej R¥. Prze-
ksztalcenie f : U — V nazwiemy konforemnym, gdy jest ono homeomorfizmem klasy C!
i pochodna df(p) jest podobienistwem, dla kazdego punktu p € U.

b) Miara kata pomiedzy gladkimi lukami, w ich wspolnym poczatku p, nazywamy
liczbe v € [0, 7], bedaca miara kata pomiedzy wektorami stycznymi do tych tukéw w punkcie
p. (Tak wiec cosa = (N[(0), A5(0))/||Ny(0)]] - IN5(0)|], gdzie Ay i Ay to parametryzacje
rozwazanych tukow, obrane tak, by A;(0) = p = A2(0).)

¢) Gdy k = 2, to mozna analogicznie zdefiniowa¢ miare zorientowanego kata pomie-
dzy gladkimi tukami, w ich wspolnym poczatku p. (Kolejnosé tukow jest istotnal)

Uwaga 3. Ztozenie przeksztatcen konforemnych f: U — Vig:V — W jest przeksztal-
ceniem konforemnym U na W. Wynika to ze wzoru na pochodna ztozenia, bo zlozenie
podobienstw jest podobienstwem.

Twierdzenie 1. Gdy f : U — V jest przeksztatceniem konforemnym i p € U, to
i) granica p = lim,_, || f(a) — f(p)||/|la — pl| istnieje i jest rozna od zera.
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ii) f zachowuje miare kqta drogami, tzn. miara kgta pomiedzy tukami Ly, Ko w ich
wspdlnym poczqtku p jest rowna mierze kgta miedzy tukami f(Ly) i@ f(Lg) w ich wspdlnym
poczagtku f(p).

Dowsd. i) 7 definicji pochodnej |£(2) — f(@II/lla — pll = I4f(p)E=Le]) + r(a), gdie
lim,,7r(a) = 0. Skoro df(p) jest podobienstwem, ktérego skale oznaczmy przez p, to
|df(p)v|| = p # 0 dla wektorow jednostkowych v, skad wynika 1).

ii) Niech p; := f o \;, gdzie \; : [0,1] — C to taka parametryzacja tuku L;, dla ktorej
Ai(0) =p (i =1,2). Wowczas u; = (df(p))\;(0) dlai = 1,2; aze df(p) jest podobienistwem,
to Z(p1(0), p2(0)) = Z(A1(0), A5(0)). O

Twierdzenie 2. a) Kazde przeksztatcenie biholomorficzne f: U — V, gdzie zbiory U,V C
C sq otwarte, jest konforemne. (Utozsamiamy tu C z R?.)
b)* Symetria przestrzeni naktutej wzgledem sfery jest przeksztatceniem konforemnym.

Dowdd. a) Jak wiemy, f jest homeomorfizmem i f'(p) # 0 dla p € U; patrz uwaga 1.
Pochodna rzeczywista d f(p) jest wiec podobienistwem dla p € U, patrz §1.2.

b) Wystarcza rozwazy¢ przypadek symetrii J(z) = z/||z||* wzgledem sfery jednostkowej
{v : ||v|]| = 1}, gdyz inwersja f wzgledem sfery S = {x : ||x — o|| = r} jest zwigzana
7z J zaleznoscia f = G~ 1o J o G, gdzie G to podobieristwo, przeprowadzajace S na sfere
jednostkowa. Pozostaje wiec rozwigzaé nastepujace zadanie:

Zadanie. * Wyznaczy¢ pochodna przeksztalcenia J(x) = z/||z||* (z € R*\ {0}) i dowiesé,
ze jest ona podobieristwem. (Odp. z dokladnoscig do czynnika ||z||2, pochodna d.J(x)
jest réwna symetrii lustrzanej wzgledem podprzestrzeni zt: mamy dJ(z)(u) = W(u —
2(L u>”§—”) Inaczej: macierz Jacobiego pochodnych czastkowych inwersji J jest rowna

=] *
|z||72(1 — 2A), gdzie A = A(x) e (x; xjHa:H”)k’j L = yy', przy y := x/||z||; macierz A jest

symetryczna i spetnia warunek A* = A, wobec czego macierz I — 2A jest ortogonalna.)

Uwaga 4. * Jak wiemy z zadania 12 w §1.6.C, kazdy rzut stereograficzny jest obcieciem (do
rzutowanej sfery naktutej) symetrii wzgledem sfery. Stad juz wynika, ze rzut stereograficzny
sfery naktutej rowniez spelnia warunki i) oraz ii) twierdzenia 2. Jest on tez przeksztatceniem
konforemnym, jesli definicje konforemnosci w sposéb naturalny rozszerzy¢ na przeksztatcenia
pomiedzy rozmaitosciami riemannowskimi.

Uwaga 5. Uzasadnienie twierdzen 1 i 2a) pokazuje, ze przeksztatcenie biholomorficzne za-
chowuje miare zorientowanego kata pomiedzy tukami gtadkimi. Wynika to stad, ze po-
chodna rzeczywista d f(p) takiego przeksztalcenia jest podobienstwem zachowujacym orien-
tacje, patrz uwaga 2 w §1.2.
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2 Przeksztalcenia dysku.

Udowodnimy tu dwa wazne lematy o holomorficznych przeksztalceniach dysku. Pierwszy, na-
lezacy do Schwarza, postuzy w §4 do dowodu twierdzenia Riemanna o holomorficznej row-
nowaznosci obszaréw jednospojnych, zas drugi — lemat Blocha—Landaua — do dowodu twier-
dzenia Montela w §VIIL.2. (Posrednio gra on role w dowodzie twierdzenia Picarda z §V.3.)
Lemat Blocha-Landaua stanowi nieobowigzkowy materiat uzupetniajacy, podobnie jak oma-
wiany w ,dodatku 1”7 zwiazek lematu Schwarza z geometria hiperboliczna ptaszczyzny.

Lemat 1 (Schwarza o dysku). Niech holomorficzna funkcja f: D(0,r) — D(0, R) spetnia
warunek f(0) = 0. Wowczas prawdziwe sq nierdwnosci |f'(0)] < R/r i |f(2)] < (R/r)|z]
dla z # 0; ponadto, albo wszystkie te nierdwnosci sq ostre, albo f(z2) = kz dla wszystkich
z € D(0,7) i pewnej statej k o module R/r. (W ostatnim przypadku, f jest ztoZeniem
obrotu wokdt 0 i jednoktadnosci o skali R/r.)

Dowéd. Poniewaz f(0) =0, to f(z) = zg(z) dla pewnej holomorficznej funkeji g : D — C.
Przy tym, dla v < r jest |g(z)] < R/r" gdy |z| = ' (bo |f(2)] < R), wiec z zasady
maksimum wynika, ze |g(z)| < R/r’" dla z € D(0,7"), a z dowolnosci ' — ze |g| < R/r.
Wraz z rownosciami f/'(0) = g(0) i f(2) = zg(z) dowodzi to pierwszej czesci tezy. Druga zas
czes¢ wynika stad, ze jesli |f/(0)] = R/r lub |f(z)| = (R/7)|20| dla pewnego zy € D(0,7),
to funkcja |g| osiaga w zerze lub w zy swe maksimum, wobec czego g jest stala — co oznacza,
ze f(z) = kz dla k bedacego jej wartoscia. O

Dla p € D = D(0,1) rozwazmy przeksztalcenie Blaschkego b, : C — C dane wzorem

_*"P
11—z

bp(2) (20)
Wowczas:

a) by, jest homografia z biegunem w punkcie 1/p ¢ D.

b) b,(D) C D na podstawie zadania 7 w §L.6.

¢) b_, o b, =identycznos¢, skad i z b) wynika, ze przeksztalcenie bp| p: D — D jest
biholomorficzne. Ponizej obciecie bp| p oznaczamy nadal przez b,.

Whiosek 1. Kazde przeksztatcenie biholomorficzne f : D — D jest postaci z — k - by(z),
dla pewnych p € D i k € 0D. W szczegdlnosci, gdy ponadto f(0) = 0, to f jest obrotem:
f=k-idp, gdzie |k| = 1.

Dowo6d. Niech wpierw f(0) = 0. Z lematu Schwarza wynika, ze wtedy |f(2)| < |2| dla
z € D. Tak samo |f~1(2)| < |z| i wobec tego |f(2)| = |z| dla 2 € D. Z koticowe]j czesci
lematu Schwarza wnosimy wiec, ze f jest obrotem wokoét 0.

W ogolnym przypadku niech p = f~'(0)ig = fob,*. Poniewaz b,(p) = 0, wiec g(0) = 0.
Wobec tego ¢ jest obrotem wokoét 01 f = gob, =k -b,, dla pewnego k € 0D. ]
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Cwiczenie. Niech funkcja f € H(D), gdzie D = D(0,1), spelnia warunek f(0) = ... =
F1(0) = 0. Dowiesé, ze jesli f(D) C D, to |f™(0)] < 1i]|f(2)] < |z|"Vz € D; ponadto,
albo nieréwnosci te sa ostre, albo f(z) = kz"Vz € D, gdzie |k| = 1.

Cwiczenie. Niech funkcja f € H(D) spelia warunki f(D) C D i f(p) = 0, gdzie p € D.
a) Dowies¢, ze f = b, - g, gdzie nadal g € H(D) i g(D) C D. (Wskazéwka: modyfikowac
dowod lematu Schwarza zauwazajac, ze b,(0D) C 90D.)
b) Wywnioskowa¢, ze gdy p1, ..., pn € f1(0) sarozne, to |f(2)] <[], by, (2)| dlaz € D.

* Dodatek 1: Informacja o geometrii hiperbolicznej (zadania).

Zadanie 1. Sktadajac przeksztatcenie holomorficzne f : D — D z obu stron z odpowiednimi
przeksztatceniami Blaschkego dowiesé, ze:

. . de _
a) 0(f(p), f(q)) < d(p,q) dla wszystkich p,q € D, gdzie §(p, q) lef b,(q)| = _p =

1 -paql
b) If' ()l < (1 =[f(p)I*)/(1 — |p[*) dla wszystkich p € D.
c) Jesli w a) (lub w b)) w miejsce nier6wnosci < zachodzi réwnosé dla pewnych p # ¢
(odp. dla pewnego p), to przeksztatcenie f jest biholomorficzne. Odwrotnie, gdy jest ono
biholomorficzne, to obie strony nieréwnosci sa rowne jako funkcje.

Choé¢ powyzsza funkcja 0 nie spetnia nieréwnosci trojkata, to moze ona postuzyé do
wyznaczenia tzw. metryki hiperbolicznej na dysku D, przeksztatcajacej D w tzw. model
Poincaré’go plaszczyzny Bolayia—t.obaczewskiego.

1+6)

Zadanie 2. a) Dowies¢, ze funkcja d = «f In( jest metryka na dysku D. (Wskazowka:

sprowadzi¢ nierownosé trojkata do nieréwnosci i:i I }jg} > igg Z) dla p,q € D, a te do

jednej z nieréwnosci rozpatrywanych w zadaniu z §1.1.)

b) Gdy dysk D rozpatrywac z metryka d, to kazde przeksztaltcenie holomorficzne D — D
spelnia warunek Lipschitza ze stala 1. (Jest to wersja Picka lematu Schwarza.)

c) Kazde koto w metryce d jest zarazem kotem euklidesowym, cho¢ na ogét o innym
srodku i innym promieniu. (Wskazowka: rozpatrzeé kota o srodku w 0 i skorzystac¢ z b).)

d) Nazwijmy odcinkiem hiperbolicznym o konicach p,q € D zbior [p, q]p «f {zeD:
d(p,z) +d(z,q) = d(p,q). Dowies¢, ze badz [p,qln = [p, q] i punkty p i ¢ leza na wspolnej
srednicy dysku D, badz [p, ], jest tukiem okregu prostopadlego do D, majacym p i ¢ jako
swe krarice. (Chodzi oczywiscie o tuk zawarty w D, i taki jest jedyny. Wskazowka: przyjac
wpierw p = 0, a w przypadku ogélnym skorzystac z tego, ze przeksztaltcenie b, przeprowadza
p na 0 i jest homografig, a wiec ma wtasnosci omoéwione w §2 i w §1.6.)

Uwaga 1. Skad bierze sie wzor na metryke d? Otoz gdy d jest jakakolwiek metryka na
dysku D, w ktorej kazde przeksztatcenie biholomorficzne D — D jest izometrig i ktora
spetnia warunek lim, o d(g,0)/|q| = 1, to ze wzoru na |b/,(p)| wynika réwnosé hmq_,p dpa)

lg—p|
d(b,(9),0) [bp(q)] : . _
lim,_., (|bp((qq))| )% = 1—Tp|2' Uzasadnia to przyjecie d(p,q) = inf fo — ‘gdt gdzie ~y
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przebiega wszystkie drogi w dysku D, taczace p i q. Nietrudny rachunek utwierdza nas w
tym, ze d(0,q) = 3 5 1n Hq dla ¢ € (0,1), skad juz —z doktadnoscia do czynnika % ~wynika
przyjety w zadamu Wzor wyznaczajacy d(p,q). (Uzupelnienie szczegotow pozostawione
jest jako zadanie. ,,Rachunklem nazwano sprawdzeme ze gdy uzyé zapisu biegunowego
v(t) = r(t) exp(ia(t)), to fo 1|7 ||2dt > |f0 — dt\ s In Hq, przy czym dla pewnej

drogi v, taczacej 0 z q, zachodz1 rownosc. )

* Dodatek 2: Lematy Blocha—Landaua i Blocha.

Lemat 2 (Blocha-Landaua). Gdy funkcja h jest holomoficzna w kole domknietym D(p,r),
to jej obraz zawiera pewien dysk o promieniu Lr|h'(p)|, gdzie L = 1/24.

Dowodd. Zatozmy bez zmniejszenia ogdlnosci, ze p = 0 (inaczej zastapimy h przez funkcje
2+ h(z—p))ize h'(0) # 0. Dowod oparty jest na nastepujacej obserwacji: jesli dla wszyst-
kich z z pewnego kota D(zy,79) C D(0,r) spelniona jest nieréwnosé |W'(2)| < 2|V (z)], a
zatem 1 [W'(2) — I (20)| < 3|1/ (20)], to dla z € D(z, 7o) wynika z lematu Schwarza nierow-
nosé |h'(z) — W(zo)| < 4|h'(20)]. Na podstawie zadania 4 w §I1.1 i twierdzenia 2 w §V.2,
funkcja h jest wiec na kole D = D(z, %7“0) roznowartosciowa i przeksztatca je na zbior za-
wierajacy koto o promieniu %ro\h’ (z0)|- Pozostaje znalez¢ zy i tak, by procz poprzedniego
spelniony byl warunek rq|h'(z9)| = 37|R’(0)].
Oto jak E. Landau proponuje wskazac¢ zy i rg. Niech

p(z) =

i niech zy bedzie jednym z pierwiastkow rownania ¢(z) = r|h/(0)|, majacych najwiekszy
modut. (Pierwiastki takie istnieja, bo ¢(0) = r|h'(0)| i funkcja ¢ jest ciagta; ponadto
|z0| < 7, bo Yape,) = 0.) Przyjmijmy ro = %(r — |z0|). Z przyjetych definicji wnosimy,
e T (0)] = (r — |20))|W(20)] = 2ro|W ()], & takie D(zo,70) C D(0,71), gdzie r =
r —ro. Poniewaz r € (|20],7), wiec 7|h'(0)| > ¢(z) = |W(2)|(r —r1) dla z € 9D(0,m).
Wykorzystujac zasade maksimum otrzymujemy zadana nieréwnosc:

1B [ Dzome) < Al D(0.r1) = 1B lon(00) < TIR(0)]/(r = 1) = [ (0)] /ro = 2| (20)]. O

)] (= [2l) dia =€ D7)

Uwaga 2. a) ,Lemat Blocha—Landaua” byt przez Blocha (ktory pierwszy go sformutowal
i dowiodl) przypisany Landauowi, zas$ przez Landaua — Blochowi. Powyzszy dowod dat w
zasadzie Landau; pokazuje on zarazem, ze na pewnym dysku o promieniu Br|h’(p)| okreslona
jest dla B = 1/24 galaz funkcji A1 (bo jest nia (h@)_l). Takie wzmocnienie lematu Blocha—
Landaua nalezy jednak do Blocha, ktérego dowod byt znacznie dtuzszy. W lematach Blocha—
Landaua i Blocha mozna liczby L = 1/24 czy B = 1/24 zastapi¢ przez wieksze; lecz przez
jak duze — nie wiadomo doktadnie, cho¢ znane sg do$é waskie szacunki: istnieja najwicksze
state Ly i By, z btedem < 0.03 przyblizane przez 0.53 i 0.45, odpowiednio. (Cytuje za ksigzka
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b) Nie nalezy sadzi¢, ze srodkiem dysku, o ktérym mowa w tezie, moze by¢ punkt h(p),
jesli stata L jest odpowiednia. Gdy bowiem h(z) = ge*/¢+1—¢, to zbior h(C) = C\ {1 —¢}
nie zawiera dysku o srodku w A(0) = 1 i promieniu € — choé zawiera dyski o dowolnie duzych
promieniach, w zgodzie z lematem.

3 Przyklady biholomorficznych przeksztalcen na dysk.

Definicja. Zbiory otwarte U,V C C nazywamy holomorficznie réwnowaznymi, jesli
istnieje biholomorficzne przeksztalcenie jednego z nich na drugi.

Przyktady obszarow holomorficznie rownowaznych z dyskiem omawiane byty na é¢wicze-
niach. Obejmuja one: poétptaszezyzny, soczewki wlasciwe (w tym potkola i katy), pasy i
potpasy, przeciecia katow z dyskiem zatoczonym z wierzchotka kata, elipsy petne, ptaszczy-
zny 7 usunietymi roztacznymi dwiema potprostymi. Biholomorficzne przeksztatcenie kazdego
z tych zbiorow na dysk lub potptaszczyzne mozna jawnie wskazac, wykorzystujac omawiane

w §1.6 wlasnosci homografii, funkcji wyktadniczej i funkcji trygonometrycznych. Przypo-
mnijmy pokrotce, jak takie przeksztalcenia budowac.

Nazwijmy dyskiem w C kazda z dwoch sktadowych zbioru C \ T, gdzie T jest okregiem
w C. Soczewka w C nazwiemy niepusty zbior, bedacy czescig wspolna dwoch dyskow w C,
ktorych brzegi sie przecinaja. Jesli dyski te sa polptaszezyznami, to soczewka jest pasem
(gdy brzegi potptaszezyzn sa rownolegte) lub katem (gdy nie sg). Soczewka S jest wlasciwa,
gdy oo nie lezy w jej domknieciu.

1) Przeksztalcenie soczewki wlasciwej na pas lub kat. Rozwazana soczewka S jest prze-
cieciem dwoch dyskow, ktorych brzegi oznaczymy Ti i T5. Obierzmy punkt p € T1 N'T5 i

przeprowadzmy go homografia h(z) = 1/(z — p) na co. Poniewaz okregi uogélnione h(77) i
h('Ty) przechodza przez oo, wiec sa one prostymi, zas h(S) jest katem lub pasem. Zauwazmy,
ze h(S) C C, gdyz h™1(c0) =p ¢ S.

2) Przeksztatcenie pasa lub kata na potptaszezyzne. Kat tatwo jest przeprowadzi¢ na zbior

T/

K ={z:0< Arg(z) < a}, gdzie 0 < a < 2m, a ten galezia funkcji z +— 2™ na potplasz-
czyzne I, = {z € C: Im z > 0}. (Galaz ta na K istnieje, bo KN|[0,00) = ), ana C\ [0, o0)
okreslona jest galaz logarytmu.) Natomiast pas przeprowadzmy funkcja liniowa na pas po-
ziomy {2z : 0 < Imz < a}, gdzie a < 27, a ten funkcja exp na kat {z : 0 < Argz < a}.
Gdy zadbac¢ o to, by a = 7, to w obrazie otrzymamy potptaszczyzne 11, ; gdy zas a = 27,
to otrzymamy kat pelny C\ [0, co)g.

3) Przeksztalcenie wycinka kota lub potpasa. ,Potpas” {z : 0 < Imz < o, Re z < ¢} przy
przeksztatceniu exp przejdzie na wycinek kota {z : |z] < e, 0 < Argz < a}, a ten z kolei

funkcja z — 2™ przeprowadzi¢ mozemy na potkole (a wiec na soczewke).

4) Przeksztatcenie polplaszczyzny na dysk. Gdy potptaszezyzna jest 11, = {z
Im(z) > 0}, za$ dyskiem — D(0,1), to przeksztalcenie mozemy zada¢ dowolnym ze wzo-
row opisanych w zadaniu 8 w §1.6.C, np. f(z) = (z —1)/(z +1).
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5)* Przeksztalcenie plaszezyzny z wyjetymi wspotliniowymi potprostymi. Z §1.6.A wiemy,
ze zbior C\ (L1ULs), gdzie L1 = [1,00)r i Ly = (—o0, —1]R, jest obrazem pasa Vj = {2z : 0 <
Re z < 7} przy przeksztalceniu cos, a takze —na podstawie zadania w §1.1 1 §1.7—jest obrazem
potptaszezyzny 11, przy przeksztalceniu u(z) = %(Z + z71). Przeksztalcenia wjpy, i cosy,
i sa roznowartosciowe, a przeksztalcenia do nich odwrotne, przeksztatcajace C\ (L; U Lo)
na Il czy Vj, mozna zada¢ wzorami w — w + vw? —1 1 w — —iLog(w + vw? — 1),
odpowiednio. (Wzorom tym umiemy nada¢ sens, bo w? — 1 ¢ [0, 00)r dla w ¢ L; U Ly.)

Kazdy z powyzszych zbioré6w mozemy na inny z nich przeprowadzi¢ ztozeniem opisanych
przeksztalcen lub ich odwrotnosci.

4 Twierdzenie Riemanna o holomorficznej réwnowaznosci
plaskich obszaréw jednospdéjnych.

Dowiedziemy obecnie, ze wiele wczesniej rozpatrywanych wtasnosci obszaru jest rownowaz-
nych temu, by byt on jednospojny. Sa one tez réwnowazne wtasnosci oznaczonej nizej litera
R, po raz pierwszy rozwazanej przez Riemanna.

Twierdzenie 1. Gdy U jest niepustym obszarem w C, roznym od C, to rownowazne sq
warunks:

a) obszar U jest jednospdjny;

b) f7 f =0 dla kazdej funkcji f € H(U) i kazdej kawatkami gtadkiej petli v w U;

c¢) kazda funkcja f € H(U) ma funkcje pierwotng;

d) kazda funkcja holomorficzna f : U — C\ {0} ma gatgz logarytmu,

e) kazda funkcja holomorficzna f: U — C\ {0} ma gatqZ argumentu;

f) kazda funkcja holomorficzna f: U — C\ {0} ma dla kazdego w € C gatqz swej w—tej
potegi;

g) kazda réinowartosciowa funkcja holomorficzna f: U — C\ {0} ma gataZ pierwiastka
kwadratowego,

R) istnieje biholomorficzne przeksztatcenie obszaru U na dysk D = {z : |z| < 1}.

Implikacje d) < €) i a) = b) = ¢) = d) = f) = g) badz sa oczywiste, jak ostatnia z
nich, badz zostaly omoéwione wezesniej (odpowiednio w §§1.7, I111.1, I1.2, IT1.2, [,7). Implikacja
R) = a) wynika stad, ze jednospdjnosé jest zachowywana przez homeomorfizmy, zas dysk D
jest jednospojny. Natomiast to, ze jakikolwiek z warunkéw a)-g) implikuje R), nazywane
jest na ogoét twierdzeniem Riemanna o przeksztatceniach biholomorficznych. Najczesciej,
nazwe ta odnosi sie do implikacji a) = R). Ponizej twierdzenie udowodnimy wykazujac, ze
g) = R), w oparciu o nastepujacy

Lemat 1 (zasadniczy). Niech punkt p € U i przeksztatcenie biholomorficzne f : U —
f(U) C D spetnia warunek f(p) = 0. Jesli f(U) # D i zachodzi g), to istnieje przeksztal-
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cenie biholomorficzne f1 : U — f1(U) C D takie, Ze

filp) =0 i |filp)| > () (21)

Dowdd. * Obierzmy punkt ¢ € D\ f(U) i homografie hg, przeprowadzajaca D na D i g
na 0. (Mozna za hg przyja¢ przeksztalcenie Blaschkego b,, patrz przyklad w §2.) Wtedy
0 ¢ hgo f(U) iz zalozZenia istnieje galaz fy pierwiastka kwadratowego z hy o f. Inaczej
mowiac,

Fofy=hyof, gdzie F(z)=z2*"dlaz¢ecD (22)
Niech h; bedzie homografia, przeprowadzajaca D na D, zas fy(p) na 0. Z (22) wynika, ze
f=Gof, gdziefi:=hiofyi G:=hy'oFoh'

Poniewaz f(p) =0 = fi1(p), wiec G(0) = 0. Ponadto, przeksztalcenie G przeprowadza D w
D (bo czynia to hy', hi* i F), lecz nie jest réznowartogciowe (gdyz F' nie jest i by *(D) = D).
Nie jest wiec ono obrotem i z lematu Schwarza wynika, ze |G'(0)| < 1. Stad |f'(p)| =
GO < [f1(p)] O

W dowodzie milczaco wykorzystaliSmy to, ze gataZz pierwiastka funkeji biholomorficznej
tez jest taka funkcja (i dlatego jest nia fy, a przez to i f1). Wykorzystamy to tez nizej, wraz
7z tym, ze obraz przeksztalcenia biholomorficznego jest zbiorem otwartym.

* Dowdd implikacji g) = R) w twierdzeniu. Podzielimy go na 4 czesci.

1. Przeprowadzimy obszar U biholomorficznie na taki, ktory nie jest gesty w C.

W tym celu niech ¢ € C\ U i niech f bedzie gatezia pierwiastka kwadratowego z funkeji
idy — q. Zbior V. = f(U) jest otwarty i wobec tego zbior =V = {—v : v € V} —tez.
Pozostaje zauwazy¢, ze V N (=V) = (). Jesliby jednak f(a) = —f(b) dla pewnych a,b € U,
toa—q=(f(a))?=(f(b)>?=b—q,skada=101i f(a) = —f(a). Jest to niemozliwe, bo
wowezas 0 = (f(a))? = a — q, whrew temu, ze ¢ ¢ U i a € U.

2. Ustalmy punkt p € U i oznaczmy przez F zbiér wszystkich réznowartosciowych
przeksztalcen f € H(U), dla ktorych f(p) = 01 f(U) C D. Jest on niepusty, bo do
F nalezy ztozenie h o fy dowolnego roznowartosciwego przeksztatcenia fy € H(U), ktorego
obraz jest roztaczny z pewnym dyskiem Dy (patrz wyzej), z homografig h, przeprowadzajaca
Dy na C\ D, a fy(p) na 0. Przyjmujemy

M = sup{|f'(p)| : f € F} €0, 00]

3. Z uwagi 1 1) w §1 wynika, ze M > 0. Ponadto, M = |f'(p)| dla pewnego f €
F. Istotnie, istnieja fi, fo, -+ € F dla ktorych lim, |f/(p)] = M. Na mocy twierdzen
Montela—Osgooda—Stieltjesa i Weierstrassa, mozna z ciagu (f,) wybra¢ podciag zbiezny
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niemal jednostajnie do funkcji f € H(U) takiej, ze |f'(p)| = M. Stad f'(p) # 0 i funkcja f,
nie bedac stata, przeksztatca obszar U biholomorficznie na zbior otwarty f(U). (Korzystamy
zuwag 112w §l.) A ze zbior ten jest zawarty w D, to jest zawarty i w Int(D) = D.

4. Jesliby f(U) # D, to z lematu wynikatoby istnienie przeksztatcenie f; € F takiego,
ze |fi(p)| > |f'(p)] = M, wbrew definicji liczby M. Zatem f(U) = D i f jest szukanym
przeksztalceniem. (Jest ono biholomorficzne, bo nalezy do F.) H

Uwaga 1. Ptaszczyzna C nie jest holomorficznie rownowazna z dyskiem D, bo kazda funkcja
holomorficzna C — D jest stala (co wynika z twierdzenia Liouville’a).

Uwaga 2. * Dowiedli$my zarazem, ze jesli warunek R) jest spetniony, to pewne przeksztal-
cenie biholomorficzne f, : U — D przeprowadza dany punkt p € U na 0. Kazde inne
przeksztalcenie o tych wlasnosciach jest postaci k - f,, gdzie |k| =1 (bo jego zlozenie z f,- 1
biholomorficznie przeprowadza dysk D na D, a 0 na 0; patrz wniosek 1 w §2).
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