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1 Przyktady biholomorficznych przeksztalcenn na dysk.

Definicja. Niech zbiory U,V C C beda otwarte. Przeksztalcenie f : U — V nazywamy
biholomorficznym, jesli jest ono bijektywne i zaréwno f, jak i f~! sg holomorficzne. Gdy
takie przeksztalcenie istnieje, zbiory nazywamy holomorficznie ré6wnowaznymi.

Przyktady obszaréw holomorficznie rownowaznych z dyskiem omawiane byty na ¢wicze-
niach. Obejmujg one: polplaszczyzny, soczewki wlasciwe (w tym potkola i katy), pasy i
polpasy, przeciecia katow z dyskiem zatoczonym z wierzchotka kata, elipsy petne, ptaszczy-
zny 7 usunietymi roztacznymi dwiema potprostymi. Biholomorficzne przeksztatcenie kazdego
z tych zbioréw na dysk lub potptaszezyzne mozna jawnie wskazac, wykorzystujac omawiane
w §1.6 wlasnosci homografii, funkcji wyktadniczej i funkcji trygonometrycznych. Przypo-
mnijmy pokrotce, jak takie przeksztatcenia budowac.

Nazwijmy dyskiem w C kazda z dwoch sktadowych zbioru C \ T, gdzie T jest okregiem
w C. Soczewka w C nazwiemy niepusty zbior, bedacy czescia wspolna dwoch dyskow w @,
ktorych brzegi sie przecinaja. Jesli dyski te sg potptaszezyznami, to soczewka jest pasem
(gdy brzegi potptaszezyzn sg rownolegte) lub katem (gdy nie sg). Soczewka S jest wlasciwa,
gdy oo nie lezy w jej domknieciu.

1) Przeksztalcenie soczewki wlasciwej na pas lub kat. Rozwazana soczewka S jest prze-
cieciem dwoch dyskow, ktorych brzegi oznaczymy Tp i T5. Obierzmy punkt p € T1 N'T5 i
przeprowadzmy go homografia h(z) = 1/(z — p) na co. Poniewaz okregi uogélnione h(77) i
h(Ty) przechodza przez oo, wiec sa one prostymi, zas h(S) jest katem lub pasem. Zauwazmy,
ze h(S) C C, gdyz h™}(c0) =p ¢ S.

2) Przeksztalcenie pasa lub kata na polplaszezyzne. Kat tatwo jest przeprowadzié na zbior

K ={z:0< Arg(z) < a}, gdzie 0 < a < 27, a ten galezia funkcji z +— 2™ na polplasz-
czyrme I = {z € C: Imz > 0}. (Galaz ta na K istnieje, bo KN|[0,00) = ), ana C\ [0, 00)
okreslona jest gataz logarytmu.) Natomiast pas przeprowadzmy funkcja liniowa na pas po-
ziomy {2z : 0 < Imz < a}, gdzie a < 27, a ten funkcja exp na kat {z : 0 < Argz < a}.
Gdy zadbac¢ o to, by a = 7, to w obrazie otrzymamy potptaszczyzne 11, ; gdy zas a = 27,
to otrzymamy kat petny C\ [0, co)g.

3) Przeksztalcenie wycinka kota lub potpasa. Potpas” {z : 0 < Imz < «, Re z < ¢} przy
przeksztalceniu exp przejdzie na wycinek kota {z : |z| < €,0 < Argz < a}, a ten z kolei
funkcjg z — 2™ przeprowadzi¢ mozemy na potkole (a wiec na soczewke).

4) Przeksztalcenie polplaszczyzny na dysk. Gdy potptaszezyzna jest 11, = {z
Im(z) > 0}, za$ dyskiem — D(0,1), to przeksztalcenie mozemy zada¢ dowolnym ze wzo-
row opisanych w zadaniu 8 w §1.6.C, np. f(z) = (z —1)/(z + 1).

5)* Przeksztalcenie plaszezyzny z wyjetymi wspotliniowymi potprostymi. Z §1.6.A wiemy,
ze zbior C\ (L1ULs), gdzie L1 = [1,00)r i Ly = (—o0, —1]g, jest obrazem pasa Vj = {2z : 0 <
Re z < 7} przy przeksztalceniu cos, a takze —na podstawie zadania w §1.1 1 §1.7—jest obrazem

potptaszezyzny 11, przy przeksztalceniu u(z) = %(z + z71). Przeksztalcenia wypy, 1 cosy,
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i sa roznowartosciowe, a przeksztalcenia do nich odwrotne, przeksztatcajace C\ (L; U Lg)
na I1; czy Vj, mozna zada¢ wzorami w — w + vw? —1 1 w — —iLog(w + vw? — 1),
odpowiednio. (Wzorom tym umiemy nadaé sens, bo w? — 1 ¢ [0, 00)r dla w ¢ L U Ly.)

Kazdy z powyzszych zbioréw mozemy na inny z nich przeprowadzi¢ ztozeniem opisanych
przeksztalcen lub ich odwrotnodci.
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