1 H. Torunczyk, Wyklad z FA (jesieri 04)

Notatki te odpowiadaja, z niewielkimi zmianami, wyktadowi prowadzonemu przeze
mnie w semestrach jesiennych 2003 i 2004r. Moga one utatwi¢ zrozumienie wyktadu, lecz
z koniecznosci nie sa wyczerpujace. Glebsze omdwienie poruszanych zagadnien mozna
znalez¢ w podrecznikach wymienionych nizej. Zapisaniem w TeXu duzej czeSci notatek
zajal sic Pan Wojciech Baginski.

Material badZ to nieco trudniejszy i wykraczajacy poza minimum, zakreslone pro-
gramem, badZz to mniej w dalszej czesci wykorzystywany, oznaczono gwiazdka *; tylko
niewielks jego cze$¢ omowiono na wyktadzie. Znak [ oznacza koniec rozumowania czy
(gdy rozumowanie jest zbedne) koniec sformutowania. Znak H ma podobne znaczenie, ale
uzywany jest wtedy, gdy pewne fragmenty rozumowania sa pozostawione czytelnikowi.

,Zadaniami” nazwano wybrane lematy, ktérych dowod jest na tyle prosty, ze z po-
zytkiem moze by¢ znaleziony przez czytelnika, podczas gdy podawanie go zaciemnitoby
tylko uktad materiatu; zadania z gwiazdka graja te sama role w odniesieniu do materiatu
uzupetniajacego. Nie zastepuja wiec one tych, ktore rozwiazywane byty na ¢wiczeniach
lub ktore mozna znalezé w znanych zbiorach (np. prof. J. Krzyza).

Niektore podreczniki w jezyku polskim:

J. Chadzyniski, Wstep do analizy zespolone;j.
F. Leja Teoria funkcji analitycznych.

F. Leja, Funkeje analityczne i harmoniczne.!

K. Maurin, Analiza (w szczegblnosci rozdziat XVI).
W. Rudin, Analiza rzeczywista i zespolona.

S. Saks, A. Zygmund, Funkcje analityczne.?

B.W. Szabat, Analiza zespolona.

1Plik .pdf osiagalny pod http://matwbn.icm.edu.pl/ksspis.php?wyd=10
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I PRZENIESIENIE NA PRZYPADEK ZESPOLONY
WSTEPNYCH POJEC ANALIZY

1 Liczby zespolone (przypomnienie).

Element (z,y) plaszezyzny R x R = R? oznaczamy przez x + yi. Wprowadzamy naste-
pujace dziatania:
. N d .
(e +yi) £ (@ +yD) < (e +2) £y + 9
: N\ d :
(x + i) (@' +¢/i) < (@2’ — ) + (ay + ')

Odpowiadajg one dzialaniom na wyrazeniach algebraicznych gdy przyjac, ze i = —1.
Zamiast r + yi mozemy pisa¢ x jesli y = 0, zas yi jesli x = 0. Przy tych umowach
dotyczacych zapisu i dziatan, zbior R? oznaczamy przez C, a jego elementy nazywamy
liczbami zespolonymi. (Mozemy je tez nazywac¢ wektorami lub punktami, zaleznie od
tego, czy R? interpretujemy jako przestrzeri wektorows czy afiniczng.)

Liczbe x — yi nazywamy liczbg sprzezong do liczby z = x + yi € C i oznaczamy Z.
Poniewaz

2Z = |z|?, gdzie |7] Lo y? € [0,00) jest modutem liczby z,

wiec #Z jest odwrotnoscia liczby z # 0. Stad juz wynika tatwo, ze C jest cialem. (Nieco
ktopotu sprawia tgcznosé mnozenia — jak jej dowies¢?) Dla z = x + yi przyjmujemy

Re(z) def . _ z+z7 Im(2) défy: z—z
2 21
Sa to czesé rzeczywista i cze$é urojona liczby z. (Czescia urojona ,czysto urojonej” liczby
i nie jest wiec i, lecz 1.)
Dzieki utozsamieniu kazdej liczby x € R z liczba x + 0i, mozemy R traktowac jako
podzbior (i podcialo) ciata C. Przedzial {x + 0i : x < a} C C, gdzie a € R, be-
dziemy jednak oznaczaé (—oo, alg, a nie (—o0, al, i podobnie wprowadzamy oznaczenia

[a, 00)Rr, (—00,a)r 1 (a,00)r. Ta drobiazgowosé¢ spowodowana jest tym, ze dotaczymy
niebawem do C punkt oo, ale nie punkt —oo; ponadto, analogiczne przedziaty nie beda
wprowadzane gdy Im(a) # 0. (W C nie definiujemy bowiem relacji nieréwnosci poza
tymi, ktore dotycza liczb rzeczywistych — czyli lezacych na osi Imz = 0.) Dla a,b € C
mozemy jednak rozwaza¢ odcinek domkniety [a,b] = {tb+ (1 —t)a : 0 < t < 1} i
analogiczne odcinki otwarte z jednej czy z obu stron.

Punkt z = x + yi plaszczyzny C = R? mozna tez zapisa¢ w postaci biegunowe;:

z = |z|(cos(a) + isin(w)), gdzie a € R. (1)
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(Dlaczego?) Piszemy:

a = arg(z), gdy zachodzi (1),

a = Arg(z), gdy zachodzi (1) i a € [0, 27).
Liczbe o nazywamy argumentem liczby z, jesli o = arg(z), zas argumentem gtownym,
jesli @ = Arg(z). Dla z # 0 gltowny argument Arg(z) jest jedyny, za$ kazdy inny rozni
sie od niego o catkowita wielokrotnos¢ liczby 27r.

Zapiszmy najwazniejsze wlasnosci modutu, sprzezenia i argumentu:
L [Re(z)| < |z, [Im(z)] < 2], [z = |2]

2. Z;m =7, ntn=u0En

3. |z122| = |21 |2

4. arg(z120) = arg(21) + arg(2a), arg(z1/22) = arg(z1) — arg(z2) gdy 20 # 0
(Oznacza to: gdy «o; = arg(z;) dlai = 1,2, to a1 + ag jest argumentem liczby 2 2o,
zas gdy ponadto zo # 0, to a; — ag jest argumentem liczby 21/25.)

5. ‘Zl —+ 22‘2 = ‘Zl|2 —+ |ZQ‘2 + QRG(le_Q) = ‘21|2 —+ ‘22‘2 -+ QRG(Z_IZQ)

6. |21 + 22| < |21] + |22| 1 rOWNOSE ma miejsce < z; = 0 lub 2o = t2;,t € [0,00)R

Zadanie. Niech f(z) = 5(z+z7!) dla z € C\{0}. Udowodni¢, ze funkcja f przeksztalca
w sposob roznowartosciowy zbiory {z € C : |z| > 1} 1 {# € C: 0 < |2] < 1} na
C\ [-1,1], zas zbior {z € C : Im(2) > 0} na (C\R)U(—1,1). (Wskazowka: wyznaczy¢
obraz f(0X) brzegu 0X rozwazanego zbioru X i dowiesé, ze dla w ¢ f(0X) rownanie
2 + 2z~! = 2w ma dwa rozwiazania 21, z2; z nich jedno nalezy do X, bo 2129 = 1.)

Zadanie. * Dowies¢, ze gdy [p| = P < 11i ¢l = Q < 1, to ‘1}:%' < |‘1117:T;1(1|| < 11[:;3%'

(Wskazowka: mnozac p i q przez liczbe P/p sprowadzi¢ zadanie do przypadku, gdy
p=Piqg=Q(cosy+isiny). Korzystajac z 5 wyrazi¢ kwadrat srodkowego cztonu
nieréwnosci jako funkcje zmiennej ¢ i dowie$é, ze ma ona ekstrema tylko gdy sing = 0.)

Wazne jest badanie podstawowych przeksztalcen C — C. Pewne z nich poznamy
pozniej. Na razie odnotujmy (dowod jest pozostawiony jako zadanie):

Stwierdzenie 1. a) Przeksztalcenie z — Z jest symetrig prostopadtq ptaszczyzny wzgle-
dem osi rzeczywister.

b) Gdy a,b € C ia+#0, to przeksztatcenie f : C — C zadane wzorem f(z) =az+b
jest podobieristwem. Scislej biorge, jest ono:

i) przesunieciem, gdy a = 1,
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ii) obrotem wokdt 0 o kgt arg(a), gdy la| =11ib=0,

ii) jednoktadnoscig o Srodku w0 i skali |a|, gdy a € R i b =0,

i) ztozeniem obrotu wokdt punktu zy = b/(1 — a) o kqt arg(a) i jednoktadnosci o
Srodku w tym punkcie i skali |a|, gdy a # 1. H

Uwaga 1. Powyzej, 2y jest jedynym punktem stalym przeksztatcenia f.

Cwiczenie. Dowiesé, ze gdy Reu < 01 Rev < 0, to |u —v| < |u + 7. (Zalezé dowod
analityczny, oparty na rownosci 5, 1 geometryczny, oparty na czesci a) stwierdzenia.)

Przez macierz przeksztatcenia liniowego R?> — R? bedziemy rozumieli macierz tego
przeksztalcenia w standardowej bazie (1,0), (0,1) przestrzeni R

Uwaga 2. Dla a = p + ¢i przeksztalcenie 2z — az wyznacza, po utozsamieniu C z R?,
przeksztalcenie liniowe R? — R2?, ktorego macierz jest rowna (g _pq) (bo w kolumnach
wpisujemy obrazy wektorow (}) = 1c oraz () = ic). Oczywiscie, kazde C-liniowe

przeksztatcenie C — C jest postaci z — az, gdzie a € C.

Uwaga 3. Wynika stad, ze nie kazde R-liniowe przeksztatcenie C — C jest C-liniowe.
Przyktad: funkcja f(z) = Z nie jest C — liniowa, bo f(cz) # ¢f(2) gdy ¢ ¢ R iz # 0.
(Jaka jest macierz tego przeksztatcenia?)

Zadanie. Udowodni¢, ze kazde podobienistwo C — C jest postaci z — az + b (gdy
zachowuje ono orientacje ptaszczyzny C) lub z — aZ + b (gdy zmienia orientacje), gdzie

a,be C,a#0.

Oznaczenia i nazwy. Na ptaszczyznie C rozwazamy ,zwykta” metryke euklidesowa
(21,22) — |21 — 22| 1 wyznaczona przez nia topologie. Otwarty zbior spojny U C C
nazywamy obszarem. Przez D(zg,7) = {2z € C : |z — 29| < r} oznaczamy kolo otwarte

o srodku zq i promieniu r, zas przez D(zg,7) = {z € C : |z — 29| < r} — odpowiednie
koto domkniete. Niepuste koto otwarte nazywamy dyskiem.

2 Ciaglosé 1 ré6zniczkowalnosé funkcji zespolonych.

Dla z,z1,29--- € C piszemy lim,, . 2, = 2, gdy lim, |z, — 2| = 0 (réwnowaznie:
lim,, .o, Rez, = Re z oraz lim, ., Im 2, = Im z). Jest to wiec ta sama zbieznosé¢ ciagu
punktow plaszezyzny, ktora badamy na Analizie I1. Podobnie, dla U C C mozemy funkcje
f: U — C traktowaé jako funkcje dwoch zmiennych o wartogciach w R? = C; pozwala
to okresli¢, kiedy ta funkcja jest ciagta na catym zbiorze U lub w danym punkcie zy € U.

Zadanie. Funkcje C x C — C, okreslone wzorami (21, 29) +— 21 + 22 1 (21, 29) — 2129,
sa ciaglte. Podobnie, ciagle sa funkcje C3> 2—z€ C i C\ {0} 3z 1/2€C.
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Gdy tg € (a,b) C R, to dla funkcji f : (a,b) — C przyjmujemy

ef 1. f(t) = f(to)

flto) = lim ——— o

Takze dla zbioru otwartego U C C, funkcji f: U — Ci zy € U:

f'(20) “ Jim 1(z) - f(zo)’ gdy ta granica istnieje (w przestrzeni C).
220 Z — 20

gdy ta granica istnieje (w przestrzeni C).

Maja miejsce zwykle reguly:

(f £9)(20) = f'(20) = ¢'(20), gdy 20 € dom(f) = dom(g),

2. (fg)'(= ) f'(20)9(20) + f(20)9'(20), gdy 20 € dom(f) = dom(g),
3. (2)'(20) = 2224, edy 2 € dom(g) i g(z0) # 0,

4. (f29)'(20) = ['(9(20))9'(20), gdy 20 € dom(g) i im(g) C dom(f).

Oznaczaja one: gdy wyrazenia po prawej sa zdefiniowane, to wyrazenia po lewej — tez

1.

153 im réwne.

Przypomnijmy, ze gdy f traktowaé jako funkcje dwoch zmiennych rzeczywistych, to
jest ona rézniczkowalna (w sensie omawianym na Analizie IT) w punkcie zy € U wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje przeksztalcenie liniowe L : R? — R? spelniajace warunek:

. |f(z0+h) — f(z0) — Lh| .
i 7] =0 )

Przeksztalcenie L, jedli istnieje, to jest jedyne. Nazywamy je pochodng rzeczywistq funkceji
f, w punkcie zy, i oznaczamy przez df(zy). Jego macierz (oznaczmy ja [L]) jest taka:

uz(20) (Zo)) - 2
Ll=|("" Y , dzie f(z) = (u(2),v(2)) e R°dla z € U. ok
= (W) ) e 1) = (w2 of2) ()

Przypomnijmy tez, ze warunkiem wystarczajacym istnienia pochodnej rzeczywistej
L = df(z) jest istnienie i ciggtos¢ pochodnych czastkowych wg, uy, vy, v, W pewnym
otoczeniu punktu zg, zas warunkiem koniecznym — ich istnienie w punkcie zj.

Twierdzenie 1. Dia przeksztatcenia f: U — C, gdzie U C C jest zbiorem otwartym,
rownowazne sq warunki:

a) istnieje pochodna f'(zy) w punkcie zy;

b) istnieje pochodna rzeczywista funkcji f w punkcie zy i jej macierz jest postaci
(p q) gdzie p,q € R.
Ponadto, gdy warunek b) jest spetniony, to f'(z0) = p + qi.
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Dowdd. b) = a). Niech przeksztalcenie liniowe L spelnia warunek (*) i [L] = (% 7).
Na mocy uwagi 2 w §1 zachodzi L(h) = (p+¢i) - h dla h € C = R?, wobec czego (*)
oznacza, ze limy_ w =p+ qi.

a) = b). Przeciwnie, gdy f'(29) = a € C, to biorac p = Rea,q = Ima stwier-
dzamy, ze dla L(h) o (p + ¢i) - h spelniony jest warunek (*). Istnieje wigc pochodna

rzeczywista df(29) 1 jej macierz jest na mocy uwagi 2 w §1 réwna (4 7). O

Uwaga 1. Z (**) wynika, ze warunek b) jest rownowazny nastepujacemu:
b’) istnieje pochodna rzeczywista df(zy) i spelnione sa rdwnania Cauchy’ego — Rie-
manna:

ug(20) = vy(20) 1 ve(20) = —uy(20)-

Uwaga 2. Geometrycznie, warunek b) oznacza, ze pochodna rzeczywista d f(zy) istnieje
i jest zlozeniem obrotu i jednokladnosci plaszczyzny, oba o srodku w zerze. (Patrz
stwierdzenie 1 w §1. Przeksztatcenie zerowe traktujemy jako jednoktadnosé o skali 0.) H

Zadanie. Niech f : U — C, gdzie zbior U C C jest otwarty. Udowodni¢, ze:
a) Gdy zbior U jest spojny oraz f' =0, to f = const.

b) Gdy istnieje pochodna f'(zy), to istnieje i pochodna ¢'(Zp) funkeji g(z) «f f@).

3 Ciagi i szeregi funkcji zespolonych.

Niech U bedzie zbiorem otwartym w C i niech f,f, : U — C, gdzie n = 1,2,....
Przyjmijmy dla K C U:

[/l = sup{[f(2)]: z € K}

Zadanie. Dowies¢ réwnowaznosci nastepujacych warunkow:
i) Na kazdym zbiorze zwartym K C U, ciag (f,)22, jest zbiezny jednostajnie do
funkcji f (przez co rozumiemy, ze lim, . || f, — f||x = 0, dla kazdego zbioru K j.w.).
ii) Kazdy punkt zy € U posiada otoczenie D C U, na ktorym ciag (f,)52, jest zbiezny
jednostajnie do funkcji f.
(Wskazowka: warunki te sa rownowazne i wtedy, gdy U jest dowolng przestrzenia lokalnie
zwartg — taka, w ktorej kazdy punkt posiada zwarte otoczenie.)

Definicja. Gdy te dwa warunki sa spetnione to mowimy, ze ciag (f,)>2; jest na zbiorze
U niemal jednostajnie zbiezny do funkcji f.
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Uwaga 1. Granica niemal jednostajnie zbieznego ciagu (f, : U — C)22, funkcji ciagtych
jest funkcja ciggla. Istotnie, jest tak dla ciggdéw jednostajnie zbieznych, wobec czego
kazdy punkt zyp € U ma otoczenie, na ktorym funkcja graniczna jest ciagta. ]

Zajmowaé nas tez beda szeregi funkcyjne > 7 fn, gdzie kazda z funkcji f, jest
okreslona na podzbiorze ptaszczyzny C i przyjmuje wartosci zespolone. Powiemy, ze sze-
reg taki jest niemal jednostajnie zbiezny (odpowiednio: jednostajnie zbiezny) na danym
zbiorze U C C, jesli wlasnosé te ma cigg funkcji

on(2) = fulz), z€U.
k=0

Uwaga 2. Ma miejsce kryterium porownawcze Weierstrassa: jesli na zbiorze U szereg
funkeyjny Y07 fu(2) jest majoryzowany przez liczbowy szereg zbiezny » > ¢, (tzn.
jesli dla wszystkich z € U1 n > 0 spelnione sa nierownosci | f,(2)| < ¢, gdzie Y~y ¢, <
00), to szereg > fn jest na U zbiezny jednostajnie. Jesli wiec ponadto funkcje f, sa

ciagle, to i funkcja > 7 f, jest ciaglta na U. =

4 Zespolone szeregi potegowe.

Przez szereg potegowy zmiennej z, o Srodku w zo (lub: wokdt zy), rozumiemy szereg
funkeyjny Y cn(z — 20)", gdzie 2o, o, c1, ... € C.

Stwierdzenie 1. Liczba

R =1/lim {/|c,| € [0, o0]
ma nastepujgce wlasnosci: gdy |z — zo| > R, to szereg > .~y cnlz — 20)" nie jest zbiezny
(bo jego wyrazy nie dazg do 0), zas gdy 0 < r < R, to szereg >~ |ca|r™ jest zbiezny i
wobec tego szereg > " cn(z — 20)" jest zbiezny jednostagnie na dysku |z — z| <r. B

Liczbe R nazywamy promieniem zbieznosci szeregu » o ¢n(z — 20)".

Uwaga 1. Ze stwierdzenia wynika, ze
a) Na dysku |z — zo| < R szereg Y~ ,cn(z — 20)" zbiega niemal jednostajnie, oraz
b) Jesli szereg > cn(z — 20)" jest zbiezny w punkcie z = p, to |p — 2| < R.

Stwierdzenie 2 (o rozniczkowaniu szeregow potegowych). a) Szereg Y " ¢n(z — 20)"
ma ten sam promien zbieznosci R, co szereg > oo ney(z — z9)" L

b) Na dysku D = {z € C : |z — 2| < R} pierwszy szereg jest zbiezny niemal
jednostajnie do funkcji f, ktorej pochodna jest sumaq drugiego szerequ.
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Dowédd. Czesé a) tatwo wynika stad, ze lim v/n + 1 = 1.

Ad b) Mozemy zatozy¢, ze zg = 0. Ustalmy punkt p € D; dowiedziemy istnienia
pochodnej f'(p) i tego, ze f'(p) = > oo nc,2" ' W tym celu obierzmy r € (|p|, R) i
zauwazmy, ze gdy z € D(0,r) \ {p}, to

_ o0 n_ ,n 0
f(Z) f(p> _ chz p _ ch(zn—l +Zn_2p+--- _f_pn—l).
S n=1 S n=1

Z nieréwnosci |z| < r i |p| < r wynika, Ze ostatni szereg jest majoryzowany przez
szereg zbiezny Y oo |cu|nr™! a jego suma jest ciagla funkcja zmiennej z € D(0,r).
(Wykorzystano a) i uwage 2 w §3.) Stad granica lim,_, (f(z) — f(p))/(z — p) istnieje i

jest réwna rozwazanej sumie dla z = p, a ta jest > 7, c,np" L. ]

5 Funkcje holomorficzne i funkcje analityczne (definicje).

Definicja. a) Gdy U C C jest zbiorem otwartym, to funkcje f : U — C nazywamy
holomorficzng , jesli w kazdym punkcie zy € U istnieje pochodna f'(zp).

b) Gdy U C C jest zbiorem otwartym, to funkcje f : U — C nazywamy analityczng,
jesli dla kazdego punktu p € U istnieje jego otoczenie D C U oraz szereg potegowy

Yo gcnlz — 20)", takie, ze f(2) =Y " gcn(z — 20)" dla z € D.

¢) Gdy U C C jest dowolnym zbiorem, to funkcje f : U — C nazywamy anali-
tyczng (odp. holomorficzna), jesli przedtuza si¢ ona do funkcji analitycznej (odp.
holomorficznej) f: U — C, gdzie U C C jest zbiorem otwartym, zawierajacym U.

d) Zbior wszystkich funkeji holomorficznych U — C oznaczamy przez H (U).

Uwaga 1. i) Gdy dom(f) DU i fiy € H(U), lecz opisanie dziedziny dom(f) funkcji f
nie jest konieczne, to powiemy, ze funkcja f jest holomorficzna w zbiorze U.
ii) Okaze sie pdzniej, ze w (b) mozna wziaé¢ zy = p, na razie jednak nie jest to istotne.
iii)* Jesli w (b) zastapi¢ C przez R i zadaé, by ¢, € Rdlan =0,1..., to otrzymamy
definicje funkcji R-analityczney.

Uwaga 2. Z regul 1-4 z §2 wynika, ze gdy f,g € H({U),to frge€ HU)i f-g € H(U),
jak rowniez, ze f/g € H(U) jesli 0 ¢ g(U). Podobnie ztozenie funkeji holomorficznych,
jesli jest okreslone, to jest funkcja holomorficzna.
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Twierdzenie 1. Niech promien zbieznosci szerequ Y -y cn(z — 29)" wynosi R. Wow-
czas na dysku D = D(zy, R) szereg ten jest niemal jednostajnie zbiezny do pewnej funkcji
holomorficznej f : D — C. Ponadto,

f(z) = incn(z —2)" ! dlaz€ D. (0)
n=1

Dowédd. Ze stwierdzenia 2 w §4 wynika, ze dla r € [0, R) oba szeregi sa jednostajnie
zbiezne na D(zg,r) do pewnych funkcji f i g, odpowiednio, przy czym f' = g. O

Whniosek 1. a) Funkcja analityczna jest zarazem funkcjg holomorficzng.
b) Pochodna funkcji analitycznej jest funkcjg analityczng.

Obie czesci wynikaja natychmiast z twierdzenia i przyjetych definicji. Prawdziwa
jest tez znacznie glebsza implikacja przeciwna do wyrazonej w a), czego dowiedziemy w
nastepnym rozdziale.

6 Przyklady waznych funkcji analitycznych.

A. Funkcja exp i funkcje trygonometryczne.

Promien zbieznosci szeregu ), %z” jest rowny oco. Zatem suma tego szeregu okresla
pewna funkcje analityczng C — C, oznaczang przez exp lub przez z — e*. Tak samo,
istnieja funkcje cosinus i sinus, wyznaczone dla z € C wzorami:

22 24 20 2 2P

COS(Z):1_§+I_5+”" sin(z):z—§+§—ﬁ+...
Z wyktadu Analizy I wynika, ze dla z € R wartosci e?, cos(z) i sin(z) pokrywaja sie z

tam omawianymi. Bez trudu otrzymujemy tez wzory Eulera

e = cos(z) +isin(z), cos(z) = % (eiz - e*iz) , sin(z) = % (eiz — e*iz) (1)

Natomiast ze stwierdzenia 2 w §4 wynikaja zaleznosci
exp’ =exp, sin’ =cos, cos' = —sin. (2)

Dalej, dla z, z1, 20 € C mamy:

12 =e*e® skad e® £0 i e 7 =1/¢’ (3a)
cos(z1 + z2) = cos(21) cos(z2) — sin(z1) sin(z9) (3b)
sin(z1 + z2) = cos(z1) sin(zq) + sin(z1) cos(zs) (3¢)
cos(z) = sin(z + g), sin(z) = — cos(z + g), cos?(z) +sin?(z) = 1 (3d)
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Pierwszej z tych czterech rownosci najlatwiej dowiesé tak: pochodna funkeji z — e**e™*

jest na mocy (2) rowna 0, wiec funkcja ta jest stata i rowna swej wartosci w zerze, tzn. e*.
Zatem e*t71 = efe” Vz € C. Kolejne dwie tozsamosei, ktorych (3d) jest przypadkiem
szczegOlnym, wynikaja z (3a) i wzoréw Eulera.

Funkcje exp, cos, sin wyrazi¢ mozna jako funkcje zmiennych z = Re(z) i y = Im(2):

e* = e"(cosy +isiny), (4a)
cos z = cosxchy —isinzshy, (4b)
sinz =sinxchy +icoszshy. (4c)

Powyzej, cosinus hiperboliczny chy i sinus hiperboliczny shy zdefiniowane sg wzorami

V4oV Y _ oY

ch y:% = cos(iy), sh y:% = —isin(iy). (5)
(Definicje te maja sens i dla y € C.) Pierwsza rownos¢ w (4) wynika z (3a) i (1),
natomiast druga i trzecia — z (3b) (odp. z (3¢)) i (5).

Dla kazdej liczby zespolonej w przyjmijmy wZ = {wk : k € Z}, gdzie Z to zbior liczb
catkowitych. Twierdzimy, ze

exp(z1) = exp(z2) & 21 — 20 € 27iZ (6a)
cos(z1) = cos(z2) < (21 — 22 € 277 1ub 2z + 29 € 277) (6b)
sin(z1) = sin(zq) < (21 — 20 € 27Z lub 21 + 20 + 7 € 277Z) (6¢)

[stotnie, exp(z1) = exp(z2) < exp(z1 — 22) = 1, wobec czego (6a) wynika stad, ze
exp(z +iy) =1« (x =01y € 2rZ). (Korzystamy z (4a).) Aze W + - =w+ + &
W =w lub W = 1/w (réwnanie jest kwadratowe wzgledem W), wige z (6a) 1 (1) tatwo
otrzymujemy (6b). Natomiast (6¢) jest konsekwencja (6b) i (3d).

Nazwijmy liczbe 2o okresem funkcji f: C — C, jesli f(z9 + 2z) = f(z) dla wszystkich
z € C. Z (6) wynika, ze zbiorem okreséw funkcji cos i funkcji sin jest 2nZ, za$ zbiorem
okresow funkcji exp jest 2miZ.

By wyobrazi¢ sobie, jak omawiane trzy funkcje przeksztatcaja ptaszczyzne C, roz-
wazmy na niej siatke prostych K, i L, (z,y € R), réwnoleglych do osi wspolrzednych:

K,={2€C:Re(z) =2}, L,={2€C:Im(z) =y}

Z (4a) wynika, Ze obrazem prostej K, przy przeksztalceniu exp jest okrag {z' : |2/| =
e”}, a obrazem prostej L, jest potprosta otwarta {2’ € C\{0} : arg(?’) = y}. Otrzymane
rodziny potprostych i okregéw wypelniaja oczywiscie zbior C\ {0}, skad ten jest obrazem
ptaszczyzny C przy funkcji exp.
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Natomiast przeksztalcenie cos przeprowadza prosta L, (y # 0) na zbior punktow
2 =2’ + y/i, ktory na mocy (4b) zadany jest rownaniem:

.CE'/ 2 / 2
+(L) =1
(Chy) (Shy>

Przedstawia ono elipse o srodku w 0 i potosiach dtugosci chy i [shyl.

Pytanie: Czym jest obraz prostej K, przy funkcji cos, gdy x ¢ (7/2)Z? (Odp.: jest on
tym ramieniem hiperboli (z'/ cosx)? — (y//sinx)? = 1, ktére polozone jest w polplasz-
czyznie sgn x’ = sgn(cosx).)

Odnotujmy tez, ze przeliczalnie wiele prostych K, i prosta Ly sg przez f = cos
przeprowadzane w wyjatkowy sposob: obrazem prostej Ly jest odcinek [—1, 1], a obrazem
prostej K, — poltprosta [1,00)r gdy x € 27Z, polprosta (—oo, —1|g gdy x € m + 277,
zas$ prosta iR gdy = € w/2 4+ nZ. (Dlaczego?) Kto pamieta wlasnosci stozkowych,
wywnioskuje z rownosci ch?y —sh?y = 11 cos?z + sin?x = 1, ze —1 i 1 sa ogniskami
kazdej z elips f(L,) i (ramion) hiperbol f(K,). Wynika stad, a ogdlniejsza przyczyne
poznamy w rozdziale V, ze kazda z hiperbol jest prostopadta do kazdej z elips. Prosta
iR, obie potproste oraz rozne zbiory opisanej rodziny ramion hiperbol wypelniaja w
sposOb roztaczny cala ptaszezyzne, co wynika z ponizszego zadania. (Mozna zamiast
niego uzy¢ zadania z §1, jesli przedstawi¢ cos jako zlozenie g o exp o h, gdzie h(z) = iz
ig(z) = 3(z 4+ 271).) To samo tyczy sie opisanej rodziny elips i odcinka [—1,1]. Dla
kazdej z tych przyczyn, obrazem funkcji cos jest cata ptaszczyzna C.

Zadanie. Dla danych liczb X,Y > 0 istnieje doktadnie jedna para liczb a,b > 0 takich,
zea+b=11 X/a—Y/b=1. (Wskazowka: rozwazy¢ funkcje a — X/a —Y/(1 — a).
W zastosowaniu, role X 1Y graja kwadraty wspohrzednych punktu ptaszczyzny.)

Otrzymujemy wiec taki rysunek:

[RYSUNK]I]
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Na rysunkach (gdy je wzbogaci¢) dostrzec mozna tez slady okresowosci funkeji exp i
cos. Ptlaszczyzna C jest bowiem podzielona prostymi K., n € Z, na pasy

Vo={2€C:nm <Re(z) < (n+ 1)7}.

Kazdy pas V;, jest przez funkcje f = cos przeprowadzany w sposéb réznowartosciowy na
zbior |J{f(K;) :nm < x < (n+1)7}, rowny (C\R)U(—1,1). (Korzystamy z (6b) oraz,
ponownie, z zadania i wczesniejszego opisu zbiorow f(K,).) Na sasiadujacych pasach
V,.—1 1V, przeksztalcenie cos jest symetryczne wzgledem rozdzielajacej je prostej K,
gdyz cos(nm 4 z) = cos(nm — z) dla z € C.

Podobnie, ptaszczyzna jest podzielona prostymi Loy, n € Z, na pasy

H,={2€C:2nm <Im(2) <2(n+ 1)r},

ktore przez funkcje exp przeprowadzane sg w sposob réznowartosciowy na ten sam zbior
C\ [0,00)r. (Korzystamy z (6a).)

Jesli role pasow zamienié, to odnotujemy, ze funkcja exp nawija pasy V,, na pierécienie
e < |z| < et natomiast funkcja cos nawija pasy H, na zdeformowane pierscienie,
ograniczone parg elips. Uzycie stowa ,nawija’ wiaze sie z cyklicznoscig przeksztalcenia:
w obu bowiem przypadkach i dla dowolnych punktéw p, ¢ jak zaznaczono na rysunkach,
domkniety prostokat o kolejnych wierzchotkach p,q,q 4+ d,p + d, gdzie d jest okresem
funkcji cos czy exp, przeprowadzany jest na odpowiedni pierscien—i to w analogiczny
sposob, jak przylegajacy prostokat o wierzchotkach p,q,q —d i p — d. (Przypomnijmy,
ze d =2m gdy f=cos i d=2nigdy f=exp.)

Pytania. a) Czym jest obraz potptaszezyzny Im z > 0 przy funkcji cos?
b) Kiedy cos z € R?
c) Jaki jest zbior wartosci funkeji tg = sin / cos?

Uwaga 1. Poniewaz sin(z) = cos(z — 7/2), wiec rysunki dla funkcji sin sa analogiczne,
jak dla funkcji cos. Co to oznacza jest kolejnym pytaniem. H

Uwaga 2. Z (6a) wynika, ze funkcja exp jest roznowartosciowa na podzbiorze plaszczy-
zny, przecinajacym kazda prosta pionowa K, wzdtuz zbioru o srednicy mniejszej niz 2.
Dla przyktadu, jest ona réznowartosciowa na pasie |[Im z — Re z| < 1. Czytelnik zechce
zbadaé, czy funkcja cos jest na tym pasie roznowartosciowa. (Warto tez narysowac obrazy
pasa przy obu funkcjach, np. korzystajac z istniejacych programoéw komputerowych.)

Uwaga 3. * Zatem zdanie ,funkcja f jest roznowartosciowa na pewnym otoczeniu punktu
2" jest prawdziwe przy f = exp i dowolnym z € C, zas przy f = cos jest ono prawdziwe
wtedy i tylko wtedy, gdy z ¢ 7Z. (Wynika to z (6b).) Czytelnik zaznajomiony z pojeciem
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nakrycia stwierdzi bez trudu (zwtlaszcza gdy procz (6a) skorzysta z twierdzenia 1, ktore
udowodnimy w §8), ze funkcja exp : C — C\ {0} jest nakryciem—jest to jej wazna
wlasnosé. Czy jest nakryciem funkcja cosic\zz : C\ 7Z — C\ {~1,1}7 H

Uwaga 4. * Poniewaz cos = g o expoh, gdzie g(z) = 3(z + 27') i przeksztalcenie
h(z) = iz jest obrotem wokot 0, wiec z poroéwnania whasnosci funkeji exp i cos wynika,
ze g przeprowadza okregi |z| = 7 na elipsy, a potproste {tw : ¢ > 0} na galezie hiperbol
— jednak poza przypadkami, gdy » = 1 lub w € {£1, £i}. (Dlaczego?) Bezposrednia
analize funkcji g znalez¢ mozna w ksigzce Szabata.

Zadanie. a) Gdy f € {exp, cos,sin}, to | f(2)| < el*l dla z € C.

b)* Dla z € C zachodza nieré6wnosci |cos z| > [sh(Im z)| i |cosz| < ch(Im z).

c¢)* Kazdy dysk o promieniu 7v/2 zawiera punkt z taki, ze cosz € Z. (Wskazowka:
cos H(Z) D iA + 77 dla pewnego zbioru A C R takiego, ze dist(t, A) < 1Vt € R.)

B. Funkcje wymierne i sfera Riemanna. Niech co oznacza punkt nie nalezacy

do plaszezyzny C i niech C = {oc} UC. Mozna C dogodnie zamienié w przestrzeri
topologiczna, homeomorficzng ze sfera. Jawny wzor na (pewna) metryke d, zadajaca
topologie w C, mozna uzyska¢ nastepujaco. Niech S = {(z,£) € Cx R : |22 + ¢2 = 1}
bedzie sferg jednostkows w C xR = R3, niech n = (Oc, 1g) € Siniech F': S — C x {Og }
oznacza rzut stereograficzny, tzn. F(p) jest punktem przeciecia prostej np z plaszczyzna
C x {Or} gdy p € S\ {n}, zas punktem (oo, 0g) gdy p = n. Przyjmujemy

d(z1,2) = |F " (21,0) — F'(22,0)|| dla 2,2 € C, (*)

gdzie |[(z,t)]| = +/|2|? + t? oznacza norme euklidesowg w R?* = C x R. Przestrzen

C nazywana jest plaszczyzng rozszerzong lub sferq Riemanna. 7 powyzsza metryka d,
jest ona izometryczna ze sfera S: izometrig jest rzut F. Jest to wigc zwarta przestrzen
metryczna. Zbieznos¢ w metryce d opisa¢ mozna tak: dla z, 21, 29, - - - € C zachodzi

2p— 28 (2€C 1 |z,—2] =0 lub z2=00 1 |2, — 0). (**)

Istotnie, gdy z # oo, to (**) wynika stad, ze przeksztalcenia Fig\ 1 (Fjg\gny) ™" (po-
miedzy C 1S\ {n}) sa ciagle. A zZe z kazdego ciagu ograniczonego w C mozna wybrac
podciag zbiezny, wiec pociaga to za soba (jak?) prawdziwosé (**) i dla z = oo.

Wartoéé F~1(z,0) nietrudno jest wyznaczy¢ i wzorowi (*) mozna nadaé bardziej jawna
posta¢. Nie czynimy tego, bo w zadnej postaci wzor ten nie bedzie wykorzystany, zas
istotna bedzie tylko charakteryzacja (**). Oznacza ona, ze na C topologia przestrzeni
C jest identyczna z wyjsciowa 1 przestrzen C jest tzw. wzwarceniem jednopunktowym
(inaczej: Aleksandrowa) ptaszczyzny C.
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Z (**) wynika, ze gdy a,,b, € C1i a, — oo, to a,/b, — o0, a, £b, — 00 i
bn/a, — 0 o ile ciag b, jest ograniczony. (Inaczej konkluzja moze by¢ falszywa.) Z tego
wzgledu wygodnie jest przyja¢ dla b € C

0000 = 00, b+oo = co+b =00, b/oo =0, agdy b # 0, to b-oo = 00-b = 00, b/0 = 0

Stowo ,wygodnie” odnosi si¢ do tego, ze gdy * jest jednym z dziatan arytmetycznych, a
ciagi (a,) i (b,) liczb zespolonych sa zbiezne do a,b € C takich, ze wynik a * b zostal
wyzej okreslony, to a, x b, — a *x b.

Zadanie. Niech f i g beda niezerowymi wielomianami zespolonymi. Udowodnié, ze:

a) Istnieje lim, o f(2)/g(2) = ¢, przy czym ¢ = 0 gdy deg(f) < deg(g), ¢ = oo gdy
deg(f) > deg(g), oraz c jest ilorazem wspotczynnikow kierunkowych obu wielomianow
gdy deg(f) = deg(g).

b) Gdy ¢(z0) =01 f(20) #0, to lim,_,, f(2)/g(2) = 0o .

lloraz f/g dwoch wielomianow (g # 0) nazywamy funkcjg wymierng; mozemy przy
tym zaktada¢, ze f = 0 lub f i g nie maja pierwiastkow wspolnych. (Dlaczego?) Z
zadania wynika wiec, ze funkcje wymierng v mozemy traktowaé jako ciagle przeksztat-
cenie sfery Riemanna Cw siebie, za$ z wtasnosci 1,2,3 w §2 — ze jest ona holomorficzna
w zbiorze otwartym C \ u~1(0). Mozna udowodni¢ (co nie jest tatwe), ze tylko funkcje
wymierne maja te wtasnosci. Pewne wtasnosci funkeji wymiernych ustalimy w §IV.7.
Odnotujmy, ze zadnej z funkcji exp, cos, sin nie mozna w sposob ciaglty przedtuzyé na
sfer¢ Riemanna. (Dlaczego?)

C. Homografie. Sa to funkcje wymierne zadane wzorem

b

_azth gdzie A = <CCL d) i det(A) #0. (7a)

e+ d

hA(Z)

Wzor ten ma sens, gdy z nalezy do ptaszczyzny C naktutej w punkcie —‘El (tzn. punkt
ten usuwamy). Mozna przestrzeni C nie naktuwaé, lecz przeciwnie, rozszerzy¢ ja do sfery
((Nj, zas h4 przedtuzy¢ do funkcji ciggtej C — ((Nj, ktora nadal wygodnie jest oznaczy¢ h 4.
Wtedy, jak wyjasniono w punkcie B,

ha(—d/c) = o0 oraz ha(oo) =a/c (7b)

Homografie traktowa¢ bedziemy na ogdt jako przeksztalcenia C — @, a nie z plasz-
czyzny naktutej do C. Twierdzimy, ze dla nieosobliwych 2 x 2 macierzy zespolonych A, B
ma wtedy miejsce roéwnosé

hAB - hA O hB (8)
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Istotnie, poniewaz funkcje ciagle sa rowne, jesli sa rowne na zbiorze gestym, wiec roéwnosci
hap(z) = ha(hp(z)) wystarcza dowiesé¢ gdy kazdy z punktow z, hp(z), hap(z) jest rozny
od oo — a wtedy otrzymujemy ja z (7a) przez tatwy rachunek.

Z (8) wynika, ze homografie tworza grupe przeksztalcenn przestrzeni @, przy czym
odwrotnoscia homografii h4 jest homografia h4-:. Dla zaznajomionych z elementami
geometrii rzutowej odnotujmy, ze mozna C traktowaé jako model zespolonej proste;
rzutowej, w ktorym homografie graja role przeksztalcen rzutowych. (Wynika to stad,
ze przeksztatcenie rzutowe, ktore we wspotrzednych jednorodych ma postaé [(z1, z9)] —
[(az1 + bz2, cz1 + dz)], we wspoélrzednych niejednorodnych zapisuje si¢ wzorem z —
(az 4+ b)/(cz 4+ d). Mozna tej obserwacji uzy¢, by uzasadni¢ wzor (8).)

Oprocz homografii wyréznimy antyhomografie, tzn. (nieholomorficzne!) przeksztat-
cenia postaci h o s, gdzie h jest homografia, a s sprzezeniem: s(z) = Z dla z € C i
s(00) = 00. Przeksztatceniem Mobiusa nazywaé bedziemy kazde przeksztatcenie C— @,
bedace homografia lub antyhomografig. Przeksztatcenia te maja wiele interesujacych
wtasnosci, z ktorych niektére ujete sa w ponizszych zadaniach, i graja istotna role w
shiperbolicznej geometrii ptaszezyzny”. (Wspomnimy o niej w Dodatku 1 do §V.2.)

Zadania dotyczace przeksztatcen Mobiusa. (Pomijamy polecenia ,dowie$¢” itp.)

1. a) Przeksztalcenia Mobiusa sa ciagle (jako przeksztalcenia z C do C).

b) Ztozenie homografii i antyhomografii (w dowolnej kolejnosci) jest antyhomografia,
podobnie jak odwrotno$é¢ antyhomografii, a ztozenie dwoch antyhomografii jest homo-
grafia. (Wskazowka: gdy f jest antyhomografia, to f = s o h, gdzie h jest homografia.)

b) Zadna homografia nie jest antyhomografia. (Wskazéwka: wpierw rozpatrzeé¢ homo-
grafie identycznosciowa. )

2. Kazde przeksztalcenie Mobiusa jest ztozeniem kilku przeksztatcen, wsrod ktorych
wystepuja tylko podobieristwa plaszczyzny i homografia z +— 1/z.

Definicja. Okregiem uogdlnionym w C nazywamy kazdy okrag {z€eC:|z—0| =1}
gdzie 0 € Cir > 0, oraz kazdy zbior L U {oo}, gdzie L jest prosta w C.

3. a) Okrag |z —a| = r zadany jest réwnaniem |z|> — 2 Re(za) = r? — |a|?, za$ prosta,
prostopadta do wektora Oa — réwnaniem Re(za) = ¢, gdzie ¢ € R.

b) Homografia h(z) = 1/z jest inwolucjg (tzn h o h jest identycznoscia) i dla r #
|a| przeprowadza okrag 0D(a,r) na okrag 8D(|a‘f -t ||a|27"_r2|). Prosta zas Re(za) = ¢

przeprowadza ona na teze prosta (gdy ¢ = 0) lub na okrag |z — ﬁ = @ (gdy ¢ # 0).
c¢) Przeksztalcenie Mobiusa przeprowadza okregi uogolnione na okregi uogolnione.
d) Kazdy okrag uogolniony mozna homografia przeprowadzi¢ na R U {oo}.
e) Gdy C'i S sa okregami uogdlnionymi i przeksztatcenie Mobiusa f spelnia warunek
)

f(z;) € S dla pewnych trzech roznych punktow zi, 29, 23 € C, to f(C) = S.
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4. Dla przeksztatcenia f: C — C przyjmijmy Fix(f) f {p € C: f(p) =p}.

a) Dowies¢, ze gdy h: C — C jest bijekcja, to Fix(h o f o h™t) = h(Fix(f)).

b) Homografia h4 ma pewien punkt staty, a jesli ma ich wiecej niz 2 to jest identycz-
noscia, za$ macierz A jest postaci A (A € C).

¢) Gdy homografie h4 i hp w sa rowne w 3 punktach, to macierze A i B sa propor-
cjonalne i hy = hp. (Wskazowka: przy B = I wynika to z b); wykorzystac (8).)

d) Gdy h jest homografia i Fix(h) = {oo}, to h(2) = z + b dla pewnego b € C\ {0}.

e) Gdy h jest homografia i Fix(h) = {0, 00}, to h(z) = az dla pewnego a € C\ {0, 1}.

5. Niech p1,p2,p3 1 1, g2, q3 beda trojkami réznych liczb zespolonych. Wowcezas:
a) Istnieje jedyna homografia h taka, ze h(py) = 0,h(p2) = oo i h(ps) = 1; jest nig
hz) = k(z — p1)/(z — p2), gdzie k = (p3 — p2)/(p3 — p1).
b) Istnieje jedyna homografia h taka, ze h(p;) = ¢; dla ¢ = 1,2,3. (Wskazowka:
h = hy' o hy, gdzie hy i hy konstruuje si¢ w oparciu o a).)
P3s—p2  2—D1

¢) Gdy w jest obrazem danego punktu z przy powyzszej homografii h, to : =

p3—=p1 Z—Pp2
L9 B (Wskazowka: hg o h = hy.)
@3—q1 W—q2

. . d _ _ .
d)* Kazda homografia zachowuje dwustosunek [p1,p2, D3, p4] ) ;ETZ; : ;ﬁ czworki

roznych punktow. (Jaka wartosé mu nadaé, gdy oo € {p;}i,?)

6. a) Jedynym przeksztatceniem Mdobiusa, ktorego zbiorem punktow statych jest o$
R U {oc}, jest symetria s wzgledem tej osi (dana wzorami co — oo i z +— Z dla z € C).

b) Gdy C jest okregiem uogdlnionym, to istnieje doktadanie jedno przeksztalcenie
Mobiusa s¢, ktorego C' jest zbiorem punktow stalych. (Wskazowka: a), 3 ¢)i4 a).)

¢) Gdy C jest prosta, to powyzsze przeksztalcenie s¢ jest symetria ortogonalna wzgle-
dem tej prostej; gdy zas C' = {2z : |z —o| =1}, to

742

so(z) =0+ (z—o0) dla z € C\ {0}, s¢(0) = o0 1 sc(o0) =o. (9)

|z —of?
(Wskazowka: dowiesé, ze recepta ta wyznacza przeksztalcenie o zadanych wtasnosciach.)
d) Wywnioskowad, ze gdy z # 01 z # 00, to 2/ = s¢(2) jest jedynym punktem prostej
0z, dla ktorego |2/ — o||z —o| = 1% i 0 & [z, 7).
e) Przeksztalcenie s¢ jest inwolucja, tzn. ztozZenie s¢ o s¢ jest identycznoscis.

Definicja. a) Przeksztalcenie s¢ nazywamy symetrig wzgledem okregu uwogdlnionego C,
lub tez (gdy C jest ,prawdziwym” okregiem, tzn. C' C C) inwersjg wzgledem niego.

b) Punkty p,q nazywamy symetrycznymi wzgledem okregu uogolnionego C, jesli
sc(p) = q. Zbior U jest symetryczny wzgledem C') jesli s¢(U) = U.

W dalszej czesci zamiast ,okrag uogélniony” moéwimy ,.o0krag’”.
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7. a) Gdy przeksztalcenie Mdbiusa f przeprowadza okrag C na T, to sp = foscofL.
(Wskazowka: jedynosé¢ syp.)

b) Kazde przeksztatcenie Mobiusa f przeprowadza pary punktow, symetryczne wzgle-
dem danego okregu C, na pary punktow, symetryczne wzgledem okregu f(C').

¢)* Przeksztalcenie Mobiusa f przeprowadza dany okrag C' na okrag o Srednicy
[f(a), f(b)], gdzie [a, b] to srednica okregu C, na ktorej lezy punkt f~1(co).

8. Niech D ={z: |z| <1} iIl; ={z:Im(z) > 0}.

a) Gdy homografia h przeprowadza I1, na D, to h(z) = k(z—a)/(z—a), gdzie a € I1;
i|k| = 1. (Wskazowka: jedli h ma wymagana wlasnoéé i a = h1(0), to h(@) = oo na
podstawie 7b). Skorzystac z 5a).)

b) Gdy homografia h przeprowadza D na D, to h(z) = k{=%, gdziea € D i |k| = 1.
(Wskazowka: jak wyzej, lecz tym razem h(1/a) = 00.)

¢) Przeciwnie, gdy homografia h jest opisana jednym z tych wzoréw, to spelnia wa-
runek A(Il.) = D czy h(D) = D, odpowiednio. (Wskazowka do przypadku, gdy wzor
jest jak w b): wystarcza dowies¢, ze h(0D) = 0D, gdyz wtedy h przeprowadza sktadowa
zbioru C \ 0D, zawierajaca a, na sktadowa zawierajaca h(a). Skorzystac¢ z 3 d).)

d)* Jaka jest posta¢ homografii przeprowadzajacych I1, na IT1,7?

9. a) Kazda homografia jest homograficznie sprzezona badz z przesunieciem, badz
z przeksztalceniem, bedacym zlozeniem obrotu wokot 0 i jednokladnosci o srodku w
0. Powyzej, przeksztalcema f,q: C—C nazywamy homograficznie sprzezonymi, jesli
g=ho foh ! dla pewnej homografii h. (Wskazéwka: 4 a),d),e).)

b)* Wywnioskowaé, ze gdy homografia f ma jedyny punkt staly, to jest on granica
obu ciagow (f"(2)) i (f7"(z)), dla kazdego punktu z € C; gdy za$ f ma 2 punkty stale
p,q, to albo kazdy ciag (f"(z)), gdzie z ¢ {p, q}, jest zbiezny i jego granica nie zalezy
od z, 1 tak samo jest z ciagami (f~"(z)), albo kazdy z tych ciagow jest rozbiezny. (Przez
f™1i £~ oznaczamy n-tg iteracje przeksztalcenia f i przeksztalcenia f~!, odpowiednio.)

¢)* Zbior punktow statych antyhomografii jest okregiem lub zbiorem pustym lub jed-
nopunktowym, i mozliwosci te sa realizowane.

10." Niech s; oznacza symetrie wzgledem okregu 77, a sy—symetrie wzgledem T5.
Dowiesé, ze jesli funkcja f : U — C, gdzie zbior U C C jest otwarty, ma pochodna
zespolong w punkcie z i s1(2) # 00 # s2(f(s1(2))), to funkcja s3 0 f o 1|5,y ma ja w
punkcie s1(2). (Wskazowka: gdy 77 = T = R U {oo} jest to czesé b) zadania z §2. W
og6lnym przypadku skorzystaé z 3d) i 7b).)

Uwaga 5. W oparciu o te zadania i wczesniejsze wiadomosci mozna pewne obszary
holomorficznie i roznowarto$ciowo przeksztatcié na dysk; patrz §V.3.

* Zadania, dotyczace rzutu stereograficznego i inwersji przestrzeni R3.
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Definicja. * a) Przez inwersje przestrzeni R¥U{oo}, o skali A € R\ {0} i érodku o € R¥,
rozumiemy przeksztatcenie okreslone wzorem

A

W(Z —o)dlaz € RF \ {0}, s(0) = 00 i 5(00) = 0. (10)

s(z) =0+
Powyzej, || || oznacza norme euklidesows na przestrzeni R
b) Niech S bedzie sfera w R® o $rodku w o, niech n € S i niech plaszezyzna II
bedzie prostopadta do prostej on i nie przechodzi przez n. Rzut stereograficzny sfery S
na [T U {0}, z bieguna n, definiujemy jak w B. Gdy rozpatrujemy go na S\ {n}, to
mowimy o rzucie stereograficznym sfery naktutej (w biegunie) na ptaszezyzne I1.

11.* a) Inwersja przestrzeni R3 U {oco} przeprowadza sfery uogodlnione (tzn. sfery i
plaszezyzny z dotaczonym punktem co) na sfery uogolnione.

b) Wywnioskowaé¢, Ze inwersja przeprowadza okregi uogolnione w R? U {oo} (tzn.
proste z dotaczonym punktem {oo} i okregi w R?) na okregi uogoélnione.

12.* Niech F' oznacza rzut stereograficzny sfery S na ptaszczyzne II, z bieguna n.

a) Obierzmy inwersje J o srodku n i takiej skali A, by punkt J(o) byt spodkiem pro-
stopadtym punktu n na II. Wowczas Jig = F. (Wskazowka: zbior J(S) jest ptaszczyzna,
bo n € S. Dowiesé, ze J(S) = II i punkt J(z) spetia warunki definicji punktu F(z).)

b) Wywnioskowaé, ze i F'~1 przeprowadzaja okregi uogélnione na okregi uogélnione.
(Oczywiscie, S zawiera tylko ,prawdziwe” okregi.)

7 Logarytmy i potegi liczb zespolonych.

Gdy €Y = z, to w nazywamy logarytmem liczby zespolonej z i piszemy w = log(z).
Logarytmow liczby z # 0 jest nieskoniczenie wiele. Twierdzimy bowiem, ze

w =log(z) & (Re(w) =In|z| i Im(w) = arg(z)). (11)

(Powyzej, In to logarytm naturalny liczby dodatniej.) Istotnie, gdy e*™ = 2z, to % = ||
iy =arg(z/e’) = arg(z). (Korzystamy z (4) i tego, ze dla ¢ > 0 liczby z i cz maja te
same argumenty.) Implikacja przeciwna réwniez wynika z (4).

Logarytmy pozwalaja zdefiniowaé potegi 29 liczby zespolonej z o wyktadniku ¢ beda-
cym liczba niewymierng lub, ogdlniej, zespolona.

Definicja. Dla z,q € C, z ¢ {0, e}, oznaczamy przez z? kazda liczbe postaci e??, gdzie
w = log(z). (Liczb tych jest na ogo6l nieskoniczenie wiele. Gdy z = e chcemy zachowaé
jednoznacznosé, stosujac wezesniejsza definicje e, i stad warunek z # e.)
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Zadanie. Dowies¢, ze gdy q¢ € Z, to istnieje tylko jedna liczba 29, réwna iloczynowi

o z gdy q > 0, zas % e % gdy ¢ < 0. Ogolniej: istnieje k liczb 27 gdy q jest
—

utamkiem nieskracalnym o mianowniku & > 0, za$ istnieje ich nieskonczenie wiele gdy

liczba ¢ jest niewymierna.

Niejednoznacznosci logarytmu czy potegi mozna staraé sie zapobiec, wyrdzniajac
wsrod wszystkich logarytmow danej liczby ten, ktory w (11) odpowiada argumentowi
glownemu. Logarytmem gtownym liczby z # 0 nazwiemy zatem liczbe

Log(z) = In|z| + i Arg(z) (12)
Wobec (6a), kazdy inny logarytm jest postaci Log(z) + 2kri, gdzie k € Z.

Uwaga 1. Jak i argument gtowny, tak i Log jest poprawnie okreslona funkcja z C\ {0}
do C. Jednak obie te funkcje, cho¢ cigglte na C \ [0, 00)R, to sa nieciaglte w kazdym
punkcie zy € (0, 00)g. Scidlej: jedli lim, 2, = 2y € (0,00)r i f € {Arg, Log}, to granica
w = lim,, f(z,) istnieje gdy Im(z,) > 0 dla kazdego n (i wtedy w = f(z)), a takze gdy
Im(z,) < 0 dla kazdego n (lecz wtedy w # f(2)). =

Uwaga 2. Niech P oznacza pas P = {z € C : 0 < Im(z) < 27}. Z definicji i (4a)
wynika, ze gdy z € Piw € C\ [0, 00)g, to

e € C\ [0,00)r, Log(w) € P oraz Log(e?) =z i ") = .

Zatem obciecia, do P i do C\ [0, 00)g, funkeji exp i Log sa wzajemnie odwrotnymi
homeomorfizmami pomiedzy tymi zbiorami. W szczegolnosci, funkcja Log przeksztalca
homeomorficznie (i holomorficznie, czego dowiedziemy w nastepnym paragrafie) zbior
C\ [0,00)r na pas P, za$ polplaszczyzne Im z > 0 na pas 0 < Im z < 7. [

W zwigzku z uwaga 1 istotne staje sie pytanie, kiedy na danym zbiorze U C C
zdefiniowa¢ mozna ciagta funkcje h : U — C, spelniajaca dla z € U warunek h(z) = log z
(odpowiednio: warunek h(z) = arg z czy h(z) = 29, gdzie ¢ € C jest ustalone). Funkcje
taka, jesli istnieje, nazwiemy gatezig logarytmu (odp. argumentu czy q-tej potegi) na
zbiorze U. Nieco ogblniej, gatezig logarytmu danej funkcji g : T — C\ {0} nazywamy
funkcje ciagta h : T — C taka, ze h(t) = log(g(t)) dla wszystkich ¢t € T, i analogicznie
definiujemy gataz argumentu i gataz g—tej potegi funkcji g.

Przykltad 1. a) Gdy [ jest galezig logarytmu funkcji g : T — C, to e? jest galezia q¢-tej
potegi tej funkcji.

b) Funkcje Arg i Log sg gateziami argumentu i logarytmu, odpowiednio, na zbiorze
C\[0, 00)gr. Jako zadanie pozostawione jest uzasadnienie, ze gdy L jest dowolna potprosta
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domknieta, wychodzaca z 0, to na C\ L istnieje gataz argumentu i galaz logarytmu. W
szczegolnosei, obie te galezie istnieja na kazdym dysku D € C\ {0} (bo D C C\ L, dla
pewnej potprostej L). =

Cwiczenie. Z zadania w §1 wiemy, ze funkcja u(z) = 3(z +2~!) przeksztalca w sposéb
roznowartosciowy zbior I, = {z : Im(z) > 0} na (C\ R) U (—1,1)r. Wyrazi¢ ()"
jawnym wzorem i wyjasnié¢ jego poprawnosc i to, ze okresla on funkcje holomorficzna.

Stwierdzenie 1. Gdy dziedzina T funkcji g : T — C\{0} jest zbiorem spdjnym, to kazde
dwie gatezie argumentu tej funkcji roznig sie o stalq, bedgcq catkowitq wielokrotnosciq
liczby 2m. Podobnie, kazde dwie gatezie logarytmu funkcji g rozniq sie wtedy o catkowitq
wielokrotno$é liczby 2mi.

Dowéd. Roéznica hy — he dwoch gatezi argumentu funkeji g przyjmuje wartosci w dys-
kretnym zbiorze 2nZ. Poniewaz funkcja h; — ho jest ciagla na zbiorze spojnym T, wiec
jest ona stata. To samo stosuje sie do galezi logarytmu (korzystamy z (6a)). O

Stwierdzenie 2. GatqZ logarytmu ciggtej funkcji g : T — C\ {0} istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje gataé argumentu tej funkcji. Scislej:
a) gdy 1 jest gatezig logarytmu funkcji g, to Im(l) jest gatezig argumentu tej funkcyi;
b) gdy o jest galezig argumentu cigglej funkcji g, to In|g| + io jest gatezig logarytmu
tej funkcyi.

Dowdd. Zaréwno a), jak i b) wynika z (11). O

Bardzo tatwo o przyktad zbioru, na ktérym galezi logarytmu czy argumentu brak:

Przyklad 2. Na okregu S = {z € C : |z| = 1} nie istnieje galaz argumentu (row-
nowaznie: logarytmu). Istotnie, jesli o jest galezia argumentu na S to, na podstawie
stwierdzenia 1, funkcja o — Arg jest stala na S\ {1}. Jest to niemozliwe, bo funkcja Arg
nie ma granicy w punkcie 1, za$ funkcja o ma. ]

8 Galaz funkcji odwrotnej. Galaz logarytmu a funkcja pier-
wotna pochodnej logarytmiczne].

Na galaz logarytmu mozna tez spojrze¢ jako na gataz funkcji odwrotnej do funkeji exp.

Definicja. Gdy f : U — C jest funkcja, to gatezig funkcji =1 na zbiorze W C f(U)
nazywamy kazda funkcje ciggla g : W — C taka, ze f(g(w)) = w dlaw € W. 2

2W wiekszosci ksiazek przytoczonych na str. 1, termin ten jest tez uzywany w innym znaczeniu.
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Twierdzenie 1. Niech f bedzie funkcja analityczng w zbiorze otwartym U C C, niech
2o € U i niech f'(z9) # 0. Wowczas

a) Istnieje otoczenie D punktu 2y takie, zZe fip : D — f(D) jest homeomorfizmem na
zbior otwarty f(D) C C. Na f(D) istnieje wicc gatqs funkcji =1, przeprowadzajgca
punkt wy := f(z0) na z.

b) Gdy g jest gatezig funkcji f~1, okreslong w otoczeniu punktu wg @ spetniajacq
warunek g(wy) = 2y, to pochodna g'(wy) istnieje i jest rowna 1/ f'(29). Funkcja g
jest wiec holomorficzna w pewnym otoczeniu punktu wy.

Dowdd. a) Funkcja f’ jest analityczna (patrz wniosek w §5), wiec jest ciagta i rézna od
zera w pewnym otoczeniu Dy punktu zy. Tym samym dla z € Dy macierz pochodne;j
rzeczywistej df(z) istnieje 1 jest nieosobliwa, a takze jest ciagla funkcja zmiennej z.
(Korzystamy z twierdzenia 1 w §2.) Stad na podstawie twierdzenia o funkcji odwrotnej
(dla funkcji dwoch zmiennych rzeczywistych) wynika istnienie otoczenia D C Dy punktu
2y takiego, ze fip : D — f(D) jest homeomorfizmem na zbiér otwarty. Szukang galezig
jest homeomorfizm (fip)~' : f(D) — D, odwrotny do fip.

b) Gdy w € dom(g) i z f g(w) ,to f(z)= f(g(w)) =w, skad

w—wy  f(z2)— f(z0).

Z cigglosci g wynika, ze z — zg gdy w — wp. A ze pochodna f/(zy) istnieje, wiec prawa
strona w (*) ma dla w — wy granice, rowna 1/ f’(zg). O

g(w) — g(wo) R\ (%)

Whniosek 1. Pochodna w punkcie wy # 0 gatezi logarytmu, okreslonej w otoczeniu tego
punktu, istnieje 1 jest rowna 1/wy.

Dowéd. Przy f = exp wykorzystujemy cze$é b) twierdzenia i rownosé f' = f. O

Twierdzenie 2. Niech T bedzie otwartym i spojnym podzbiorem przestrzeni R lub C i
niech funkcja g : T'— C\ {0} posiada pochodng w kazdym punkcie.

a) Gdy h jest gatezig logarytmu funkcji g, to jest ona rézniczkowalna i h' = ¢'/g.

b) Gdy, przeciwnie, funkcja h : T — C spetnia warunki b' = ¢'/g i e"®) = g(t,)
dla pewnego punktu ty € T', to h jest gatezig logarytmu funkcji g.
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Dowdd. a) Niech ¢t € T i niech [ bedzie gatezia logarytmu, okreslong na pewnym oto-
czeniu U punktu g(o) i spelniajaca warunek ((g(t9)) = h(to). (Korzystamy z czesci a)
twierdzenia 1, dla f = exp i z9p = h(ty).) Niech dalej V' bedzie spojnym otoczeniem
punktu ¢t w 7', takim, ze g(V') C U. Na mocy stwierdzenia 1 w §7, funkcja hyy — (Lo g)v
jest stala, wobec czego h'(t) = (o g)'(t) = ¢'(t)/g(t). (Wykorzystaliémy wzoér na po-
chodna zlozenia i wynikajaca z wniosku 1 rownosé I'(g(t)) = 1/g(t).)

b) Niech f = ge™". Poniewaz f’' = g'e™" — h'ge™" = 0, wicc funkcja f jest stala i
rowna 1 (bo f(tg) = 1; wykorzystalismy zadanie z §2). Zatem g = e. O

Otrzymujemy nieoczekiwany wniosek, kontrastujacy z przyktadem 1 w §7:

Whiosek 2. Gdy J C R jest przedziatem, to kazda funkcja g : J — C\ {0} klasy C*
posiada gatq? logarytmu, h, tez bedgcg klasy C i spetniajgeq warunek h(to) = wy, dla
danych ty € J i wy = log(g(ty)).

Dowdd. Jak kazda funkcja ciaglta J — C, tak i ¢’/g posiada funkcje pierwotna. Do-
dajac do niej nalezyty stata uzyskamy funkcje h taka, ze h' = ¢'/g i h(ty) = wy. Gdy
przedzial J jest otwarty, jest to szukana gataz logarytmu, na podstawie twierdzenia 2. W
ogdlnym za$ przypadku pozostaje przedtuzyé funkcje g do funkeji g klasy C*, okreslonej
na przedziale otwartym J' D J, i skorzystaé¢ z istnienia gatezi logarytmu funkcji g. [

Definicja. Funkcja ¢'/g nazywana jest pochodng logarytmiczng funkcji g.

Uwaga 1. * Twierdzenie 1 niesie i glebsze przestanie. Skoro bowiem funkcja analityczna
f wyznacza¢ moze wiele galezi funkcji =1, to naturalne jest chcie¢ wszystkie je trak-
towaé tacznie, jako samodzielny obiekt. Jest to wazna przyczyna wprowadzenia badz
to ,wieloznacznych funkcji analitycznych” (gdy uzy¢ jezyka dawniejszego, obecnego w
znanych podrecznikach Lei, Szabata oraz Saksa i Zygmunda), badz to ,snopow” funkcji
analitycznych (gdy uzy¢ bardziej uniwersalnego pojecia wspotczesnego). Jak we wielu
wstepnych kursach, obiektéw tych nie bedziemy rozpatrywac.
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II CALKA FUNKCJI HOLOMORFICZNEJ WZDEUZ DROGI

1 Wstepne definicje

Definicja. Gdy ograniczona funkcja zespolona ¢ jest zdefiniowana na odcinku |[a, ], z
pominieciem by¢ moze skonczenie wielu punktow, i jest ciaglta w kazdym punkcie swej
dziedziny, to przyjmujemy:

b b b

/ o(t) dt / Rep(t) dt +i / Tm o (t) dt. (1)

a a a

(Po prawej bierzemy calki Riemanna funkcji rzeczywistych.)
Jesli funkcje ¢, ©1, o maja wymienione wtasnosci, to

/b(sol(t)+soz /bsol dt+/902( ) dt (2)

b
/ z/cp t)dt dlazeC (3)

) / o(t) dt\ < / 1) i @)

By dowiesé (4) obierzmy taka liczbe z o module 1, ze ( f @(t)dt)z € [0, 00)g. Pomnoze-
nie obu stron (4) przez | 2| nie zmieni ich wartosci, lecz na mocy (3) sprowadzi nier6wnos¢é

do przypadku, gdy fgp )dt € [0,00)r. Wtedy jednak ]fcp ) dt| = Re( fgp =

a

[ Re(p(t)) dt < f\gp )| dt, co konczy dowod.

a

Definicja. a) Sciezkg nazywamy odwzorowanie Ci@gle : [a,b] — C, gdzie a,b e R i

s . . .

punkty v(a) i y(b) nazywamy kraricami $ciezki v, przy czym punkt v(a) nazywamy JQ]
poczatkiem, za$ y(b)—koricem. Poczatek moze zarazem by¢ koncem i wowezas mowimy o
sciezce zamknietej lub petli.
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b) Sciezka 7y : [a,b] — C jest gtadka, gdy jej pochodna w kazdym punkcie t € [a, b]
jest rozna od zera i w sposob ciagly zalezy od ¢. (W punktach a, b rozwazamy pochodne
jednostronne.) Sciezke v nazwiemy drogg, jesli jest kawatkami gladka, tzn. istnieja
punkty a =ty < ... <t, = b takie, ze kazda ze Sciezek v, , 4, jest gladka.

¢) Gdy v : [a,b] — C jest droga, zas$ f : v([a,b]) — C jest funkcja ciagta, to

/ f(z)dz " / SO (1) dt

(Funkcja f(~(t))v'(t) jest zdefiniowana i ciagta na [a, b] poza skoriczona liczba punktow. )
Zamiast fw f(2)dz piszemy tez fﬂ/ f gdy jest jasne, jaka jest zmienna catkowania.

Stwierdzenie 1. Niech 7 : [a,b] — C bedzie drogg, a 7 : [d',V] — |a,b] kawatkami
gtadkim homeomorfizmem. Wowczas dla kazdej funkcji ciggtej f : im(y) — C ma
miejsce rownosé [ f = :I:f f, gdzie znak jest dodatni gdy homeomorfizm T jest rosnqcy,

et

zas wjemny gdy jest malejq,cy

Dowd6d. Oczywiscie,

o Y
[1@raz= [ rerer®)ren®d = [ fGre o d.

b
Podstawienie 7(t) = s pokazuje, ze ostatnia calka jest rowna + [ f(v(s))7'(s) ds (znak

a

b
taki, jak wyzej). Pozostaje skorzystac z tego, ze [ f(y(s))y/'(s)ds = [ f(z) dz. O
a v

Uwaga 1. Uzyteczne jest takie oszacowanie: gdy v : [a,b] — C jest droga i f jest
funkcja ciagta na im(y), to

‘/f‘ <)M, gdzie ((y /w Nat i MY sup{|f(2)] : 2 € im(3)}.
%}
b
Wynika ono stad, ze | [ f| < [|f(v(@)]] ()] dt < fM|fy )| dt. O
~ a

3Ten skrot zwieksza przejrzystosé zapisu catki, lecz ma swa wade: ukrywa to, ze w istocie catkujemy nie funkcje,
a forme f(z)dz. Nie definiujemy tu nawet pojecia formy rézniczkowej, a przed Czytelnikami zaznajomionymi z nim
usprawiedliwiamy przyjety zapis umowa, by w wyrazeniu fw f utozsamia¢ funkcje f z forma f(z)dz
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Powyzsza liczbe £(7) nazywamy dtugoscig drogi . Jak w stwierdzeniu 1 sprawdza sie,
ze U(y) = £(y o 7) dla kazdego homeomorfizmu kawatkami gtadkiego 7 : [¢/, b'] — |a, b].

Z uwagi 1 wynika nastepujacy

Wniosek 1. Gdy ciqg funkcyi ciggltych f, : U — C jest niemal jednostajnie zbiezny do
funkcji f U — C, to f7 fn— fvf dla kazdej drogi v w U .

Dowdd. Ustalmy droge . Zbior K = im(7) jest zwarty, jako ciagly obraz odcinka.
Zatem | [ fo — [ f1 U fa = fllx — 0, gdyz ciag (f,) ma whasnosé ii) z §1.3 . [

Definicja. a) Gdy v : [a,b] — C jest Sciezka, to przez —v oznaczamy Sciezke

(—)(t) =~v(a+b—1t), te]a,bl.

b) Gdy sciezki A : [a,b] — C i p: [¢,d] — C spelniaja warunek A(b) = p(c), to przez
A#u oznaczamy Sciezke [—1,1] — C, zdefiniowang wzorem

AMt(b—a)+0b)  gdyte]-1,0],
p(t(d—c)+c)  egdyte|0,1].

(M) (t) = {

Wnhiosek 2. Gdy droga M\ jest okreslona oraz funkcje f i g sq ciggte na im(\) oraz
im(\) Uim(u), odpowiednio, to

Zf——!f, [o=[a+ ]

A A %

Dowé6d. Wynika to ze stwierdzenia. ]
Przejdzmy do omoéwienia catek po tukach zorientowanych i po tamanych.

Definicja. a) Obraz $ciezki (odp. obraz Sciezki zamknietej) nazywamy krzywg (odp.
krzywq zamknietq); mowimy tez, ze droga v jest parametryzacjq krzywej im(vy). (Para-
metryzacji jest wiele.) Gdy Sciezka jest droga, to méwimy wyzej o krzywej kawatkami
gtadkiej.

b) Luk to krzywa, ktorej pewna parametryzacja jest roznowartosciowa; zas krzywa
Jordana to krzywa zamknieta, ktorej pewna parametryzacja vy : [a, b] — C jest roznowar-
tosciowa na [a, b) i na (a, b]). (Chodzi tu o to, by v(s) = v(t) & (s =t lub s,t € {a,b}).)
Fuk jest homeomorficzny z odcinkiem domknietym, a krzywa Jordana — z okregiem (dla-
czego?)
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Dwa krance tuku wyroznione sa tym, ze dopetnienie kazdego z nich (w tuku) jest
zbiorem spojnym.

c) Luk L jest zorientowany, gdy jeden z dwoch jego kraricow nazwano poczgtkiem;
drugi kraniec nazywamy wtedy kornicem tuku. Gdy tuk L jest ponadto kawaltkami gtadki,
to mozemy wziaé¢ jakakolwiek jego roznowartosciowa parametryzacje A : [0, 1] — L, taka,
ze A(0) jest poczatkiem tuku L. Calke [, f (ktora na mocy stwierdzenia nie zalezy od
parametryzacji A, spelniajacej te warunki) oznaczymy [ ; J 1 nazwiemy catka funkcji f
po tuku zorientowanym L. Dla dowolnego tuku Ly C L mozemy tez mowié¢ o orientacyi
indukowanej przez L na Lg: za poczatkowy w Ly przyjmujemy ten kraniec, ktory przy
powyzszej parametryzacji A odpowiada mniejszej wartosci parametru ¢ € [0, 1].

Uwaga 2. a) Czesto dla obliczenia calki [, f dziedzing [a,b] drogi v dzielimy na odcinki
punktami a =ty < --- < t,, = b takimi, ze droga v jest roznowartosciowa na [t;_1,t;],
dlai =1,...,n. Prowadzi to do pokrycia krzywej im(vy) tukami L; = v([t;_1, t;]), zorien-
towanymi tak, ze L; przecina L; ;1 w punkcie y(¢;), koricowym dla L; 1 i poczatkowym
dla L;. Oczywiscie, [, f=237", [, [.

b) Opisany podzial dziedziny [a, b] jest zawsze mozliwy. Pomijamy nietrudny dowdd,
gdyz wazniejsze jest to, ze informacje o calce f7 f mozemy jasno przekazaé, rysujac
tuki L; i zaznaczajac orientacje strzatkami. Do rysunkéw takich bedziemy sie czesto
odwotywac.

Uwaga 3. W szczegolnosci, gdy na kawatkami gtadkiej krzywej Jordana J wybrano
zorientowany tuk K C J, to tuk L = cl(J \ K) orientujemy w oczywisty sposob (po-
czatki obu tukéw maja by¢ rozne). Wowcezas fo + fL f=4= fvf dla kazdej funkcji
ciaglej f : J — C i kazdej parametryzacji 7y : [a,b] — J, ktora jest roznowartosciowa
na [a,b). Ponadto, znak jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy parametryzacja v w na-
stepujacy sposob jest zgodna z orientacja tuku K istnieje przedziat [a', V'] C [a, b] taki,
ze v([a',b]) C K i~v(d) jest poczatkiem tuku y([d’, 0']) w orientacji, indukowanej przez
K. By dowies¢ tych wlasnosci, wystarczy podzieli¢ J na tuki, wyznaczone przez krance
tuku K i punkt y(a) = v(b). =

Kawatkami gtadka krzywa Jordana, na ktorej wskazano pewien zorientowany tuk K,
nazywamy zorientowang. Mozemy wiec mowic o calce funkcji ciagtej f po takiej krzywej
— jest nig [ ot | . [, gdzie tuk zorientowany L opisano wyzej. Mozemy tez okreslic,
kiedy dwa tuki K, K wyznaczaja te samg orientacje krzywej Jordana-wtedy miano-
wicie, gdy istnieje parametryzacja tej krzywej, zgodna z orientacja kazdego z tukow i
roznowartosciowa na wnetrzu odcinka, na ktorym jest okreslona.

Przyklad. a) Niech 21, 29,...,2, € C. Przez [z, 25] oznaczymy droge [0,1] > ¢
tzo + (1 — t)z1, a takze jej obraz, ktory dla z; # 2, traktujemy jako tuk zorientowany,
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o poczatku w z;. Ogdlniej, przez [z1, ..., z,] oznaczymy zaréwno droge, zdefiniowana
indukcyjnie wzorem

21, oo Z0) = [215 o0y 20 [ #2no1, 20

jak i jej obraz |J <12, 2iv1], zwany tamang o wierzchotkach z, ..., 2,. 7 wniosku 2
wynika, ze catka po drodze [z1, ..., z,] jest rowna sumie calek po [z;, z;11].

b) W szczegolnosei, gdy A jest trojkatem (tzn. A = {tia + tob + tzc : t1,t9,t3 >
0ity+1to+t3 =1} dla pewnych a,b, c € C), to przez A oznaczymy tamana [a, b, ¢, a,
gdzie wierzcholtki a, b, ¢ sa wziete w takiej kolejnosci, by obieg brzegu A byt , przeciwny
do ruchu wskazowek zegara”. Definicja ta ma sens poza przypadkiem, gdy trojkat A jest
zdegenerowany (tzn. jego wierzchotki leza na prostej)—a wtedy kolejnosé wierzchotkow
obieramy dowolnie. Opisang orientacje petli 0A nazywamy dodatniq.

¢) Przez brzeg dysku D = D(zy, r) rozumiemy krzywa Jordana 0D = {z : |z — z| = r}
zorientowang tak, by jej obieg byt przeciwny do ruchu wskazéwek zegara. Orientacja ta
jest zgodna 7z parametryzacja [0,27] > t +—  z + re, wobec czego

2
[ F= [ f(z0+ ret)ire’ dt.
oD 0
d) Nalezy jednak wyjasni¢, kiedy to orientacja krzywej OA czy 0D jest dodatnia,

czyli ,wyznacza obieg, przeciwny do ruchu wskazowek zegara”. W obu przypadkach, gdy
X =A 1 X = D, obierzmy we wnetrzu zbioru X punkt p i bez zmniejszenia ogdlnosci
zalozmy, ze p = 0 (inaczej dokonamy odpowiedniego przesuniecia). Zadang orienta-
cje wyznacza kazdy tuk K C 0X, ktorego poczatkiem jest punkt przeciecia potprostej
[0,00)r z 0X 1 ktory lezy w polptaszezyznie Im z > 0. Ogolniej, mozna tak zdefiniowaé
dodatnia orientacje krzywej Jordana, bedacej brzegiem pewnego zbioru wypuktego. [

Uwaga 4. Dociekliwy czytelnik zauwazy, ze uzasadnienia wymaga niezaleznos¢ ostatnie]
definicji od wyboru punktu p € X. Mozliwo$é zgodnego wyrdznienia dodatniej orienta-
cji krzywych Jordana (w naszym przypadku, brzegow dyskow czy trojkatow) jest dosé
subtelng wtasnoscia ptaszczyzny C. Wtlasnos$é te maja tez niektore inne powierzchnie,
w tym sfera; jednak wstega Mdbiusa jej nie ma, podobnie jak ptaszczyzna rzutowa czy
butelka Kleina. =

Zadania:

1. Niech funkcja f : U — C bedzie cigglta. Dowiesé, ze dla kazdego n > 2 funkcja
(z1,...,20) — [ fjest clagla na przestrzeni Y = {(z1,...,2,) € C": [z1,..., 2, C

[21,-y2n]

U}. (Wskazowka: przyja¢ wpierw n = 2.)
2*. Niech zbiory U, W C C beda otwarte, za$ [a, b] bedzie przedziatem w R.
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b
i) Dowiesé, ze gdy funkcja b : U X [a,b] — C jest ciagla, to U 3 z — [ h(z,t)dt tez.

ii) Dowies¢, ze gdy v : [a,b] — W jest droga, zas funkcja f : U x W — C ma w kazdym
punkcie (zp,wy) € U x W pochodna czastkows %(zo,wo), zalezng w sposob ciagly
od pary (zp, wp), to funkcja F(z) = f7 f(z,w)dw jest holomorficzna w U oraz F'(zy) =

/ gi(zo, w)dw dla zg € U. (Wskazowka: zastosowaé i) do funkeji h(z,t) = g(z,v(¢))~' (),

5
gdzie g(z,w) = (f(z,w) = f(z20,w))/(z = 20) gdy = # 20 1 g(z0, w) = 5L (20, w).)
Uwaga: Mozna dowiesé¢, ze jesli funkcja g—ﬁ jest okreslona na U x W, to jest ciagla.
3*. Dla funkcji f : U — C i drogi 7 : [a,b] — U, gdzie zbior U jest otwarty w C = R?
przyjmijmy [ f(z,y)(dz+idy)=[ (u(z,y)dz —v(z,y)dy) +i [ (u(z, y)dy +v(z,y)dz),
gdzie u = Re f,v = Im f i calki po prawej stronie rozumiemy zgodnie z definicjami z AM

II. (Zaktadamy, ze funkcje u i v sa klasy C.) Dowies¢, ze [ f(2)dz= [ f(z,y)(dv+idy).
Y

2 Calka po drodze a funkcja pierwotna

Definicja. Niech F, f : U — C. Powiemy, ze F jest funkcjqg pierwotng funkcji f, jesli w
kazdym punkcie z € U pochodna F’(z) istnieje i jest rowna f(z).

Stwierdzenie 1. Gdy F' jest funkcjq pierwotng funkcji ciggtej f - U — C, to

/f = F(y(b)) — F(v(a)) dla kazdej drogi vy : [a,b] — U.

Dowod. [ f = [ f(v(£)Y( J(Fon)(t)dt = (Fon)(b) — (Fon)(a). [

Przyktad. Gdy funkcja f jest wielomianem, to ma ona funkcje pierwotng, wobec czego
f7 f = 0 dla dowolnej drogi zamknietej v. Gdy 0 ¢ im~, to jest tak i dla f(z) = 1/2"
i n > 2,z tym samym uzasadnieniem. Natomiast f7 %dz # 0 dlay = 9D(0,1), co
ponownie dowodzi, ze funkcja 1/z nie ma w C \ {0} funkcji pierwotnej. (Inny dowdd

daje przyktad 2 w §1.7, gdy uwzgledni¢ twierdzenie 2 w §1.8.) [

) T

Cwiczenie. Dowies¢, ze [ e“?dz = (e“"—1)/w iuzyskaé stad wzory na [ € cos(bz)dz
0,7 0

T
i [esin(br)dr, dlaa,beRiw e C.
0
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Twierdzenie 1. Niech U bedzie zbiorem otwartym w C 1 niech funkcja f : U — C bedzie
ciqgta. Wowczas rownowazne sq¢ warunks:

a) Istnieje funkcja pierwotna funkcji f,
b) [ f=0 dla kazdej drogi zamknietej v w U.
8!

W dowodzie wykorzystamy

Zadanie. Dowies¢, ze gdy zbior U jest spojny i otwarty, to kazde dwa punkty zg, z € U
mozna potaczy¢ tamang, lezaca w U.

Dowdd twierdzenia. Implikacja a)=-b) wynika ze stwierdzenia 1, gdyz v(a) = ().

Przypusémy teraz, ze zachodzi b); skonstruujemy funkcje pierwotna F funkeji f.
Mozemy zakladaé, ze zbior U jest spojny (bo jego sktadowe sa otwarte w C, wobec czego
wystarczy F' zbudowaé na kazdej z nich). Ustalmy punkt zg € U. Z zadania wynika, ze
dla kazdego punktu z € U istnieje droga . : [0,1] — U taka, ze

7(0)=2 1 (1) ==z

Przyjmujemy

def

/f dla z € U.

Udowodnimy, ze jest to szukana funkcja pierwotna. W tym celu zauwazmy wpierw, ze
gdy punkty z € U i u € C spetniaja warunek |z — u| < dist(z, C\ U), to

ol CU i Flu) - F(z) = / f %)

[stotnie, |w — z| < |z — u| < dist(z,C\ U) dla w € [z,u], skad [z,u] C U. Ponadto,
droga \ = V.72, u]# (=) jest zamknieta, wobec czego

0_/f /f+/f /f Pz /f Flu ()

czyli F(u) f f.
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Z (*) otrzymujemy, przy wezesniejszych zatozeniach,

F(u) — F(2) — f(2)(u—2)| = ' [ rwyaw= [ 1) dw'
[2,u] [

z,u]

wE|[z,u]

_ ‘ [ - f(z))dw‘ <z —ul sup |f(w) = f(2)].
2.

Zatem
F(u) — F(z
F=ZE )| < s [fw) - 5] o0
u—=z we|z,u] u—z
(Zbieznosé wynika z ciaglosci funkeji f.) Tak wiec F'(z) = f(2), Vz € U. O

Podobne jest nastepujace

Twierdzenie 2. Niech zbior U C C bedzie wypukty © otwarty, zas funkcja f: U — C
bedzie ciqgta. Jesl

/f =0 dla dowolnego (byé moze zdegenerowanego) trajkata AN C U, (5)
OYAN

to f ma funkcje pierwotng (inaczej: to [ f =0 dla kazdej drogi zamknietej v w U ).
gl

Dowdd. Ustalmy punkt zp € U i dla z € U przyjmijmy v, = [20,2] oraz F(z) =

[ f. Poniewaz zbior U jest wypukly, wiec droga v, przyjmuje wartosci w U. Ponadto

T
powyzszy dowod rownosci F'(z) = f(z) pozostaje stuszny, bo z (5) wynika prawdziwosé

(**) 1 w konsekwencji prawdziwosé (*). =

Zadanie. * Niech punkt z i odcinek [p, g] leza w zbiorze U, w ktorym analityczna jest
funkcja f.

) Dowiesc, e |f(p)— £(a)] < [p—al sup.cyyg (2] oraz | () — £ a) ~ F'(20) (p— )] <
[P — qlsupepqlf/(2) = f'(20)|. (Wskazéwka: stwierdzenie 1, zastosowane do f'; druga
nier6wnos¢ wynika z pierwszej, odniesionej do nalezytej funkcji.)

b) Wywnioskowac, ze | f(p) — f(a)| = [p — al(|f'(20)] — sup.cppqlf'(2) = f'(20)]).
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3 Lemat Goursata i istnienie funkcji pierwotnej na dysku

Twierdzenie 1 (Lemat Goursata). Gdy funkcja f jest holomorficzna w zbiorze U, to

/f =0 dla kazdego trdjkqata N C U. (5)

Dowod. Podzielmy dany trojkat A jak na rysunku i odnotujmy ponizszg réwnosc:

Jr=Jrx Jrx J i ]S

BA/ aA/I aA/// aA/I//

[stnieje zatem trojkat Ay € {A, A" A" A"} taki, ze
1
>
[1=3l/1
oJANI oA

(ON) = %g(ag), diam(A;) = %diam(A)

oraz

Gdy znamy trojkat A;, to dzielimy go w analogiczny sposéb, otrzymujac indukcyjnie
trojkaty A D A1 D ANy D ... takie, ze

1 1
((0L;) = Ef(aA), diam(A;) = Ediam(A) (p)
oraz
1
fl= T f (a)
oA, oA
Kazdy z trojkatow A\; jest zbiorem zwartym i Ay D Ay D ..., wiec na podstawie

twierdzenia Cantora istnieje punkt p € (.2, A
Z istnienia pochodnej f'(p) wynika, ze

de . iz
przy r(z) € f(z) — (f(p) + f'(p)(z — p)) zachodzi . (_20 -~ 0. (1)
9(2)
Poniewaz f = g + r, wiec dla kazdego ¢ > 1,
/ f‘ ‘ + 0(04\;) sup |r(2)] (s)
Z€AN;
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Ale [ g =0, bo wielomian g ma oczywiscie funkcje pierwotna. Ponadto r(p) = 0, za$
ON;

dla z € Ay \ {p} mamy |r(z)| = L&, — p| < & ); diam(A;). Zatem, na mocy (q) i (s),

i

‘ 0N;) (sup Ir(2) ) diam(A;)
Stad wobec (p) otrzymujemy:

p|

A p‘ i—00

/f| <4 %E(A) : idiam(A) - sup Ir(2)l 0,
on '

gdzie zbieznos¢ wynika z (r) i (p). Tak wiec [ f =0.
[oJAN

Odnotujmy, ze cho¢ rysunek dotyczyt niezdegenerowanego trojkata A, to rozumowa-
nie jest poprawne i w przypadku zdegenerowanym-—co konczy dowdd. ]

Z lematu Goursata i twierdzenia 2 z §2 wynika

Whniosek 1. Funkcja, holomorficzna w danym dysku, ma w nim funkcje pierwotng.

4 Twierdzenie Cauchy’ego o rownosci calek (wersja homotopijna)
Ponizsze twierdzenie jest centralne dla tego wyktadu:

Twierdzenie 1 (Cauchy’ego o rownosci catek). Gdy kawatkami gtadkie petle X\, j sq
homotopyne w zbiorze U C C, to

/f = /f dla kazdej funkcji f € H(U).
A Iz

Przypomnijmy, co oznacza (znana z wyktadu z topologii) homotopijnosé dwoch petli.

Definicje. a) Powiemy, ze petle A, i sa w zbiorze U swobodnie homotopijne, jesli istnieje
rodzina petli (v, : [a,b] — U)sep,) taka, ze yo = A, y1 = p i wzor

[(s,t) =7s(t) dla (s,t) €[0,1] X [a,b] (N

zadaje ciggle przeksztatcenie I': [0, 1] X [a,b] — U.

b) O rodzinie powyzszej (a takze o wyznaczonej przez nig funkcji I') powiemy, ze
jest swobodng homotopig petli, taczaca petle A i yu w zbiorze U. Stowa ,swobodng’ i
,swobodnie” bedziemy na ogo6t opuszczaé — odnosza sie ono do tego, ze nie zadamy, by
punkt vs(a) = v5(b) byt staly (tzn., by nie zalezal od s).
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Uwaga 1. a) Homotopi¢ petli (7s)sefo1], taczaca A z p, wyobrazac¢ sobie mozemy jako
rodzine petli zaleznych od czasu s € [0, 1], przy czym chwili s = 0 odpowiada jedna
z petli \, i, za$ chwili s = 1-druga. Zada sie, by zaleznosé petli v, od czasu s byla
ciagla—przez co rozumiemy cigglosé funkeji (s,t) — 74(t), oznaczonej wyzej przez I

b) Poniewaz 79 = A, 71 = p oraz y5(a) = () dla s € [0,1] (bo ~s jest petlal), wiec

[(0,t) = A(t) 1 T(1,t) = p(t) Vt € [a,b], oraz I'(s,a) = T'(s,b) Vs € [0, 1]. (-+)

To, ze homotopia petli taczaca A z p nazywana jest i rodzina petli (7s)sejo,1), 1 spetniajaca
warunki (+) funkcja ciagta I' : [0, 1] X [a, b] — C, ttumaczy sie tym, ze wzor (!) pozwala
zarowno wyznaczy¢ ', gdy znamy rodzine (7s), jak i te rodzine, gdy znamy T

Dowod twierdzenia Cauchy’ego. Ustalmy zbior U i funkcje f € H(U). Mozemy

zaktadaé, ze U jest zbiorem otwartym. (Inaczej przedtuzymy f do pewnej funkcji f €
H ((N] ), gdzie U C C jest zbiorem otwartym, i zastapimy U przez U, za$ f przez f )

Z zalozenia, istnieje funkcja ciggta I' : [0,1] X [a,b] — U speiajaca warunki (+).
Poniewaz prostokat [0, 1] x [a, b] jest zwarty, wiec funkcja ta jest jednostajnie ciaglta, a
jej obraz im(I") = T'([0, 1] X [a, b]) jest zwarty. Wynika stad, ze liczba

e ™ dist(im(I"),C\ U)
jest dodatnia, oraz istnieje liczba 6 > 0 taka, ze
max(|s — §'|, [t —t'|) < d = |[(s,t) = T(s', )| < e.
Podzielmy prostokat [0, 1] x [a, b] odcinkami {s;} X [a,b] 1 [0,1] x {¢;},7=0,...,n, na
prostokaciki o $rednicy < . (Zaktadamy, ze sy =0, s, = 1, ty = a, t, = b.) Niech
pij = L(sit))
i rozwazmy nastepujace tamane (sa one zamkniete, bo p;o = py, ze wzgledu na (2)):
Li = [pio,pits - - pin] 1 Cij = [Dij, Dij1, Piv1,j41, Pis1,j> i)

Wszystkie wierzchotki tamanej Cj; leza w dysku D(p;j,¢) C U. Cala tamana Cj;

lezy wiec w tym dysku i [ f = 0, na mocy wniosku w §3 i stwierdzenia w §2. (To
Cij
kluczowe miejsce dowodu.) Dodajmy te rownosci przy ¢ ustalonym, lecz j przebiegajacym

0,...,n — 1; otrzymamy zaleznosci (patrz rysunek)

/Lif—/me:o dla i=0,...,n—1. ()
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Tak wige [ f=---= [ f. Twierdzimy, ze podobnie

Lo L,
Af: [ o /ﬂf:/Lnf (%)

Istotnie, tym razem petla A, ., 17 ([Po.j+1, Poj] Przebiega w dysku D(pgj,e) C U, skad
catka funkeji f po niej jest rowna zeru. Catki po Ay, 4., 1 PO [poj, Po,j+1] sa wige réwne
i po dodaniu tych n rownosci otrzymujemy pierwsza zaleznosé w (**). Dowdd drugiej
jest analogiczny.

Z (**)irownosci [ f= [ f wynika, ze [ f= [ f. O
Ly Ly, A u

Uwaga 2. * Postawmy pytanie, czy twierdzenie Cauchy’ego pozostaje stuszne dla drog
A, i, ktore niekoniecznie sg petlami. Odpowiedz jest negatywna, gdy przez homotopijnosé
tych drog w zbiorze U rozumie¢ jedynie istnienie rodziny Sciezek (v, : [a,b] — U)secp ),
takiej, ze vo = A,y1 = p 1 zachodzi (!). Jesli jednak zadaé¢ ponadto, by homotopia (~s)
mialta state krarice, tzn. by ~s(c) = yo(c) dla ¢ = a,b i s € [0,1], to odpowiedz jest
pozytywna — co wynika z twierdzenia 1, bo petla A#(—pu) jest wowcezas homotopijna
z petla stata. (Szezegdly sa pozostawione jako zadanie.) Oczywiscie, ten dodatkowy
warunek moze by¢ spetniony tylko wtedy, gdy A(a) = p(a) i A(b) = u(b).

5 Sposoby wykorzystania twierdzenia Cauchy’ego
o réwnosci calek.

Definicja. a) Petla v jest homotopijnie nieistotna w zbiorze U C C, gdy jest ona w U
homotopijna z (jakakolwiek) petla stala.

b) Zbior spojny U C C jest jednospdjny, gdy kazda petla w U jest homotopijnie
nieistotna w U.

Wniosek 1. Niech U bedzie podzbiorem ptaszczyzny C @ niech funkcja f - U — C bedzie
holomorficzna. Wowczas fvf = 0 dla kazdej drogi zamkniete; v w U, ktora jest w U
homotopignie nieistotna. W szczegolnoSci, jesl zbior U jest jednospdjny, to fvf =0 dla
dowolnej drogi zamkniete; w U.

Dowéd. Wynika to z twierdzenia Cauchy’ego, bo catka po drodze statej jest rowna zeru.

Uwaga 1. O tym, czy petla v jest homotopijnie nieistotna w danym zbiorze U C C,
mozna pogladowo utwierdzi¢ sie tak: wyobrazmy sobie zbior U jako powierzchnie tafli



35 H. Torunczyk, Wyklad z FA (jesieri 04)

lodu, za$ obraz petli v jako przymarznieta do tej tafli gumke apteczna. Zaktadamy,
ze punkty gumki parametryzowane sg liczbami t € [a,b], za$ punkt, odpowiadajacy
parametrowi ¢, przymarzniety jest w punkcie y(¢) € U. (Liczbom a i b odpowiada ten
sam punkt gumki) Jesli, z chwila odwilzy, gumka skurczy sie do punktu nawet wowczas,
gdy kurczac sie bedzie zmuszana do pozostawania w U, to petla v jest w U homotopijnie
nieistotna, i vice versa. (Zakladamy, ze gumka chce” sie kurczyé¢ az do osiagniecia
zerowej Srednicy.)

Aczkolwiek uwaga powyzsza podsuwa poprawne wyobrazenia, ktore wigza¢ mozna z
pojeciem petli homotopijnie nieistotnej, to nie daje ona zadnego sposobu opisania wzo-
rami homotopii, taczacej dang petle A z petla statg, ani tez wykluczenia istnienia takie]
homotopii. A ze rozwazania dotyczace kurczenia sie gumki moga by¢ mylace, wiec warto
poznac najprostsza klase zbiorow, ktore bez watpliwosci okazuja sie byé¢ jednospojne.

Definicja. Zbior U C C jest gwiaZdzisty wzgledem punktu p, jesli [p,u] C U dla kazdego
punktu u € U. Zbior jest gwiaZdzisty, gdy jest gwiazdzisty wzgledem pewnego punktu.

Whniosek 2. Gdy zbior U C C jest gunaZdzisty, to jest jednospajny, wobec czego f7 f=0
dla kazdej funkcji f € H(U) i kazdej drogi zamknietej v w U.

Dowéd. Niech zbior U bedzie gwiazdzisty wzgledem punktu p. Homotopie, taczaca
dana petle v : [a,b] — U z petla stala, okreslamy wzorem ~,(¢t) = (1 — s)v(t) + sp dla
s€[0,1] it € [a,b]. Poniewaz y(a) = ~(b), wiec vs(a) = v5(b) dla s € [a, b]. O

Zastosowania powyzszych pojeé¢ bedziemy ilustrowacé nastepujacym zadaniem.

Zadanie. * Niech X oznacza zbiér, powstaly z kola domknietego D przez wyciecie
wnetrz dwoch wypuktych i roztacznych wielokatow otwartych Wi, W, jak na rysunku.
Niech brzegi kota i wielokatéw zorientowane beda dodatnio. Udowodni¢, ze

8{f: /f+/f, dla kazdej funkcji f € H(X).

oW, OWs

Zaczniemy od wprowadzenia definicji, pozwalajacych zadanie sformutowaé zwiezle;j.

Definicja. * a) Cyklem w zbiorze U C C nazywamy kazde wyrazenie v = 1 + ... + Yy,
gdzie 1, ...,7, sa drogami zamknietymi w U. Gdy y =y + ... + i A=A+ ... + N\
sa cyklami w U, to przez v + A oznaczamy cykl 71 + ... + v + A1 + ... + A, zas przez
y—=Acyklyi + .o+ (=A) (=N
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b) Dla cyklu v = + ... + v, w U i funkeji f € H(U) przyjmujemy

=

c) Cykl v jest réwnowazny w U cyklowi zerowemu, jesli f7 f = 0 dla kazdej funkcji
f € H(U). Ogolniej, cykle v i X sq rownowazne w U, jesli fvf = [\ fVYfeHU).

Z twierdzenia Cauchy’ego wynika natychmiast

Uwaga 2. * Gdy drogi zamkniete 71, ..., 7y, s§ homotopijnie nieistotne w zbiorze U, to
cykl v = + -+ + 7, jest w U rownowazny cyklowi zerowemu.

Zadanie nasze sprowadza sie obecnie do nastepujacego: dowiesé, ze cykle 0D 1 OW; +
0W5 sa rownowazne w zbiorze X. Nieco inaczej, mozna je tez sformutowaé tak: dowiesé,
ze cykl v = 0D — OWy — OWs jest w X réwnowazny cyklowi zerowemu. Omoéwimy dwa
sposoby, prowadzace do rozwigzania.

* Sposob pierwszy: zanurzenie cyklu v w réwnowazng petle homotopijnie nieistotna.

Potaczmy w X ustalony punkt tukami gtadkimi z kazda z petli, ktorych suma jest cykl .
Nastepnie, w odpowiedniej kolejnosci, przebiegnijmy wszystkie te petle 1 tuki, przy czym
tuki przebiegamy dwukrotnie, z przeciwnymi orientacjami. Otrzymamy pewng petle A,
w oczywisty sposob rownowazna cyklowi v. W naszej sytuacji wyglada ona tak:

Rysunek:

Petla A okazuje sie by¢ homotopijnie nieistotna w zbiorze X. Jesli to przyja¢, za-
danie jest rozwigzane: na mocy twierdzenia Cauchy’ego petla A, a zatem i cykl v, sa
rownowazne cyklowi zerowemu. Homotopijna nieistotno$é petli A wydaje sie oczywista,
gdy postuzyé sie uwaga 1. Jednak jej écisty dowod bytby bardzo zmudny, co jest istotng
wada tego rozwigzania. ]

* Sposob drugi: powiazanie cyklu v z petlami, lezacymi w zbiorach gwiazdzistych.
Podzielmy zbiér X tukami na dogodne zbiory gwiazdziste. Na rysunku, sa to zbiory
Ay, ..., A7, ktorych brzegi sa krzywymi Jordana. Kazda z krzywych 0A; orientujemy
dodatnio; jest wtedy widoczne, ze cykle v i 21-7:1 0A; sa rownowazne. A ze 0A; lezy w
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gwiazdzistym zbiorze A; C X, wiec kazdy z cykli 0A; jest w X roéwnowazny zerowemu,
podobnie jak suma 21‘7:1 0A; 1irownowazny jej cykl .

Rysunek:

Uwaga 3. * Drugie rozwigzanie nie zawiera juz luk. Pewna jego niedogodnoscia jest

to, ze nie wskazano ogoblnego sposobu konstrukcji wymaganych tukéw. W przypadku

danego zbioru X i cyklu, ktérego réwnowaznosci z cyklem zerowym chcemy dowiesc,
. N : S : l

tuki tworzymy ,ad hoc”. Celem jest zawsze znalezienie rownowaznego cyklu > ._; A;,

takiego, by kazda z petli \; lezata w pewnym gwiazdzistym podzbiorze zbioru X. ]

Uwaga 4. * Gdy otwory wielokatne Wi, W5 zmienimy na kotowe, K7 i K5, to nadal cykl
0K, + 0K, okaze sie w zbiorze X rownowazny cyklowi 0D. Istotnie, istnieja roztaczne
domkniete wielokaty wypukte Wi, Wy takie, ze K; C W; € D dla i = 1,2. Jak wyzej
dowodzi sie, ze cykl 0K 4+ 0K5 jest w X rownowazny cyklowi W5 + OWs, a ten jest
rownowazny cyklowi 0D.

Jako ¢wiczenie pozostawione jest rozpatrzenie zmienionego zadania, w ktorym liczbe
otworow (kotowych lub wielokatnych) zmniejszono lub zwieckszono o jeden.

Przykladowe zastosowania.

a) Gdy f € H(D\ Dy), gdzie D i Dy sa dyskamii Dy C D, to [ f= [ f.
dDy oD
b) Gdy D jest dyskiem, to

/ 1 0 dazé¢D,
dw =
wW— Z 2m1 dla z € D.

oD

c) Gdy f i g sa wielomianami takimi, ze degg > deg f + 1, zas§ D jest dyskiem

zawierajacym zbior g~ *(0) zer wielomianu g, to [ f/g = 0.
oD

Dowédd. a) Jest to wlasnie éwiczenie, o ktorym mowa w uwadze 4. Ponizsze rozwiazanie
jest niezalezne od wczesniej omawianych i nie odwotuje sie do pojecia cyklu.

Niech Dy = (D(zg, r); mozemy zalozy¢, ze zy = 0, gdyz inaczej oba dyski przesuwamy
0 —2p, zas zamiast [ rozpatrujemy funkcje z — f(z + zy). Niech dalej A : [a,b] — 0D
bedzie gtadks parametryzacja okregu 0D, zgodna z jego orientacjg i roznowarto$ciows na
[a,b). Nietrudno sprawdzi¢, ze parametryzacja A\g = rA/|A| okregu 0Dy ma analogiczne
wtasnosci. Wzor

vs = SsA+ (1 —s)Xg dlas e [0,1]
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zadaje homotopie petli, taczaca g z A w D \ Dy. Teza wynika wiec z twierdzenia
Cauchy’ego, zastosowanego do U = D \ Dy.

b) Funkcja w +— — jest okreslona i holomorficzna w zbiorze C\ {z}. Gdy z ¢ D, to
zbior ten zawiera zbior gwiazdzisty D, w ktéorym petla 0D jest homotopijnie nieistotna,

wobec czego [ wl_z dw = 0. Gdy za$ z € D, to obierzmy dysk Dy = D(z,r) taki, by

oD
Dy C D. 7 a) i czesci ¢) przyktadu w §1 wynika, ze

27
1 1 - it
/ dw = / dw = / me dt = 2ri.
w—z w—z (z+relt) — 2
oD oDy 0

¢) Rozwazmy dowolny dysk D, = D(0,r) o promieniu tak duzym, by D, D D. Z a)
wynika, ze

2f(2)
9(2)

|zl =7}

5‘ |/ f‘ <27rrsup{‘fj |: z|:r}:27rsup{‘

Poniewaz wielomian zf(z) jest stopnia nizszego, niz g, wiec wyrazenie po prawej dazy
do zera, gdy r — oo. (Korzystamy z zadania w §1.6.B.) Zatem | [ f/g| = 0. O
oD

6 * Dwie uwagi uzupelniajace.

Tylko pierwsza z tych uwag wykorzystamy (w dowodzie twierdzeri Rungego, tez naleza-
cych do materialu uzupetniajacego). Maja one jednak charakter ogdlniejszy i warto je
odnotowac.

Uwaga 1. * Nietrudno jest wartosé catki [ , J powigza¢ z sumami catkowymi. Jesli bo-
wiem punkty a =ty < --- < t, = b spelniaja warunek diam f(A\([t;_1,¢;]) <e dlai=
1,...,n, to

=30 F)E) = A < - 60) sdy v € Mfn ) dlai <. (6)

Istotnie, gdy przyjmiemy \; = it 1o | [ f—= [ flw)] < e-tN) i [ flw) =

by by by
f(wl)()\(tl) — )\(ti—l))y Sk@d Wynika (6)
Obierajac dostatecznie drobny podzial a =ty < -+ < t,, = b mozemy wiec catke [ Vi
dowolnie blisko przyblizy¢ suma catkowa > 0 | f(w;)(A(t;) — A(ti—1)). O
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Uwaga 2. * Mozna sum catkowych uzyé do zdefiniowania calek funkcji ciagglych po tzw.
Sciezkach prostowalnych. Istotniejsze dla teorii funkcji analitycznych jest jednak to, ze
twierdzenie Cauchy’ego pozwala zdefiniowaé¢ catke funkcji holomorficznej f po dowolne;
Sciezce A w zbiorze otwartym U = dom( f), jak nastepuje. Obierzmy dowolng droge p w
U, ktora ma te sama dziedzine [a, b] 1 te same krarice, co droga A, i jest z nia homotopijna
w U poprzez homotopie o statych kranicach; patrz uwaga .... w §4. Na mocy tejze uwagi i
ponizszego zadania, takie drogi p istnieja, a wartosé [ , f Jest dla nich wspélna. Wartos¢

te przyjmujemy za |[ \ /- Dzigki takiemu rozszerzeniu definicji catki funkcji holomorficz-
nej, mozna zastapi¢ drogi przez Sciezki we wszystkich twierdzeniach tu rozpatrywanych.

Inng jeszcze (rownowazng) mozliwosé zdefiniowania calki funkeji holomorficznej f po
Sciezce A daje pojecie funkcji pierwotnej funkcji f wzdiuz X. Nie omawiamy go tu,
odsylajac zainteresowanych czytelnikow do ksigzki Szabata.

Zadanie. Niech A : [a,b] — U bedzie Sciezka, a ¢ liczba mniejsza od dist(im(X), C\ U).
Dowiesé, ze:

a) Gdy Sciezka p : [a,b] — C jest e-bliska A iy, = sA+ (1 —s)u dla s € [0,1], to (7s)
jest homotopia Sciezek w U (tzn. funkcja (s,t) — vs(¢) jest ciagta i przyjmuje wartosci
w U). Ponadto, (7s) jest homotopia petli gdy A i u sa petlami; gdy zas A(c) = u(c) dla
danego punktu ¢ € [a, b], to vs(c) = A(c) Vs € [0, 1].

b) Warunek |A — p| < €1 A(¢) = p(c) dla ¢ = a,b jest speliony przez tamana
po= [Aa), A(t1),. .., A(b)], gdy tylko punkty a = t; < --- < t, = b obrane sg tak,
by diam A([t;—1,t]) < e dlai = 1,...,n, pray czym odcinek [A(¢;_1), A(¢;)] tamane]
parametryzujemy odcinkiem [t;_q,¢;].

Zadanie. * Gdy f € H(U) 1A jest sciezkaw U, to | [, f=>"1 f(wi)(A(t:)—A(ti-1))| < e
dla kazdego dostatecznie drobnego podzialu a =ty < -+ < t, = b odcinka [a,b] i
punktow w; € A([ti—1,]), 1 <4 <n. (Calke [, f wyznaczamy zgodnie z uwagy 2.)

7 Wzory catkowe Cauchy’ego. Rozwiniecie funkcji holomorficz-
nej w szereg Taylora.

Twierdzenie 1 (Wzér catkowy Cauchy’ego). Gdy D jest dyskiem i f € H(D), to

f(z) = 2; / j(i“)z dw dlaz € D. (7)

0D
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Dowdd. Ustalmy punkt z € D. Na podstawie ,przyktadowego zastosowania b)” w §5,
it f(w) = f(2)

w—z

(*)

/f(w) dw_%if(z):/g(w) dw, gdzie g(w)

w—z
0D

Funkcja g(w) jest holomorficzna w D \ {z}, wiec gdy D, = D(z,¢) jest dyskiem tak
malym, by D. C D, to [ 9= [ g. (Korzystamy z ,przykladowego zastosowania a)” z

oD oD.
§5.) Zatem
\/g\ - \/g| - sup |f(w) — f(2)|/e = 27+ sup |f(w) — f(2)] — 0
wedD, wedD, e—0
Wobec tego [ g =0 1 teza wynika z (*). O
oD

Wzor catkowy (7), w potaczeniu z ponizszym twierdzeniem, umozliwia lokalne rozwi-
janie funkcji holomorficznej w szereg potegowy.

Twierdzenie 2 (O analitycznosci transformaty Cauchy’ego). Niech «y bedzie drogq i
niech funkcja f :im(vy) — C bedzie ciggta. Przyjmijmy

f(2) «f / f(w) dw dla z € C\ im(y).

w—z

Wowczas na kazdym dysku D(zg,r) C C\im(vy) funkcja f rozwija sie w szereq potegowy
o srodku w zy:

o0

f(Z)Z;dn<Z—ZO) ’ gdZZean/de dlan=20,1,2,...
a Y

Funkcje fvnazwiemy transformatq Cauchy’ego funkeji f. (Zalezy ona oczywiscie i od
drogi 7.)

Dowo6d. Ustalmy punkt z € D(zg,7) 1 niech 7’ o |z — 29|. Wtedy 7 < r, zas gdy
w € im(7), to |w — 20| = r, skad [S=2| < & < 1. Stad dla w € im(y):

fo) S S (1 zm (z2a) )

W—2Z2p
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i szereg po prawej, rozpatrywany jako funkcja zmiennej w € im(7y), jest zbiezny jedno-
stajnie (bo jest majoryzowany przez szereg geometryczny » o M(r'/r)", gdzie M =
sup{|£(T“2)\ cw € 1m(7y)} < 00). Z wniosku 1 w §1 wynika wiec zadana rownosé:

f(z)z/ _Zdw_/zf _Zzo_riol ZOZ_ZO /%dw. O
0 Y

Zadanie. Dowiesé tak samo, ze gdy D = D(zg,r) jest dyskiem i im(y) C D, to dla
z ¢ D mamy

ﬂz):—id_n< : ) sdrie d_y = [ fw)(w )" tdw.  (®)

7y

Whiosek 1. Niech f € H(D), gdzie D = D(z, 7). Wowczas funkcja f rozwija sie
na D w szereg potegowy f(z) = > en(z — 20)", ktorego wspdtczynniki zadane sq
nastepujgcymi wWzorams

/ —ZO”+1 dw dlan=0,1,... 9)
oD

Dowod. Wynika to z twierdzen 11 2. ]

Twierdzenie 3. Funkcja, holomorficzna w zbiorze otwartym U C C, jest w nim anali-
tyczna. Ponadto, na kazdym dysku D = D(zy, ) C U rozwija sie ona w szereg potegowy
o srodku w zy.

Dowod. Mamy r < dist(z9, C \ U). Jesli nier6wnosé jest ostra, to z wniosku wynika
istnienie zadanego rozwiniecia. W przeciwnym zas razie wynika ono stad, ze na kazdym
dysku D(zg, '), " < r, funkcje mozna rozwina¢ w szereg » .~ (2 — 29)" o srodku w
20; przy tym wspolezynniki ¢, nie zalezg od ', ze wzgledu na nastepujaca uwage:

Uwaga 1. Jesli f(z) = > 7 cn(z — 20)" dla wszystkich z w pewnym otoczeniu punktu
20, to prawdziwe sa wzory Taylora

1
cnzﬁf(”)(zo) dlan=0,1,... (10)
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Dowéd. Stosujemy n-krotnie stwierdzenie 2 z §1.4, otrzymujac rownosé £ (z) = nlc,.

Przyklad. Niech zp € C\ {0}. Jak wiemy (patrz przyklad 1 a) w §1.7), na dysku
D = D(z, |2|) istnieje gataz logarytmu [. Poniewaz I'(z) = 1/z i indukeyjnie [ (z) =
—(n —1)1(—1/2)", wigc z twierdzenia 3 i uwagi 1 wynika, ze

n
nz

I(z) =1(z) — Z (_Dn(z —z9)" dla z € D,

n=1

oraz ze szereg po prawej jest zbiezny w D niemal jednostajnie.

Whiosek 2 (Wzory catkowe Cauchy’ego, cigg dalszy). Gdy D jest dyskiem i f € H(D),
to

|

() .y _ T f(w) _—

f (Z)_Zwi/(w—z)”“dw dla zeD 1 n=0,1,2,... (11)
oD

Dowod. Gdy z jest srodkiem dysku D, to wystarcza poréwnac (9) i (10). Gdy nie jest,
to rozwazmy dysk Dy o srodku w z, ktérego domkniecie jest zawarte w D. Jak juz wiemy,
fW(z) =2 [ (f&dw; a ze funkcja w +— f(w)/(w — 2)" ! jest holomorficzna w D'\

T 27 w—z)n+l
0

Dy, to pozostaje wykorzystac , przyktadowe zastosowanie a)” z §5. (Inny dowod uzyskamy
n—krotnie rézniczkujac obie strony rownosci (7), w oparciu o zadanie 2 z §1.) O
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III PIERWSZE WNIOSKI Z TWIERDZEN CAUCHY’EGO

1 Konsekwencje analityczno$ci funkcji holomorficznych
A. Rozwiniecie funkcji holomorficznej w skoniczony szereg Taylora.

Twierdzenie 1. Gdy f € H(U), zy € U in € N, to istnieje funkcja g € H(U) taka, ze
n—1

(k)
)~ fa) =31

k=1

Yz —2) +9(2)(z—2)" dlazeU (1)

Funkcja g jest wyznaczona jednoznacznie i g(z9) = £ (z)/n!.

Dowdd. Jak zwykle, mozemy zaktadaé¢ otwartosé zbioru U (por. dowod tw. Cauchy’ego
w §I1.5). Rozwitimy f w szereg Taylora > e, cx(2—20)" na pewnym dysku D = D(z,r).
Wartosé g(z), spetniajaca rownosé (1), wyznaczymy dla z € D w oparciu o to rozwiniecie,
wzorem ¢(z) = Yoo cr(z — 20)¥ ™, zag dla 2 € U \ {20} — wprost z (1). Otrzymane
funkcje D — C i U \ {20} — C sa holomorficzne i pokrywaja sie na czesci wspolnej
D \ {20} obu dziedzin (bo wartosé¢ g(z) w (1) jest dla z # 2y jedyna). Lacznie wziete,
wyznaczaja one zadana funkcje g € H(U). Wynika stad tez jednoznacznosé funkeji g
oraz rownosé g(zo) = ¢, = f™(z)/n! O

Uwaga 1. Rownosé (1) ma miejsce dla wszystkich z € U, podczas gdy w nieskoriczony
szereg Taylora rozwija¢ umiemy tylko lokalnie (na dyskach).

Uwaga 2. * Wartos$¢ ¢g(z) mozna wyznaczy¢ wzorem catkowym

1 f(w)
= dw dlaze D 2
9(2) 2mi / (w — z)"(w — 2) e 2)
oD
prawdziwym, gdy z jest $rodkiem dysku D i D C U. (Wzér ten jest szeroko wykorzy-
stywany w ksigzce Ahlforsa.) Dla dowodu przepiszmy (1) nastepujaco:

n—1

g(w) = = dla w # 2.
- Zo 0 - Zo

(2) wynosi

Poniewaz g(z) = 7= f
oD

n—1
— dw.
2%12/ —zO“wa—z) v

1=0
oD
Jest wiec ona rowna 0, na podstawie ,przyktadowego zastosowania c)” z §11.5. [



§ 1.1 44

B. Pierwiastki ré6wnai analitycznych. Zasady izolowanych zer i identycznoSci.

Definicja. Niech f € H(U). Punkt zy € U jest pierwiastkiem rownania f(z) = b, jesli
f(z0) = b. Krotnoscig tego pierwiastka nazywamy najmniejsza liczbe n € N taka, ze
F(2) # 0 (jesli taka istnieje). Pierwiastki rownania f(z) = 0 nazywamy zerami lub
punktami zerowyma funkcji f.

Uwaga 1. Punkt zy wtedy i tylko wtedy jest zerem n-krotnym funkcji f € H(U), gdy
f(z) = (z — 20)"g(2) dla z € U, gdzie g € H(U), g(20) # 0in > 1. (Wynika to z
twierdzenia w punkcie A.)

Twierdzenie 1 (zasada izolowanych zer). Gdy f € H(U), gdzie U jest obszarem, to
rownowazne sq¢ warunki:

a) z2bior f~1(0) zer funkcji f ma w U punkt skupienia;

b) istnieje punkt p € U taki, ze f™(p) =0 dlan=0,1,...;

c) f=0.

Dowdd. a) = b). Niech p € U bedzie punktem skupienia zbioru f~1(0) i niech N =
inf{n : f™(p) # 0}. Jesliby N < oo, to punkt p bytby zerem N-krotnym funkeji f i na
podstawie uwagi istnialoby otoczenie G punktu p w U takie, ze f(z) # 0 dla z € G\ {p}.
Poniewaz przeczy to wyborowi punktu p, wiec N = oc.

b) = ¢). Niech

P={peU: f™p)=0 dlakazdegon >0}
Zbior P jest domkniety w U, jako przeciecie miejsc zerowych funkeji ciggtych. Ponadto
gdy p € P, to fi¢ = 0 dla pewnego otoczenia G punktu p w U (*)

— bo szereg Taylora funkcji f o srodku w punkcie p € P jest zerowy! Zbiér P jest wiec

zarazem otwarty w U, bo zawiera otoczenie kazdego swego punktu. A ze P # @ (na

podstawie b)) i przestrzen U jest spojna, to P = U. Stad i z (*) wynika, ze f = 0.
Implikacja ¢) = a) jest oczywista. O

Wnhniosek 1 (zasada identycznosci). Niech g,h € H(U), gdzie U jest obszarem w C.
Jesli zbior {z € U : g(z) = h(z)} ma w U punkt skupienia, to g = h.

Dowéd. Wynika to z twierdzenia, odniesionego do funkcji f = g — h. ]

Wnhiosek 2. Gdy U jest obszarem w C i funkcja f € H(U) nie jest stata, to krotnosé
kazdego pierwiastka réwnania f(z) = w jest dobrze okreslona. H
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C. Lokalny opis funkcji holomorficznej.

Zaktadamy nizej, ze U C C jest obszarem, funkcja f € H(U) nie jest stata i p € U. Oczy-
wiscie, p jest pierwiastkiem rownania f(z) = f(p); niech bedzie to pierwiastek n—krotny.

Twierdzenie 1 (o opisie funkcji w otoczeniu punktu). Przy tych zatozeniach, istnieje
otoczenie G punktu p w U takie, ze f(z) = (h(2))" + f(p) dla z € G, gdzie funkcja
h € H(G) przeksztatca G homeomorficznie na pewien dysk D(0,7) i spetnia warunki
h(p) =0 i h'(p) # 0.

Schematyczny
rysunek:

Whniosek 1. Rownowazne sq warunki:
a) funkcja f jest roznowartosciowa na pewnym otoczeniu punktu p;
b) p jest jednokrotnym pierwiastkiem rownania f(z) = f(p);

c) f'(p) # 0.

Dowo6d. Rownowaznoscé b) < ¢) wynika z definicji, a a) < b) — z twierdzenia, bo funkcja
z +— 2"+ f(p) jest roznowartosciowa na pewnym otoczeniu zera jedynie gdy n =1. O

Wniosek 2. Przy oznaczeniach twierdzenia, réownanie f(z) = q¢ ma dla q € D(f(p), ™)\
{f(p)} doktadnie n pierwiastkéw w G, kazdy krotnosci 1.

Dowo6d. Rownanie g(z) = g, gdzie g(2)=2" + f(p), ma w D(0,r) dokladnie n pier-
wiastkéw, 1 na otoczeniu kazdego z nich funkcja g jest réznowartosciowa. Poniewaz
h : G — D(0,7) jest homeomorfizmem, wiec rownanie g o h(z) = ¢ ma n pierwiastkow
w G, kazdy krotnosci 1. (Korzystamy z rownowaznosci a)<b) we wniosku 1.) O

Dowdd twierdzenia. Mamy f(z) = f(p) + (z — p)"g(z) dla pewnej funkcji g € H(U)
spetniajacej warunek g(p) # 0. Niech dysk D o $rodku w p bedzie zawarty w zbiorze
g 1 (C\ {0}) € U. Na mocy twierdzenia, ktore udowodnimy % w §III.2.A, istnieje
funkcja go € H(D) taka, ze gy = g;p. Niech ho(z) = (z — p)go(2) dla z € D; wtedy
fip = hg + f(p) oraz hy(p) = go(p) # 0. Poniewaz ponadto ho(p) = 0, wiec hg
przeksztatca pewne otoczenie G punktu p homeomorficznie na pewien dysk D(0, 7).
(Wykorzystalismy twierdzenie 1 z §1.8.) Przyjmujemy h = hg|q. ]

1Ze wzgledow porzadkowych wybrano taka kolejno$é twierdzeri. Nie ma tu jednak ,btednego kota”, co tatwo sprawdzié.
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D. Otwarto$¢ funkcji holomorficznych i zasada maksimum.

Twierdzenie 1 (o zachowywaniu obszarow). Gdy zbidr U C C jest obszarem i funkcja
f € H(U) nie jest stata, to zbior f(U) jest obszarem, zas przeksztatcenie f jest otwarte.

Dowéd. Dla kazdego punktu p € U poprzednie twierdzenie daje zbior G, C U taki, ze
f(G,) jest dyskiem o srodku w f(p). Zbior f(U) = J{f(G,) : p € W} jest wiec otwarty
w C, a jako ciggly obraz zbioru spojnego jest on tez spojny (czyli jest obszarem).
Stosujac to przy U zastapionym przez dysk D C U stwierdzamy, ze przeksztalcenie
f U — C jest otwarte, bo przeprowadza dowolny taki dysk na zbior otwarty. ]

Twierdzenie 2 (zasada maksimum). Przy zalozenich twierdzenia 1, funkcja |f| nie
przyjmuge maksimum w U, zas minimum przyjmuje w swych zerach (jesli je ma,).

Dowéd. Niech p € U. Jak wiemy, zbior f(U) zawiera pewien dysk o srodku w f(p).
Oczywiscie, do dysku tego nalezy punkt w taki, ze |w| > |f(p)|. Zatem |f(p)| <
up.cy ] f(2)]. dla knidego p € U. Tak samo, gdy f(p) # 0. to | f(p)] > infucpl f(z)]. O

Uwaga 1. a) Stosujac twierdzenie 2 do dyskow D C U stwierdzamy, ze funkcja |f| nie
ma w U punktéw lokalnego maksimum, a punktami jej lokalnego minimum sa jej zera.

b) Tak samo dowodzimy, ze funkcje Re f i Im f nie maja w U punktow (lokalnego)
ekstremum.

¢) Stad i z twierdzenia o przyjmowaniu kresow przez funkcje ciagta na zbiorze zwartym
wynika, ze gdy funkcja f jest ciggla na domknieciu ograniczonego obszaru U C C i
holomorficzna w U, to funkcje |f|, £ Im f, £ Re f swoj kres gorny przyjmuja na brzegu
zbioru U. (Przyjmuja go bowiem w punktach zbioru zwartego U, lecz nie w U )

d) Niekiedy wygodnie jest a) czy b) stosowaé w takiej postaci: jesli U jest obszarem,
f € H(U) i ktoras z funkeji | f|, = Re f, & Im f ma w U punkt lokalnego maksimum, to
funkcja f jest stala.

Uzyteczna bywa i taka posta¢ zasady maksimum.

Twierdzenie 3 (zasada maksimum, zmieniona postac). Niech f € H(U), gdzie U C C
jest obszarem. Jesl stata M spetnia warunek

istnieje 2bior zwarty Ky C U taki, ze |f(2)| < M dla z € U\ Ky, (3)

to sup,cp|f(2)| < M.
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Dowdd. Niech K = K);. Ciagta funkcja | f/x| osiaga sw6j kres gorny w pewnym punkcie
pe K. Gdy |f(p)| < M, tosup|f| < M. W przeciwnym razie funkcja | f| jest stata (bo
w punkcie p przyjmuje swe maksimum), wiec sup,.7|f(2)| < M na podstawie (3). O

Zasady maksimum mozna uzy¢ do dowodu ,zasadniczego twierdzenia algebry”, na
mocy ktorego kazdy (zespolony) wielomian dodatniego stopnia ma pierwiastek:

Zadanie. Niech f(z) = cg + 12 + -+ + ¢,2", gdzie ¢y, ...,¢c, € C, n > 11i¢, # 0.
Dowies¢, ze:

a) Wielomian f ma zero w dysku D = D(0, R), o ile |f(2)| > |co| dla wszystkich
z € 0D.

b) Ostatni warunek jest spetniony dla dostatecznie duzych R.

¢) W istocie wystarcza, by R > 2M + 1, gdzie M = max{|ct/c,| : k=0,...,n—1}.
(Wskazowka: gdy |2] > 1, to [f(2)| > |e.2”|(1 = M 3221 1217%) > |enz| (1 — IZIL—J)
Zadanie. * Dowies¢, ze gdy funkcja h jest holomorficzna w kole domknietym D o srodku
w zp 1 spelnia warunek |h(z) — h(z)| > 2R dla wszystkich z € 0D, to jej obraz zawiera
dysk D(h(zp), R). (W §IV.6 przekonamy sie, ze 2R mozna tu zastapi¢ przez R.)

E. Twierdzenie Morery i zasada symetrii Riemanna—Schwarza

Twierdzenie 1 (Morery). Funkcja f : U — C, ciggta w zbiorze otwartym U C C, jest

holomorficzna wtedy i tylko wtedy, gdy [ f =0 dla kazdego tréjkata A C U.
N

Dowo6d. (=) Wynika to z lematu Goursata.

(<) Niech D C U bedzie dyskiem. Z wniosku w §2.11 wynika istnienie funkcji funkeji
F, pierwotnej dla fjp. Funkcja F' jest holomorficzna, wige analityczna; jej pochodna fp
jest zatem holomorficzna. (Korzystamy z wniosku w §I. 5.) Wobec dowolnosci dysku
D C U, funkcja f jest holomorficzna. ]

Oto dwa przykladowe zastosowania twierdzenia Morery.

Twierdzenie 2. Niech L C C bedzie prostq, a U C C — zbiorem otwartym. Gdy funkcja
ciggta f : U — C jest holomorficzna w zbiorze U \ L, to jest holomorficzna w U.

Dowod. Oznaczmy przez U' 1 U™ przeciecia zbioru U z polplaszezyznami otwartymi,
na ktore prosta L dzieli ptaszczyzne. Postuzymy sie twierdzeniem Morerey i rozwazymy
kilka przypadkow, zaleznych od potozenia trojkata A\.

) Jesi ACU" lub A CU™,to [ f=0namocy lematu Goursata.
YN
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ii) Jesli A C UTULIlub A C U™ UL, to we wnetrzu trojkata /A budujemy trojkaty
A, n > 1, ktorych wierzchotki daza do wierzchotkow trojkata A. Na podstawie i) i
zadania z §II.1,

/f_ lim f_ lim 0 = 0.

n—oo n—oo

iii) Jesli A\ przecina zaréwno U™, jak i U™, to dzielimy trojkat A\ na trzy mniejsze, jak

na rysunku. Jak juz wiemy, ff—0d1a2—123 skad ff ZZ 1 ff—O ]
OJAN;

Whniosek 1. a) Funkcja, ciggta w zbiorze otwartym i holomorficzna w nim poza pewnym
punktem, jest holomorficzna.
b)* Teza twierdzenia 2 pozostaje stuszna, gdy L jest okregiem.

Dowdd. a) Stosujemy twierdzenie do prostej, przechodzej przez dany punkt.

b)* Gdy p € L\ U, to homografia h(z) = 1/(z — p) przeprowadza L na prosta, zas
U w C. Z twierdzenia, zastosowanego do zbioru h(U) i funkcji fi = f o (hjy)™", wynika
holomorficznos¢ funkeji fi. Tym samym 1 funkcja f = fi o Ay jest holomorficzna. To
konezy dowod, gdy L\U # 0; zas gdy tak nie jest, to otrzymamy holomorficznosé funkeji
f na U\ {p}, dla kazdego punktu p € L —co rowniez daje teze. O

Ponizsza zasade symetrii Riemanna—Schwarza ° sformutujemy w wersji ogolnej, do-
tyczacej opisanej w §1.6 symetrii sy wzgledem (uogolnionego) okregu 7. Zbior U na-
zwiemy symetrycznym wzgledem tego okregu, gdy sp(U) = U; para zas punktow z1, 29
jest symetryczna wzgledem T') gdy symetryczny jest zbior {z1, zo}. Czytelnik moze przy
pierwszym czytaniu chcie¢ ograniczy¢ sie do przypadku, gdy okrag jest prosta Im z = 0;
wtedy symetria sp jest zwykta symetrig zwierciadlang z — Z.

Twierdzenie 3. Niech obszar U C C bedzie symetryczny wzgledem okregu Ty i niech
funkcja ciggta f : U — C przeprowadza Ty N U w podzbior okregu Ty. (Okregi moga
by¢ uogdlnione.) Wowczas do holomorficznosci funkcji f potrzeba i wystarcza, by byta
ona holomorficzna na jednej z dwich sktadowych zbioru U \ Ty i przeprowadzata pary
punktow z U, symetryczne wzgledem T, w pary symetryczne wzgledem T5.

Dowod gdy T7 = T = R. Ad <. Mozemy zalozy¢, ze rozwazana sktadowg jest UT =
{z € U :Imz > 0}. (Przypadek, gdy jest nia zbior U~ = {z € U : Imz < 0} jest
analogiczny). Funkcja f, ze wzgledu na zatozong wlasnosé symetrii, spelia dla z € U~

SPor. zadanie 7 b) w §1.6. Wedlug Ahlforsa, Riemann i Schwarz rozwazali dalsze szczegolne przypadki, a zasade
sformutowal Caratheodory.
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warunek f(z) = f(%Z). Jest wiec ona holomorficzna nie tylko w U™, ale i w U™, patrz
zadanie w §1.2. Zatem f € H(U) na podstawie twierdzenia 2, zastosowanego przy L = R.

Ad =. Gdy f € H(U), to rozwazmy funkcje g : U — C, zadang wzorem g(z) =
f(z)dlazeU\U ig(z)=f(z)dlaze U\U". Poniewaz f(UNR) CRiz=7%dla
z € R, wiec funkcja g jest poprawnie okreslona i ciagla (oba wzory daja ten sam wynik
na czesci wspolnej dziedzin.) Jak udowodniono wyzej, g € H(U), wobec czego f = g
na podstawie zasady identycznosci, bo f(z) = g(z) dla z € UT. A Ze g spelnia zadany
warunek symetrii, to spetnia go i f.

Dowo6d w przypadku ogélnym*. W dowodzie implikacji <= powotujemy sie teraz na
czesé b) wniosku i na zadanie 10 z §1.6 (w miejsce zadania z §1.2), a w dowodzie implikacji
—> uzywamy funkcji g z ponizszego wniosku:

Whiosek 2. Gdy funkcja ciggta fo: U\ U~ — C jest holomorficzna na U™, gdzie U™
i U™ sq sktadowymi zbioru U \ T1, to wzor
g(z) = fo(z) dla z€ U\NU™ i g(2) = s2(fo(s1(2))) dla z€ U\U"

okresla funkcje holomorficzna, przy s; oznaczajgcym symetrie wzgledem okregqu T;.

Dowéd. Ciaglosci g dowodzimy jak poprzednio, po czym stosujemy udowodniong juz
czesé twierdzenia. H

2 Konsekwencje twierdzenia i catkowych wzoréw Cauchy’ego.
A. Istnienie funkcji pierwotnych i galezi logarytmu w obszarze jednospéjnym.

Jak wiemy, funkcja holomorficzna w danym obszarze U moze nie mie¢ funkcji pierwot-
nej, i podobnie moze ona nie mie¢ gatezi logarytmu czy argumentu. Przy zatozeniu
jednospdjnodci obszaru U, sprawy maja sie prosciej:
Twierdzenie 1. Niech f € H(U), gdzie U C C jest obszarem jednospdjnym. Wowczas:
a) Istnieje funkcja pierwotna funkcji f.
b) Jesli 0 ¢ f(U), to istniejq gatezie logarytmu i argumentu funkcji f oraz, dla
kazdego w € C, istnieje gatqgZ jej w—tej potegi.

Dowdd. Teza a) wynika z wniosku 1 w §IL.5 i twierdzenia 1 w §I1.2. W szczegolnoscei,
f'/f ma funkcje pierwotng. Galaz logarytmu funkcji f istnieje wiec na mocy twierdzenia
2 w §l. 8, a pozostate dwie galtezie — na mocy wynikow z §L.7. [

Poniewaz kazdy dysk jest jednospdjny, wiec twierdzenie uogélnia wniosek z §2.11.
Zadanie. Dowies¢, ze gdy f € H(U), obszar U jest jednospojny i 1 ¢ im(f), to
f = cosog dla pewnej funkcji g € H(U). (Wskazowka: cos(w) = u(e'?), gdzie u(z) =
2(z+ z71) dla z # 0. Dowies¢ wpierw istnienia funkcji h € H(U) takiej, ze f = uo h.
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B. Indeks petli wzgledem punktu.

Wykorzystamy catke do nadania precyzyjnego znaczenia zwrotowi ,,dana petla n—krotnie
okraza punkt p 7. Mozna to zrobi¢ i wykorzystujac rozwazania czysto topologiczne, lecz
ujecie ponizsze jest uzyteczne w badanej w nastepnym rozdziale teorii residuéw.

Definicja. Niech petla v bedzie kawatkami gladka i niech p ¢ im(~). Liczbe

ind(y,p) < L / L (4)

" o w—Dp
gl

nazywamy indeksem petli v wzgledem punktu p, a takze indeksem punktu p wzgledem tej
petli.

Twierdzenie 1. Niech petle v,y : [a,b] — C bedqg kawatkami gtadkie. Wowczas:
a) Gdy petle v i v, sqg homotopijne w C\ {p}, to ind(v,p) = ind(~1, p).
b) ind(y,p) = ind(y — p,0) dla p € C\ im(y), gdzie (v — p)(t) < (t) - p.
c¢) Funkcja p — ind(~,p) jest ciggta na C \ im(7y).
d) ind(vy,p) € Z dla p € C\ im(7y).
e) Gdy 0 ¢ im(~), to:
el) istnieje gataZ argumentu funkcji vy : [a,b] — C, oraz
e2) jesli o jest takq galezig, to ind(v,0) = 5=(a(b) — o(a)).

Uwaga 1. 1) Z e) i b) wynika geometryczna interpretacja liczby 27 - ind(y, p): jest to
przyrost argumentu punktu y(t) — p, gdy ¢ zmienia sie od a do b.

ii) Z wlasnosci ¢) i d) wynika, ze funkcja p — ind(7y, p) jest stata na spojnych pod-
zbiorach zbioru C \ im(7y).

iii) Z a) wynika, ze ind(v,p) = 0 gdy petla 7 jest homotopijnie nieistotna w C \ {p}.

iv) W szczegolnosei, ind(y, p) = 0 gdy punkt p lezy poza dyskiem, zawierajacym zbior
im(7y), lub ogodlniej, gdy lezy w nieograniczonej sktadowej spojnosci zbioru C \ im(~).
(Korzystamy z ii).) O

W dowodzie twierdzenia wykorzystamy

Lemat 1. Niech v : [a,b] — C\ {0} bedzie droga. Wowczas:
i)y = e* dla pewnej drogi \ : la,b] — C,
i) Gdy X jest takgq drogq, to [+ dw = A(b) — A a).
v
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Dowédd. Ad i). Dla gtadkiej drogi v, cze$é¢ ta udowodniliémy we wniosku 2 z §1.8.
Przypadek ogolny pomijamy, pozostawiajac go jako zadanie uzupetiajace. (Ponadto,

niewiele tracimy, ograniczajac sie do drog gtadkich.)
b

Ad ii). Z definicji, [ L dw = [ 57N (t) dt = A(b) — A(a). =
Yy a

Dowod twierdzenia 2. Czes¢é a) wynika z twierdzenia Cauchy’ego, za$ czes¢ b) jest
oczywista. Czes¢ ¢) wynika z wniosku 1 z §I1.1, bo jesli p, — po ¢ im(7), to w_lpn — ﬁ
jednostajnie wzgledem w € im(y). (Jest to ¢wiczenie.) Wreszcie d) wynika z e), gdyz
argumenty o(a) i o(b) liczby y(a) = ~(b) r6znig sie o catkowita wielokrotnosé liczby 2.
Pozostaje dowiesé e).

Ad el). Na podstawie lematu, istnieje gataz logarytmu funkcji v. Wobec tego gataz
argumentu tez istnieje (patrz stwierdzenie 2 w §I. 7).

Ad €2). Niech o : [a,b] — R bedzie galezia argumentu funkcji . Przyjmijmy A =
In|y|+io, jak w §II. 3. Wtedy e* = 7 i funkcja A jest kawatkami gtadka, patrz twierdzenie
2 w §1.8. Z czesci ii) lematu wynika wiec, ze 27ind(v,0) = 1(A(b) — A(a)) = o(b) —
o(a)+ %(lnh(b)\ — In|y(a)|). Prawa strona jest rowna o(b) — o(a), bo v(a) = ~(b). O

Uwaga 2. * Teza el) pozostaje prawdziwa i gdy petla v : [a,b] — C\ {0} nie jest
kawatkami gtadka. Pozwala to rownosci z €2) i b) uzy¢ do zdefiniowania indeksu dowolnej
petli. Indeks ten odgrywa istotna role w topologii ptaszczyzny, ze wzgledu na pochodzace
od H. Poincaré’go odwrdcenie czesci a):

Twierdzenie 2. * Petle v, 71, majgce ten sam indeks wzgledem danego punktu p €&
im(vy) Uim(y1) ¢ tg samq dziedzine [a, b, sq homotopijne w C\ {p}.

Dowéd. * Wystarcza rozwazy¢ przypadek, gdy p = 0. Niech \,, bedzie galezia logarytmu
funkeji v,, n = 0,1. Homotopia {vs; : s € [0,1]}, zadana wzorem 7, = exp(Ay +
s(A1— No)), taczy v z y1 w C\ {0}. Warunek ~,(a) = v5(b) dla s € [0, 1] wynika stad,
ze 2m i - ind(v,) = A\u(b) — An(a) 1 wobec tego Ai(a) — Ao(a) = A1(b) — Ao(D).

Zadanie. * Dowies¢ rownosci ind (71 -9, 0) = ind (71, 0) +ind(v2, 0), dla dowolnych petli
T,72 ¢ a,b] — C\ {0}. (Wskazowka: lemat 1.)

Zadanie. * Dowies¢, ze rownosé (8) pozostaje stuszna dla kazdej petli v, gdy calke
rozumie¢ jak opisano w §I1.6, zas indeks — jak w uwadze 2.

Dodatek*: Wyznaczanie indeksu.
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Cho¢ liczba ind(7, p) ma jasna interpretacje geometryczna, to nie jest widoczne, jak
wyznaczy¢ ja w przypadku skomplikowanej petli v. Ponizszy sposob jest skuteczny przy
nastepujacym bardzo ogélnym zatozeniu:

(*) dana jest polprosta L o poczatku w p taka, ze zbior v~ (L) jest skoriczony.

Oznaczmy punkty zbioru v~ 1(L) przez t1, ..., t,; zakladamy bez zmniejszenia ogdlnosci,
ze nie ma wsrod nich kraricow a,b odcinka, na ktorym okreslona jest petla v. (Gdy
jest inaczej, zastepujemy v przez petle t — ~(t) dla t € [a;,b] i t — ~v(t — b+ a) dla
t € [b,b+ a; — al, gdzie a; € (a,b) \ v 1(L).)

By wyznaczy¢ ind(v, p) rozwazmy dodatnio zorientowany prostokatny uktad wspol-
rzednych, taki, ze L jest dodatnig potosia py; sasiadujace z L otwarte ¢wiartki ptasz-
czyzny nazwiemy prawg i lewa, odpowiednio. (Ktora jest prawa, wyznacza orientacja
ukladu.) Poniewaz p ¢ im(7), wiec dla kazdej z liczb ¢; istnieja s; € (a,t;), s € (t;, )
takie, ze zbior y((s; ,t;)) (odp. ((t;, s;"))) jest zawarty w jednej z tych ¢wiartek. Niech

0 ady v((s;,t:)) 1 v((t;, s7)) leza w tej samej ¢wiartce,

g =141 gdy v((s;,t;)) lezy w prawej ¢wiartce, a y((t;, s;7)) w lewej,
—1  gdy v((s;, ) lezy w lewej éwiartce, a y((t;, s;)) w prawej

Twierdzenie 3. * Przy tych oznaczeniach, ind(vy,p) = > 1, &;.

Dowodd. Mozemy zaktadaé, ze p = 0 i L = [0,00)r, bo obie strony pozostana nie-
zmienione, gdy v, p i L poddamy temu samemu przesunieciu lub obrotowi wokoét 0.
Niech 7 : [a,b] — R bedzie podzielona przez 2w galezig argumentu funkcji v; wowczas
7(b) — 7(a) = ind(y,0) € Z i {t1,...,t,} = 7 YZ). Nazwijmy funkcje 7 rosngcq (odp.
malejgeq) w punkcie t;, jesli w pewnym jego otoczeniu funkcje t —¢; 1 7(t) — 7(¢;) sa
zgodnego (odp.: przeciwnego) znaku. Jest oczywiste, ze ma to miejsce wtedy i tylko
wtedy, gdy &; = 1 (odp. g; = —1). Tezy dowodzi wiec nastepujace

Zadanie. * Niech funkcja 7 : [a,b] — R bedzie ciagla, zag zbior 771(Z) — skoriczony i
zawarty w (a,b). Dowies¢, ze jesli liczba 7(b) — 7(a) jest caltkowita, to jest ona réwna
roznicy miedzy liczba tych punktow ¢; € 77YZ), w ktorych funkcja 7 jest rosnaca, a
liczba tych t; € 771(Z), w ktorych funkcja 7 jest malejaca.

C. Nieréwnosci Cauchy’ego i twierdzenie Liouville’a.

Twierdzenie 1 (Nieréwnosci Cauchy’ego). Gdy D = D(z,7) i f € H(D), to

n!
5ol < Sl flop dia 0> 0.
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Dowéd. Na podstawie wzorow catkowych Cauchy’ego z §I1. 7,

F(z) = n!. / @ ig)))nﬂ dw.

0D

Poniewaz | f(w)| < ||fllop 1 |w — 2| =r dla w € D, wiec otrzymujemy stad

n! [ fllop

n n!
£ < o £0D) - S = Tl oo O

Oto zastosowanie tego twierdzenia:

Twierdzenie 2 (Liouville’a). Jedynymi ograniczonymi funkcjami, holomorficznymi na
catej ptaszczyinie C, sq funkcje state.

Dowod. Niech [ € H(C) i ||f|lc < oo. Z twierdzenia 1, zastosowanego do D(z,r)
wynika, ze |f'(2)| < ||fllc/r dla kazdych » > 01 2z € C. Stad f' = 0 i wobec tego
f = const. ]

Uwaga 1. Odnotujmy jednak, ze funkcja exp, rézna od stalej i holomorficzna na calej
plaszczyznie, jest ograniczona na kazdej poiptaszczyznie Re z < c.

Whiosek 1 (,,Zasadnicze twierdzenie algebry”). Niech f(z) = co+c1z+...+ ¢, 2", gdzie
n>=11ic,#0. Wowczas f(z9) =0 dla pewnego z, € C.

Dowéd. W przeciwnym razie % € H(C) isup,cc|l/f(2)] < oo (bo lim, . 1/f(2) =0,
patrz §1.6.B). Zatem 1/f = const, whrew zatozeniu, ze n > 1. ]

D. Twierdzenia o zbiezno$ci ciggédw funkcji holomorficznych.

Twierdzenie 1 (Weierstrassa). Niech U bedzie otwartym podzbiorem ptaszczyzny C i
niech f, € H(U) dlan > 1. Jesli ciqg (f,,) jest zbiezny niemal jednostajnie do funkcji f
U — C, to funkcja ta jest holomorficzna, zas cigg (f)) jest zbiezny niemal jednostajnie
do funkcji f'.

Dowdd. a) Ciaglos¢ funkeji f wynika z uwagi 1 z §1.3. Holomorficznosci dowiesé wiec
mozna sprawdzajac, czy dla dowolnego trojkata A C U spetniony jest warunek Morery-

Goursata: [ f = 0. Warunek ten spelnia jednak kazda z funkcji f,, € H(U), za$ na
oA

podstawie wniosku 1 w §IL. 1, [ f, — [ f. Zatem [ f=0.
O O aN
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b) Pozostaje dowies¢, ze gdy K C U jest zbiorem zwartym, to || f' — fl|lx — 0. W
tym celu przyjmijmy r = 3 dist(K,C\ U) oraz L = {z € C : dist(z, K) < r}. Wtedy
L C U i z nierownosci Cauchy’ego wynika, ze |f'(z) — f,(2)| < 2||f — fallz dla z € K.
(Nierownosé Cauchy’ego odnosimy do funkcji f — f,, okreslonej na kole domknietym
D(z,r) C L.) Poniewaz ciag (f,) jest na zwartym zbiorze L jednostajnie zbiezny do f,

wiee || — f.|lx — 0. 0

Zadanie. Niech ciag funkcji f,, : U — C, gdzie U C C jest zbiorem otwartym, bedzie
niemal jednostajnie zbiezny do funkcji f. Dowiesé, ze jesli kazda z funkcji f,, ma funkcje
pierwotna, to i f ja ma. (Wskazowka: czesé a) dowodu i twierdzenie 1 w §11.2.)

Twierdzenie 2 (Osgooda—Stieltjesa). © Niech zbior U C C bedzie otwarty i niech funkcje
fn€ HU), n > 1, bedg wspdlnie ograniczone (tzn. istnieje stata M taka, ze |f,| < M
dlan=1,2...). Wowczas:

a) Jesli cigg (f.(p)) jest zbiezny dla wszystkich punktow p z pewnego gestego podzbioru
P zbioru U, to cigg (f,) jest zbiezny niemal jednostajnie.

b) Z ciggu (f,) mozna wybraé podcigg zbiezny niemal jednostajnie.

W dowodzie wykorzystamy nastepujacy

Lemat 1. Gdy g € H(D(p,r)) i|g| < M, to |g(z1) — g(20)| < (4M/r)|z1 — 29| dla
21,22 € D(p,1/2).

Dowod. Ustalmy punkty 21, 22 € D(p,r/2) i oznaczmy dysk D(p,r) przez D. Wowczas
lw—2z;| >r/2dlai = 1,2 iwszystkich w € 0D, skad ze wzoru Cauchy’ego otrzymujemy

) = 1) = gl [ )t = oty duf < 2 sup Ml
oD

w — 2 27 weap |w — z1||w — 24|

i wobec tego |f(z1) — f(z9)| <7 - %LZ}Q_)?‘ O

Dowaod turerdzenia 2. Czytelnik znajacy twierdzenie Arzeli-Ascolie’ego moze tatwo, w
oparciu o lemat, uzyska¢ zasadnicza cze$¢ b). Podamy jednak bezposredni dowod obu
czescl.

Ad a). Nalezy dowiesé, ze gdy K C U jest (dowolnym, lecz ustalonym) zbiorem
zwartym, to ciag (fnx) jest zbiezny jednostajnie.

W tym celu ustalmy liczbe r < dist(K,C \ U). Dla dowolnej liczby ¢ € (0,7/2)
mozemy z pokrycia {D(p,e)},ep zbioru K wybra¢ pokrycie skonczone, {D(p,€)}pep,-

6Twierdzenie to czesto wigzane jest tez z nazwiskiem Montela, ktory je wzmocnit. (Patrz §3.)
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Poniewaz kazdy ze skoriczenie wielu ciagow (f,.(p)), p € Py, jest zbiezny, wiec istnieje
liczba n taka, ze
1fx(p) — filp)| <e dlak,l>n i pe Py

Oznaczmy przez M stala taka, ze | f,| < M dla kazdego n. Gdy z € K, to istnieje punkt
p € BhN D(z,¢) i na podstawie lematu zastosowanego do g = f;,

1fi(z) = filp)| < (AM/r)|z —p| < (AM/r)e dlai=1,2...

Zatem gdy k,l > n, to

4Me AMe
+e+

| fi(2) = fi(2)] < [fi(2) = f@)| + [f(p) — filp)| + [ filp) — fi(2)] <

Wobec dowolnodci punktu z € K wynika stad, ze ciag (fux) spelnia w normie || ||
warunek Cauchy’ego, czyli jest zbiezny jednostajnie.

Ad b). Obierzmy przeliczalny zbior P = {p1,pa, ...}, gesty w U. Poniewaz ciag
(fn(p1)) jest ograniczony, wiec mozna z niego wybraé¢ podciag zbiezny (f,1(p1)). Induk-
cyjnie, dla ¢ > 2 tworzymy podciag (f.) clagu (f.i—1) tak, by ciag (fni(pi))pe; byl
zbiezny. Podciag fi1, fao, ... clagu (f,) jest zbiezny w kazdym punkcie p;, wiec na mocy
a) jest zbiezny niemal jednostajnie. ]

Uwaga 1. * Zalozenie wspolnej ograniczonosci funkeji f,, € H(U) mozna w tw. 2 ostabi¢
tak: funkcje te sa lokalnie wspolnie ograniczone, tzn. dla kazdego punktu p € U istnieje
jego otoczenie D, na ktorym funkcje f,p sa wspolnie ograniczone. Wynika to z obecne;
wersji twierdzenia, bo funkcje spetniajace ostabiony warunek sg wspolnie ograniczone na
kazdym zbiorze zwartym K C U (dlaczego?). =

Uwaga 2. * Za Vitalim odnotujmy, ze gdy U jest obszarem, to czes¢ a) twierdzenia
pozostanie stuszna gdy zazada¢ w niej jedynie, by zbior P mial w U punkt skupienia
(w miejsce tego, by byl w U gesty). Istotnie, w przeciwnym razie istnialyby —na mocy
dowiedzionej juz wersji czesci a)— punkt z € U 1 podciagi (g,) 1 (hy) clagu (f,) takie, ze
limy, g,,(2) # limy, by, (2). Z (gn) 1 (hy,) mozna za$ wybraé¢ podciagi zbiezne niemal jedno-
stajnie, zgodnie z czescig b). Granice tych podciagéw bytyby funkcjami holomorficznymi
w U, roznymi w punkcie z i réwnymi na zbiorze P, majacym w U punkt skupienia —
wbrew zasadzie identycznosci. ]

3 * Dodatek: Twierdzenia Picarda i1 Montela.

Przedstawione w §§2.C i 2.D twierdzenia Liouville’a i Osgooda—Stieltjesa zostaty ogrom-
nie wzmocnione przez Picarda i Montela:
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Twierdzenie 1 (Picarda, mate). Gdy funkcja holomorficzna C — C nie jest stata, to
jej obraz wypetnia calq ptaszczyzne C, z pominieciem byé moze jednego punktu.

Twierdzenie 2 (Montela). Niech zbior U C C bedzie otwarty i niech funkcje f, €
H(U),n > 1, nie przyjmujq dwdch ustalonych wartosci. Wowczas z ciggu (f,) mozna
wybrac cigg zbiezny niemal jednostajnie (wzgledem metryki sfery Riemanna C) do pewnej

funkep f: U — C.

Uwaga 1. Twierdzenie Montela mozna tez uscisli¢ tak: gdy U C C jest obszarem i
funkcje f, € H(U) nie przyjmuja dwoch ustalonych wartosci, to ciag (f,,) jest niemal
jednostajnie zbiezny do funkcji statej, réwnej oo, lub tez mozna z niego wybraé podciag
zbiezny niemal jednostajnie do funkcji, przyjmujacej wartosci w C. Wynika to tatwo z
podanego nizej dowodu, a takze z ogdlnych faktow, rozwazanych w §.... (patrz ....).

Uwaga 2. ,Warto$¢ pomijana’ w twierdzeniu Picarda moze istnie¢ — np., jest nig 0 w
przypadku funkeji z — e*. Natomiast przyktad ciagu funkcji f,,(z) = " (ktorego zaden
podciag nie jest zbiezny czy to do funkcji skoniczonej, czy tez rownej 0o) pokazuje, ze w
twierdzeniu Montela konieczne jest uwzglednienie dwoch pomijanych wartosci.

W ponizszym materiale uzupetiajagcym podamy dowdd obu twierdzen, wzorowany
na przedstawionym w ksiazce Saksa i Zygmunda podejéciu Blocha. Dowdd ten, choé
wychodzi poza zakres programu wyktadu, to jest catkowicie elementarny i moze bez
trudu byé przyswojony przez zainteresowanego czytelnika. Jest on jednak oparty na

pewnym geometrycznym lemacie Blocha—Landaua, ktory omoéwimy dopiero w rozdziale
V. Oto on:

Lemat 1 (Blocha-Landaua). * Gdy funkcja h jest holomoficzna w kole domknietym

D(p,r), to jej obraz zawiera dysk o promieniu Lr|h'(p)|, gdzie L = 1/24.
Potrzebny bedzie tez

Lemat 2. * Niech V. = C lub V bedzie dyskiem w C, i niech funkcja f € H(V') nie
przyjmuge zZadnej z wartosci £1. Wowczas istniejg funkcje I, h € H(V') takie, Ze:
a) l jest ztozeniem funkcji cos i h, co zapisujemy | = cos h, i podobnie f = cos(wl),
b) obraz funkcji h nie zawiera Zadnego dysku o promieniu /2.

Do dowodu twierdzenia Montela wykorzystamy i inny lemat, sformutowany nizej.
Udowodnimy wpierw oba twierdzenia, przyjmujac lematy za prawdziwe.

* Dowod matego twierdzenia Picarda. Niech f € H(C) i przypusémy, ze a,b € C \
im(f). Mozemy f ztozy¢ z funkcja afiniczna u, przeprowadzajaca a na —1, zas b na 1;
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pozwala to przyja¢ bez zmniejszenia ogolnosci, ze a = —11 b = 1. (Jesli bowiem funkcja
u o f okaze sie stala, to taka bedzie i funkcja f = uto (uo f).)

Niech wiec £1 ¢ im(f). Utworzmy funkcje I, h € H(C) jak w lemacie 2. Na podstawie
lematu Blocha—Landaua, h'(p) = 0 dla kazdego p € C (gdyz jesli A'(p) # 0, to stosujac
lemat przy r dostatecznie wielkim wywnioskowaliby$my, ze obraz funkcji h zawiera dysk
o promieniu mv/2). Zatem funkcja h, a za nig i funkcja f = cos(m cos h), sa state. O

Dowod twierdzenia Montela oprzemy na nastepujacej konsekwencji lematow 11 2:

Lemat 3 (Schottky’ego). * Istniejg ciggte funkcje v : [0,00) — R,w : [0,1) — R takie,
ze gdy funkcja f € H(D(p,r)) nie przyjmuje wartosci £1, to zachodzi nierdunosc:

inl ()] < o)) - -]z = p) dte = € Dip,v)

* Dowod twierdzenia Montela. Jak wyzej mozemy zaktadaé¢, ze +1 ¢ im( f,,). Wystar-
czy dowiesé, ze kazdy punkt zp € U nalezy do dysku D takiego, ze z ciagu ( | p) da sie
wybrac¢ podciag zbiezny jednostajnie. Pozwoli to bowiem pokry¢ U przeliczalnie wieloma
takimi dyskami, a nastepnie wybra¢ przy pomocy metody przekatniowej podciag ciagu
(fn), zbiezny jednostajnie na kazdym z dyskow. Szczegoty, analogiczne jak w koricowe;
czesci dowodu twierdzenia Osgooda—Stieltjesa, pozostawione sa jako ¢wiczenie.

Niech wiec zy € U iniech R := %1 dist(z9, C\U). Zachodzi jeden z dwoch przypadkow:

a) Istnieje punkt p € D(z, R) i ograniczony podciag (fy,(p)) ciagu (fn(p)). Wy-
razy tego podciagu leza w pewnym dysku |z| < M i przy oznaczeniach tezy lematu
Schottky’ego mamy dla z € D(p,2R) i j € N:

In|f,,(2)| < supfv(s) :s < M} -sup{w(t) : t < 2/3}

(Korzystamy z tego, ze D(p,3R) C U.) Twierdzenie Osgooda—Stieltjesa pozwala wiec z
ciggu (fn,) wybra¢ podciag zbiezny jednostajnie na D, gdzie D = D(p, R) 3 .

b) lim,, f,(p) = oo dla kazdego punktu p € D(zy, R). Przy g(z) = 2=, zalozenie z a)
stosuje sie wtedy do funkcji h,, = go f,,. (Sa one dobrze okreslone i nie przyjmuja wartosci
+1, bo f, majg te wlasnoé¢.) Wobec tego mozna z (h,) wybrac¢ podciag (h,,), zbiezny
jednostajnie na dysku D = D(p, R), przy czym graniczng funkcja musi by¢ g(oco). Tym
samym ciag funkeji f,, = g lo hy, jest na D zbiezny jednostajnie do oo. ]

PrzejdZzmy do lematéw. Lemat Blocha—Landaua i jego dowod omowimy w §V.2, gdzie
wydaja sie lepiej pasowaé¢ tematycznie. © Natomiast lemat 2 latwo wynika z wczesniej-
szych wiadomosci, jak nastepuje. Na podstawie zadania w §2.A istnieje funkcja l € H (V)

"Poniewaz §V.2 wykorzystuje tylko zasade maksimum, wiec mogtby jednak ten lemat, ze zmieniona stala L, byé
udowodniony juz teraz, w oparciu o ostatnie zadanie z §1.D (w miejsce twierdzenia 2 z IV.5).
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taka, ze cos(nl) = f; wtedy im(l) NZ = 0 (bo cos(nZ) = {—1,1}) i ponownie istnieje
funkcja h € H(V') dla ktorej cos(h) = 1. A ze im(l) C C\ Z, to im(h) nie zawiera dysku
o promieniu 7v/2, na podstawie konicowego zadania z §1.6.A.

* Dowdd lematu 3. Obierzmy funkcje [ i A jak w lemacie 2. Mozemy zaktada¢, ze
p = 0 (inaczej zastapimy f przez z — f(z + p)) oraz, ze wzgledu na okresowosé¢ funkeji
cos, ze |[Reh(0)| <7 i |Rewl(0)| < 7.

Niech z € D(0,r). Z lematu Blocha-Landaua, zastosowanego do funkcji hjp(.,—|.|),
wynika oszacowanie |h'(2)|(r — |z|) < C, gdzie C = 247w/2. Zatem

1 1 1
d
) = no) = | [ Sniezyar < [y as o [ Elar-cm ()
d r—t|z| r— |z
0 0 0
i ostatecznie |h(z)| < |h(0)| + Cln — - Z rownosci f = cos(ml) 1 nier6wnosci |cos z| <

el?l wynika wiec, ze
1

—;|Z\

1
—In|f(2)| < |l(2)| = |cosh(z)| < M@ < lh(0) exp(C'In )
s

Pozostaje dowies¢, ze |h(0)] < u(|f(0)]) dla pewnej (niezaleznej od f) funkeji ciaglej
u: [0,00) — R.

Poniewaz jednak |I(0)] = |cos h(0)|, wiec na podstawie konicowego zadania z §1.6.A
funkcja ciagla up = (shg) ™' ma te wlasnos¢, ze [Im h(0)] < uo(]1(0)]). A ze |[Re h(0)] <

7, to |h(0)] < uy(|1(0)]), gdzie uy = \/u3 + w2. Zastepujac wyzej h przez wl, a l przez f,
utwierdzamy sie w tym, ze |7l(0)| < ui(|f(0)]), i ze mozemy przyjac u = uq o (%ul) O
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IV  Izolowane osobliwo$ci funkcji holomorficznych

1 Rozwijanie funkcji w szereg Laurenta.

Jak wiemy, funkcje f € H(U) mozna na kazdym dysku, zawartym w U, rozwina¢ w
szereg Taylora. Na roznych dyskach uzyskujemy jednak rozne szeregi i na ogét potrzeba
uzy¢ nieskonczenie wielu szeregdéw, by opisa¢ funkcje. Jest tak i w najwazniejszym dla
tego rozdziatu przypadku, gdy U jest dyskiem, z ktorego usunicto srodek. .... Lau-
rent zaproponowatl wyjscie z tej trudnosci, polegajace na wykorzystaniu szeregdw nieco
ogoélniejszych od potegowych.

Definicja. Szeregiem Laurenta o srodku w p (lub: wokdt punktu p) nazywamy szereg
funkcyjny

Sea(5) + Tt )

Z —_—
n=1 p n=0

Pierwszy z szeregow w (1) nazywamy cze$cig gtownag, zas drugi — czescig regularng
szeregu (1). Szereg (1) nazywamy zbieznym w danym punkcie, czy tez (niemal) jedno-
stajnie zbieznym w danym zbiorze, jesli takie sa obie te czesci.

Zwiezlejszy zapis szeregu (1) to Y 2 cy(z —p)" lub Y, cn(z —p)™

7, wlasnosci szeregow potegowych wynika, ze czes¢ gtowna jest zbiezna w punkcie z,
gdy |Z%p\ < 1o, zas czesé regularna — gdy |z — p| < ry, gdzie

ro=1/Iim /]c_,| oraz i =1/Tim /|c,] (2)
n—oo n—oo

Wiecej: z nieréwnosci 1/rg < |z — p| < r; wynika zbieznos¢ szeregu (1) w punkcie z, a z

niej wynika nieréwnosé¢ 1/rg < |z — p| < r;. Ponadto, na zbiorze {z : % +e<|z—p|}

(odpowiednio: {z : |z — p| < r; — €}) zbieznosé czesci glownej (odp.: czesci regularnej)

jest jednostajna, Ve > 0. Udowodnilismy

Twierdzenie 1. Szereg Laurenta (1) jest zbiezny niemal jednostajnie w pierscieniu P =
D(p,r1) \ D(p,1/rq), za$ rozbieiny w kaidym punkcie z ¢ P, gdzie ro i r1 sq dane
wzorami (2). Podobnie, czes¢ gtowna (odp. regularna) tego szeregu jest zbiezna niemal
jednostajnie w zbiorze C \ D(p, %) (odp. na dysku D(p,r1)). Na zbiorach tych, sumy
odpowiednich szeregow sq wiec funkcjami holomorficznymi. ]

Zbior P nazywamy pierscieniem zbieznosci szeregu (1). Jest on pusty, gdy 1/r¢g > 71;
moze tez by¢ tak, ze ry = oo i/ lub r; = co. Poniewaz D(p,o0) = C i D(p,0) = {p}, to
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C\ {p} gdy rg =11 = 00 (plaszezyzna bez punktu)
P=q D(p,r)\{p} gdyro=o00,m1 <oo (dysk bez swego srodka)
C\ D(p, %) gdy r1 =0010 <1y <oo (zewnetrze dysku)

Twierdzenie 2 (Laurenta). Niech 0 < Ry < Ry < 00 i funkcja f bedzie holomorficzna
w pierscieniu P = D(p, Ry) \ D(p, Ry). Wowczas f(z) = >, cpcn(z —p)" dla z € P,
gdzie wspotczynniki ¢, sq dane wzorami Cauchy’ego—Laurenta:

1 f(w) |
Cp = 2—7_‘_1 / W dw dla neZ 1 r e (RO, Rl) (3)
dD(p,r)

Dowé6d. Zauwazmy wpierw, ze catka w (3) nie zalezy od r. Istotnie, gdy Ry < 19 < 11 <
Ry, to funkcja g(w) = f(w)/(w — p)™™! jest holomorficzna w pierscieniu domknigtym

D(p,r1)\D(p,r0),skad [ ¢g= [ g. (Patrz przyktadowe zastosowania” w §IL.5.)
9D(p,ro) 9D(p,r1)

Nastepnie, ustalmy punkt z € P iobierzmy rg, r; tak, by Ry < 19 < |z—p| <11 < R;1.

Przyjmijmy tez h(w) = % dlaw € P\{z}. Poniewaz granica lim,,_,, h(w) = f'(2)

istnieje, wicc h przedtuza sie do funkeji h € H(P). (Korzystamy z wniosku 1 w §III.1.E.)

Ponownie,
/ﬁ = /71, gdzie Dy = D(p,r9), D1 = D(p, ).
oD, oD,

Mozemy wyzej zastapic¢ h przez h (obie funkcje sg rowne na 0Dy U dDy), co po uwzgled-
nieniu definicji funkcji h prowadzi do réwnosci

10 [ g [a) = [a- [ e o

0D, 0Dy 0D, 0D

Poniewaz z € Dy \ Dy, wiec lewa strona w (4) jest réwna 2mif(z) na mocy przywolanego
wzastosowania” z §I1.5, zas do prawej stosuja si¢ twierdzenie o transformacie Cauchy’ego
z §I1.7 i nastepujace po nim zadanie. Otrzymujemy

omif(z) = ni)dn(z—p)“ridn( ! )n

Z—Pp

d, = /ﬂdw dla n>0 i dn:/ﬂdw dla n < 0.
0D, 0Dy
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Jak juz wiemy, mozna w tych wzorach petle 9Dy czy 0Dy zastapi¢ przez 0D (p,r), dla
dowolnego r € (Ry, R1). To konczy dowod. ]

Twierdzenie 3. Gdy f rozwija si¢ w pierscieniu P = D(p, Ry) \ D(p, Ry) w szereg
Laurenta ), , ci(z — p)", to funkcja g(2) = f(z) — C—lzip ma w tym pierscieniu
funkcje pierwotng.

)" ma ten sam pierscien zbieznosci, co szereg

Dowéd. Szereg >, e 1y (2 —
Y nez Cn(z —p)", bo lim /n = 1. Skoro wiec drugi z tych szeregow jest w P zbiezny, to
pierwszy tez, i to niemal jednostajnie. (Korzystamy z twierdzenia 1.) Jego suma jest na,

mocy twierdzenia Weierstrassa zadang funkcja pierwotna. ]

Whniosek 1. Przy zatozeniach twierdzenia, dla kazdej petli v w P ma miejsce rownosé

[f=caf wL_p dw. W szczegdlnosci, ¢4 = 3= [ f(w) dw dla r € (R, Ry).
g g 9D (p,r)

Dowéd. Czesé pierwsza wynika z twierdzenia 1 w §I1.2, odniesionego do powyzszej funk-
cji g, za$ druga — z pierwszej, odniesionej do petli dD(p,r). O

Whniosek 2. Funkcja, holomorficzna w pierscieniu P = D(p, Ry) \ D(p, Ry), jest sumg
doktadnie jednego szerequ Laurenta o Srodku w p. Wspotczynniki c,, tego szerequ sq dane
wzorami Cauchy’eqo—Laurenta.

Dowo6d. Wobec twierdzenia 2 wystarcza dowies¢ jednoznacznosci. Jednoznacznos$é wspot-
czynnika c_; wynika z wniosku 1. Odnoszac ja do funkcji f(2)(z—p) 1 =3, ;cn(z—
p)"*~1 otrzymujemy jednoznaczno$é wspotezynnika ¢y, dla kazdego k € Z. ]

Przyklad. Niech w,p € C i niech f(z) = 1/(z —w)*, gdzie k > 0. Z wniosku 2 wynika,
ze w pierscieniu P = {z : |z — p| > |w — p|} funkcja f rozwija sie w szereg Laurenta
o srodku w p. By znaleZé to rozwiniecie, mozemy dla k = 1 postapi¢ tak: poniewaz
f(z) =1/(z — p)(1 — Z=£), wiec z tozsamosci %q =1+q+ ¢+ ..., prawdziwej gdy

Z—Dp 1
lq| < 1, wynika rownosé¢ f(z) =3 % dla z € P. Przez kolejne rozniczkowania,

prowadzi ona do rozwigzania i dla k > 1. H

Uwaga 1. Przyktad ten wskazuje, jak dang funkcje wymierna f rozwinaé¢ w szereg
Laurenta na pierscieniu otwartym, ktory nie zawiera jej punktu osobliwego. Mozemy
bowiem f przedstawi¢ w postaci skoniczonej sumy tzw. utamkow prostych, por. tw. 2 w
§7, a kazdy z nich rozwinaé¢ jak w przyktadzie.

Zadanie. * Przy zalozeniach twierdzenia 2 istnieje jedyna para funkcji fo € H(D(p, Ry))
i fi € H(C\ D(p, Ry)) takich, ze f = fop + fijp 1 lim, .o f1(z) = 0.
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2 Rola wspoélczynnikéw szeregu Laurenta

Definicja. Powiemy, ze podzbior V sfery Riemanna C jest naktutym otoczeniem punktu
p e C, jesli V U {p} jest otoczeniem tego punktu. (Moze wiec, ale nie musi zachodzi¢
p € V.) Gdy p € C oznacza to istnienie liczby r > 0 takiej, ze D(p,r) \ {p} C V, za$
gdy p = oo — istnienie liczby r > 0 takiej, ze {z € C: |z| >r} C V.

Zaktadamy nizej, ze obszar V' C C jest naktutym otoczeniem punktu p # oo i ze
f € H(V). Zaktadamy tez, ze D(p,R) C V U {p}. Funkcje f rozwinmy w piercie-
niu D(p, R) \ {p} C V w szereg Laurenta ) _,c,(z — p)". Ze wzgledu na wzory
Cauchy’ego-Laurenta, wspotczynniki ¢, nie zaleza od R.

Definicja. Powyzszy szereg nazywamy szeregiem Laurenta funkcji f, o Srodku w p.
Sume Y _,cn(z —p)" jego czesci glownej nazwiemy czescig osobliwg funkceji f w punk-
cie p i oznaczymy G, f. Natomiast wspolczynnik c_; nazywany jest residuum funkcji f
w punkcie p 1 oznaczany res,f. Znaczenie residuum stanie si¢ widoczne w nastepnym
paragrafie, za$ znaczenie funkcji G, f ujmuje ponizsza uwaga:

Uwaga 1. i) Czes¢ osobliwa G, f jest okreslona i holomorficzna w calej plaszczyznie
naktutej C\ {p}. (Wynika to z twierdzenia 1 w §1.)
ii) Funkcja f — G, fjy przedtuza si¢ do funkcji, holomorficznej w zbiorze otwartym

V U {p}. (Funkcje ta dla z € D(p, R) okreslamy wzorem f(z) = > > c,(z —p)™.)
iii) Funkcje f i G, f maja to samo residuum w punkcie p. ]

Oznaczenie. Przyjmujemy tez:
k(p) =inf{i € Z : ¢; # 0}

Zauwazmy, ze gdy k(p) = 0o, to fipp.r)\py = 01 f = 0 z zasady izolowanych zer. Tak
wiec k(p) # oo gdy f # 0; moze sie jednak zdarzyé, ze k(p) = —o0.

Whiosek 1. Funkcje f wtedy i tylko wtedy mozna przedtuzyé do funkcji f € H (VUu{p}),
gdy k(p) = 0.

Dowdd. Gdy k(p) > 0, to f —G,f = f 1 mozliwosé¢ przedtuzenia wynika z ii). Przeciw-
nie, gdy przedtuzenie istnieje i rozwinaé je w szereg Taylora o Srodku w p, to otrzymamy
szereg Laurenta funkcji f, zaswiadczajacy o nieréwnosci k(p) > 0. O

Stwierdzenie 1. Liczba k # +oo wtedy i tylko wtedy jest rowna k(p), gdy f(z) =
9(z)(z—p)F dla z € V, gdzie g€ H(V U {p}) i g(p) # 0.
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Dowéd. Zastepujac funkcje f przez z — (2 — p) % f(2) sprowadzamy dowod do przy-
padku, gdy k = 0 — a wtedy teza wynika z wniosku 1, gdyz f(p) = co. =

Definicja. Powiemy, ze funkcja f ma w punkcie p

0sobliwosc istotng, gdy k(p) = —o0;

0sobliwosé usuwalng (lub: pozorng), gdy k(p) > 0;

biegun, gdy k(p) < 01 k(p) # —oo; liczbe |k(p)| nazywamy rzedem tego bieguna.
Gdy liczba k = k(p) jest skoriczona to powiemy tez, ze punkt p jest wogdlnionym zerem
k-krotnym funkcji f. Nazwe ta (ktore nie jest ogélnie przyjeta) motywujemy analogia
pomiedzy stwierdzeniem 1 i uwaga 1 w §III.1.B. (W szczegolnosci zauwazamy, ze gdy
p € Vik(p) > 0, to p jest ,prawdziwym” zerem krotnosci k(p).) Natomiast nazwe
,osobliwos¢ usuwalna” wyjasnia wniosek 1.

Przyktady wyznaczania residuum i krotnosci uogélnionych zer.

a) Oczywiscie res, f = resy f(z — p) oraz res,(f + g) = res,f + res,g. Nieco ogolniej,
gdy szereg > fn funkeji holomorficznych jest w pewnym otoczeniu naklutym punktu
p niemal jednostajnie zbiezny do funkeji f, to res,f = >~ res,f,. (Wynika to z
wnioskow 1 w §1 1 w §IL.1.)

b) Gdy f(z) = g(2)/(z — p)¥, gdzie k > 0 i funkcja g jest holomorficzna w otoczeniu
punktu p, to res, = ﬁg(’“_l)(p). Dla dowodu rozwirimy g w szereg Taylora: g(z) =

> o dn(z — p)". Podzielenie tej rownosci stronami przez (z — p)* wykazuje, ze res, f =
dp_1 = ﬁg(kfl)(p). (Dla przykladu, gdy f(z) = 1/(2* + 1)*", to rachunek ten daje

res;f = —ﬁ% — dlaczego?)

¢) Gdy funkcja f ma w punkcie p osobliwo$¢ usuwalna, to res,f = 0. Gdy za$ ma
ona w p biegun rzedu k, to

res,f = !t limu*V(2), gdzie u(z) = (z — p)Ff(2). (5)
(k— 1)l z=p

W tym bowiem przypadku powyzsza funkcja u przedtuza sie do funkeji w, holomorficzne;
w otoczeniu punktu p. Stosujac do funkcji f(2) = u(z)/(z—p)* wzor z b) i wykorzystujac
ciggtosé pochodnych funkcji holomorficznej, otrzymujemy zadang rownosé.

d) W szczegolnosei, gdy f ma w p biegun rzedu 1, to res, f = lim._,,(z — p) f(2).

e) W zwiazku z b) powstaje pytanie, jak okresli¢ rzad bieguna. Odnotujmy wiec, ze
gdy punkt p jest uogdlnionym zerem k-krotnym funkcji g i [-krotnym funkcji h, to jest
on uogo6lnionym zerem (k — [)—krotnym funkcji g/h. (Wynika to ze stwierdzenia 1.) Stad
gdy k > [, to funkcja g/h ma w p osobliwosé¢ usuwalna, a gdy k < [, to ma ona w p
biegun rzedu (I — k). Podobnie, p jest uogélnionym zerem (k + [)—krotnym funkcji g - h.

Dla przyktadu, niech f(z) = (z — 7/2)/(sinz — 1)?, a za p przyjmijmy ktores z zer
funkcji sin z — 1, ktorymi sg punkty p, = 27n + 7/2,n € Z. Pierwsza pochodna funkcji
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sin z — 1 w p,, jest zerowa, za$ druga jest rozna od zera, wiec p,, jest zerem dwukrotnym
tej funkcji, a czterokrotnym funkcji (sinz — 1)2. Zarazem p, jest zerem zerokrotnym
funkcji z — 7 /2 gdy n # 0, a jednokrotnym gdy n = 0. Wynika stad, ze f ma w punkcie
po = /2 biegun rzedu trzy, a w punkcie p, dla n # 0-rzedu cztery.

f) Niech funkcja g bedzie holomorficzna w otoczeniu punktu p, przy czym g(p) #
0. Z d)ie) wynika, ze gdy p jest biegunem rzedu jeden funkcji h, to res,(g - h) =
lim, ., g(2)(z — p)h(z) = g(p) - resph. (Poczynione zalozenia sa istotne!) Gdy zas p jest
zerem jednokrotnym funkeji h, to res,(g/h) = limzﬁpg(z)% = g(p)/h (p).

g) Nierzadko wzory z c¢), najogolniejsze z powyzszych, badz sie nie stosuja (gdy ba-
damy residuum w punkcie istotnie osobliwym), badZz sa trudne do wykorzystania ze
wzgledow rachunkowych. Niekiedy bywa w takich przypadkach mozliwe wykorzysta-
nie szeregu Laurenta funkcji i wyznaczenie residuum wprost z definicji. Dla przy-
kladu, niech f(z) = z%¢"/?. Rozwiniecie funkeji exp w szereg prowadzi do réwnosci
f(2)=>0, %z‘k”. Funkcja f ma wiec w punkcie 0 osobliwo$é istotng i resyf = %.

h)* Powr6¢my do funkcji f z przykladu e). By obliczy¢ res,, f powinnismy zastosowac
wzor (5) z k =3 gdyn =01k =4 gdy n # 0. Ugrzezniemy w nieprzyjemnych
rachunkach nawet wtedy, gdy uzyjemy pomocnej reguty de L’Hospitala (patrz nizej).
Sprobujmy obliczy¢ res, f inaczej. Mamy sin(p, + 2) = cosz = 1 — %(1 — 22u(2?)),
gdzie u jest funkcja holomorficzna i u(0) = =5. Zatem f(p, + 2) = 4(p, — po+2)/2*(1 —
22u(2?))? | za$ z tozsamosci 1/(1 —q) = 1+ q+¢* + ... gdy |qg| < 1 wynika, ze
1/(1 — 22u(2?)? = (1 + 22u(2?) + z%(2))? = 1 + 22%u(2?) + 2'w(2), dla pewnych
funkcji v, w, okreslonych i holomorficznych w otoczeniu zera. Wykorzystujac jeszcze
addytywnosé residuum (patrz a)) stwierdzamy wiec latwo, ze res, f = 8reso%22) =
8u(0) = 2/3. (Odgrywa role to, ze respw = 0, bo funkcja w jest holomorficzna w
otoczeniu zera, oraz reso(22u(2?)) = 0, bo rozwiniecie funkeji u(2*) w szereg Taylora
wokol 0 ma zerowy wspotezynnik przy z1.) H

Zadanie (reguta de L’Hospitala). Niech punkt p bedzie uogdlnionym zerem dodatniej
krotnosci tak funkcji g, jak i funkcji h. Wowcezas w C granica lim,_,, g(2)/h(z) istnieje
i jest rowna lim,_,, ¢'(2)/h/(2).

Zadanie. * Niech 0 bedzie uogélnionym zerem k—krotnym funkcji ¢g i [-krotnym funkeji
h. Gdy k > 0, to ilukrotnym jest 0 zerem ztozenia h o g?

3 Twierdzenie o residuach.

Niech U bedzie otwartym podzbiorem sfery Riemanna C.
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Definicja. a) Powiemy, ze f jest funkcjg holomorficzng w U poza izolowanymi osobli-
woSciami, jesli istnieje zbior S(f) C U, speliajacy ponizsze dwa warunki:

) U\NS(f)cCife HUN\S(S)).

ii) S(f) nie ma w U punktow skupienia.
(Druga wlasnosé wyrazamy tez mowiac: zbior S(f) jest dyskretny w U.)

b) Zbior wszystkich takich funkcji oznaczmy przez H (U).

¢) Funkcje f, g € f[(U) uwazamy za rowne, gdy istnieje dyskretny w U zbior S taki,
ze f(z) =g(z)dlazeU\S.

Zadanie. Jedli spelnione sa warunki i) oraz ii), to
iii) Dla kazdego zbioru zwartego K C U, zbior K N S(f) jest skonczony.
iv) Zbior S(f) jest przeliczalny, a kazdy jego podzbior jest domkniety w U.
v) U\ S(f) jest otoczeniem naktutym kazdego punktu p € S(f).

Uwaga 1. Zwr6émy uwage na niejednoznacznosé zbioru S(f). Mozna np. dodaé¢ do
niego dowolny zbior dyskretny w U, a wiec i dowolny punkt p € U, nie tracac warunkow
i) oraz ii). (Stad badanie funkcji f wokot izolowanych punktoéw osobliwych obejmowaé
moze rowniez badanie jej wokot punktow dziedziny dom(f).) Mozna tez — na podstawie
wniosku 1 z §2 — przedtuzyé¢ funkcje f holomorficznie na kazdy z punktow p € S(f),
w ktorym ma ona osobliwo$é usuwalna, i uzyskac to, ze S(f) zawiera tylko osobliwosci
istotne i bieguny.

Uwaga 2. Zbior H (U) jest pierscieniem przy naturalnych dziataniach: gdy f, g € H (U),
to zbior S = S(f)US(g) jest dyskretny w U i kazda z funkcji f +¢, f-g jest poprawnie
okreslona i holomorficzna w U \ S. Natomiast nie jest na ogot prawda, ze 1/f € H(U).

Nastepujace zasadnicze twierdzenie dotyczace funkeji z izolowanymi osobliwosciami
wyjasnia zarazem znaczenie residuum i indeksu petli w teorii funkeji analitycznych.

Twierdzenie 1 (Cauchy’ego o residuach). Niech kawatkami gtadka petla v bedzie homo-
topijnie nieistotna w zbiorze otwartym U C C i niech f € H(U). Jesli S(f)Nim(vy) = 0,
to ind(y,p) = 0 dla prawie wszystkich p € S(f) ¢

/f = 2mi Z (res, f) - ind(7v,p) (6)

peS(f)
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Uwaga 3. Gdy twierdzenie o residuach zastosowaé do funkcji f(2) = g(2)/(z — p)*,

gdzie g € H(U), to otrzymamy nastepujace uogolnienia wzoréw catkowych Cauchy’ego:

k! g(w) k) ,
27ri/(w—p)k+1 dw = ¢"¥(p) - ind(y,p) dla k=0,
N

(Wowczas bowiem, ze f € H(U \ {p}) i res,f = g (p)/k!; patrz przyktad b) w §2.)

Natomiast dla k = —1 otrzymamy réwnosé f,y g = 0, z ktorej tatwo wynika twierdzenie
Cauchy’ego o rownosci catek. Twierdzenie o residuach uogoélnia wiec oba wczesniejsze
twierdzenia Cauchy’ego. O

W dowodzie twierdzenia wykorzystamy nastepujacy uzyteczny lemat:

Lemat 1 (o usuwaniu osobliwosci). Niech funkcja f € H(V) ma osobliwos$ci izolowane
w punktach skonczonego zbioru P C C. Wowczas funkcje g = f — Zpep Gy fiy mozna
przedtuzyé do funkcyi, holomorficznej w zbiorze otwartym V U P,

Dowod. Dla danego punktu p € P zapiszmy g tak: g = (f — Gpf) — 32 cp ) Gof-
(Pomijamy znak obcigcia |y.) Jak wiemy z uwagi 1 w §2, funkcja f — G, f holomorficznie
przediuza si¢ na punkt p, zas$ funkcje G,f sa w jego otoczeniu holomorficzne. Zatem i
funkcja g holomorficznie przedtuza sie na (dowolny) punkt p € P. ]

Dowdd twierdzenia. Wyr6znimy 3 kroki. Czytelnik moze wpierw chcie¢ rozwazy¢ naj-

wazniejszy przypadek, gdy zbior S(f) jest skoriczony — wtedy krok a) jest zbedny, a
nastepne upraszczaja sie, przy K = U.

a) Istnieje zbior zwarty K taki, ze im(y) € K C U i petla 7 jest homotopijnie
nieistotna w K. Mozemy bowiem przyja¢ K = [J{im(vs) : s € [0,1]}, gdzie (7s)sejo,1]
jest homotopia, taczaca w U petle statg z v. (Zbior ten jest zwarty, jako obraz prostokata
[0,1] X [a, b] przy ciaglym przeksztatceniu (s,t) — ~,(t).)

b) 7Z zadania w §1 wynika, ze zbior P = K N S(f) jest skoniczony. Niech g =
f— Zpe pGpf. Na mocy lematu mozna g przedtuzyé¢ do funkcji g, holomorficznej w
zbiorze otwartym (U \ S(f)) U P D K. Funkcje g i g sa rowne na obrazie petli v, bo
ten jest zawarty w dziedzinie funkcji g. (Wykorzystalismy to, ze im(y) C U \ S(f).) A
ze petla v jest w K homotopijnie nieistotna, wiec korzystajac z twierdzenia Cauchy’ego
otrzymujemy rownosci f7 g = fvﬁ = (. Zatem:

/f > [ Gt ®)

pEP
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c¢) Przypomnijmy, ze funkcja G, f jest okreslona na calej ptaszczyznie naktutej C\{p},
za$ jej residuum w punkcie p jest réwne res,f. Odnoszac do tej funkcji wniosek 1 z §1

stwierdzamy wiec, ze [ (G,f)(w)dw = [ % dw dla p ¢ im(y). Przy tym jesli p ¢ K,

gl ol
to fﬁ dw = 0, bo petla v jest homotopijnie nieistotna w zbiorze K C C\ {p}.
0!
Poniewaz P = S(f)N K 1 S(f) Nim(y) = 0, wiec prawa strona w (*) jest rowna
> esih) ) % dw. Dowiedlismy tezy, bo [ ﬁ dw = 271 - ind(7, p). O
ol o

Zadanie. * Niech f € H(V), gdzie zbior V' C C jest otwarty. Dowiesé, ze zbior
U={z¢€ C:V jest otoczeniem naklutym punktu z}

jest otwarty w C i dla S(f) = U \ V spelnione sg warunki i) oraz ii).

4 Funkcje meromorficzne i zasada argumentu.

Definicja. Niech zbior U C C bedzie otwarty. Funkcje f € H (U) nazywamy meromor-
ficzng w U, jedli nie ma ona osobliwosci istotnych. Zbior funkcji meromorficznych w U
oznaczamy przez M (U).

Lemat 1. Gdy U jest obszarem w C i f € M(U), to f =0 lub zbior S(f)U f~1(0) jest
dyskretny w U .

Dowod. Niech f # 0. Zaktadamy nizej, ze f rozszerzono na wszystkie punkty pozornie
osobliwe. Poniewaz zbior S(f) jest dyskretny w U, wiec pozostaje dowiesé, ze kazdy
punkt p € U ma otoczenie V,, takie, ze V,, N f~1(0) C {p}.

Gdy p € S(f), to istnienie V,, wynika stad, ze lim,_,, f(z) = co. Gdy zasp € U\S(f),
to wynika ono z zasady izolowanych zer, odniesionej do funkcji f € H(U \ S(f)). By
mie¢ prawo z tej zasady skorzystaé, trzeba rozwigzaé¢ nastepujace

Zadanie. Gdy zbior S C U jest dyskretny w obszarze U, to U \ S jest obszarem.

Twierdzenie 1. Niech U bedzie obszarem w C. Wowczas M(U) jest ciatem (przy na-
turalnych dziataniach), zamknietym ze wzgledu na rézniczkowanie.

Dowod. Niech f,g € M(U). Stwierdzamy, ze:

i) g/f € M(U), bo funkcja g/f jest holomorficzna w U poza zbiorem S = S(g) U
(f71(0) U S(f)), dyskretnym w U, przy czym w kazdym punkcie p € S ma ona biegun
lub osobliwosé pozorng. (Korzystamy z przyktadu e) w §2.)
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ii) f4+9g € M(U), bo wokot kazdego punktu p € U funkcja f + g rozwija sie w
szereg Laurenta, ktorego czesé gtowna, w Slad za f i za g, zawiera tylko skonczenie wiele
WyTazow.

iii) Tak samo, f" € M(U). ]

Oznaczenie. Niech f € M(U). Przez Z;k oznaczamy sume krotnosci zer funkcji f,
uogolnionych lub nie, lezacych w danym zbiorze K C U. (Gdy zbior K jest zwarty, to
zer tych jest na mocy lematu skoniczenie wiele i liczba Zy k- jest poprawnie okreslona.)

Wyznaczenie liczby Zy i okaze sie mozliwe gdy spetniony jest ponizszy warunek (dla
zwieztosci, skracamy w nim ,homotopijnie nieistotna” do ,h.n.” i pomijamy zatozenie, ze
petla jest kawatkami gtadka):

dana jest petla v, hn. w K itaka, ze ind(y,p) =1 dla pe K \im(y). (7)

Oto przyktady
takiej sytuacji:

Twierdzenie 2 (zasada argumentu). Niech K bedzie zwartym podzbiorem obszaru U C
C, niech spetniony bedzie warunek (7) i niech funkcja f bedzie meromorficzna w U i nie
ma zer ani biegunow na obrazie petli v. Wowczas
Zr = o [ L =ind(f 0.0 )
=— | ==ind(fo
MK =omi ) F i
5

Uwaga 1. Nazwa ,zasada argumentu” bierze sie stad, ze 27 - ind(f o v,0) to przyrost
argumentu punktu f(p), gdy punkt p = ~(¢) jednokrotnie obiega krzywa im(y) (tzn.
parametr ¢ w sposOb rosnacy przebiega dziedzine petli 7). Rownosé ta wynika z czesci
i) uwagi 1 w §II1.2.B. O

Do dowodu twierdzenia potrzebny bedzie

Lemat 2. Gdy punkt p jest zerem (uogolnionym lub nie) funkcji f, to jego krotnosc k(p)
jest rowna res,(f'/ f).

Dowodd. Oznaczmy k(p) przez k. 7 zalozenia, istnieje otoczenie D C U punktu p i
funkcja g € H(D), takie, ze g(p) # 01 f(2) = (z — p)*g(z) dla 2 € D\ {p}. Zatem
f'(z) = (z — p)*th(z), gdzie h(p) = kg(p) + 0 - ¢'(p) # 0. Z czesci d) i e) przykladu z
§2 wynika wiec, ze f'/f ma w p biegun rzedu 1 i res,(f'/f) = h(p)/g9(p) = k. O
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Dowod twierdzenia. Druga rownosé w (8) wynika (jak?) z definicji indeksu. Pozostaje
dowies¢ pierwszej.

Oznaczmy zbior S(f) U f71(0) przez S; na mocy lematu 1, jest on dyskretny w U.
Funkcja f'/f jest holomorficzna w U \ S, a w punktach p € S jej residuum jest rowne
krotnosci k(p) punktu p jako uogolnionego zera funkcji f. Ponadto z (7) i uwagi 1 iii)
w §I11.2.B wynika, ze ind(y,p) = 0 gdy p ¢ K, za$ ind(y,p) = 1 gdy p € K \ im(7).
Wobec tego, na podstawie twierdzenia o residuach,

L L/:Zresp(f//f) ind (v, p Z k(p)-1=Zrk O

271
~y f peS peESNK

Zadanie * a) Dowies¢, ze gdy zalozenia twierdzenia 2 sg spelnione i ¢ € H(U), to
5 f o — > es 9(P)k(p), gdzie S i k(p) maja takie znaczenie, jak w powyzszym dowo-

d21e (Wskazowka: przyktad f) w §2.)
b) Wywnioskowaé, ze gdy D jest dyskiem i funkcja f € H(D) ma, uwzgledniajac

krotnosei, jedyne zero zy € D, to 2 = 7= ZT}{;()Z) dz dlan € N.
oD

Zadanie. * Dowiesé, ze gdy funkcje f, g sa meromorficzne w obszarze U C C i zbior
K C U jest zwarty, to Zy.gx = Zsx + Zy . (Wskazowka: przyktad e) w §2.)

5 Twierdzenie Rouchégo; przyklady zastosowan.

Twierdzenie 1 (Rouchégo). Niech niech U C C bedzie obszarem, zbior K C U bedzie
zwarty i spetniony bedzie warunek (7). Jesl funkcje f,g € M(U) nie majg biegunéw na
im(vy) oraz

lg(w)| <[f(w)]  dla w € im(y), (9)

to ij( = Zf+g,K-

Dowodd. Niech A= foy i u= (f+g)o~. Zzalozenia, |\ — u| < |A|, skad f i g nie
maja zer na im(y), a homotopia (s + (1 —5)A)sejo,1) pomiedzy A i p przyjmuje wartosci
w C\ {0}. Zatem ind(\,0) = ind(u,0) i teza wynika z zasady argumentu. O

Uwaga 1. Zalozmy, zgodnie z uwaga 1 w §3, ze f nie ma osobliwosci usuwalnych. Wtedy

Zsx = Nk — By (10)
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gdzie Ny g to suma krotnosci ,prawdziwych” zer funkeji f € M(U), lezacych w K, za$
By i to suma rzedow jej biegunow w K. Gdy wigc rozwazana funkeja jest holomorficzna
(nie ma biegunow), to zasada argumentu i twierdzenie Rouchégo daja informacje o liczbie
jej zer, liczonych z krotnosciami. ]

Wskazemy na pewne zastosowania twierdzenia Rouchégo:

Twierdzenie 2. Gdy funkcja f jest holomorficzna w kole domknietym D o srodku w p i
spetnia nierowno$é |f(z) — f(p)| > R dla z € 0D, to obraz jej zawiera dysk D(f(p), R).

Dowdd. Zatozmy dodatkowo, ze f(p) = 0 (inaczej zastapmy f przez f — f(p)). Niech
w € D(0, R). Wtedy z zalozenia i twierdzenia Rouchégo wynika, ze funkcja f — w ma
tyle zer w dysku D, co funkcja f — a wiec ma co najmniej jedno, bo f(p) = 0. Zatem
w € im(f). O

Twierdzenie 3 (Hurwitza). * Niech U C C bedzie obszarem i niech cigg funkcji f, €
H(U) bedzie niemal jednostajnie zbiezny do funkcji f, réznej od statej. Jesli rownanie
f(z) = w ma w U co naymniej k réznych pierwiastkow, to dla dostatecznie duzych n
rownanie f,(z) = w tez ma w U co nagmniej k réznych pierwiastkow.

Dowéd. Mozemy zalozyé, ze w = 0 — inaczej funkcje f, zastepujemy przez f, — w,
a f przez f — w. Niech pq,...,pr beda réoznymi zerami funkcji f. Obierzmy kota
D; = D(p;,7) C U dla1 < i < k tak, by byly one parami roztaczne i D; N f~1(0) =
{pi}. (Korzystamy z zasady izolowanych zer.) Liczba ¢ = inf,cx|f(2)|, gdzie K =
Ui, 9D;, jest wtedy dodatnia. Dla n tak duzych, by || f— fullx < €, mamy na podstawie
twierdzenia Rouchégo Ny p, = Nyp, # 0dlai =1,... k. (Por. (10).) Zatem w kazdym
dysku D; funkcja f ma pewne zero i tacznie ma ich niemniej, niz k. ]

Zadanie. Dowies¢, ze twierdzenie Rouchégo implikuje zasadnicze twierdzenie algebry:
gdy f jest wielomianem stopnia n > 11 K = D(0, R), to N x = n dla duzych R.

Zadanie. Przy oznaczeniach twierdzenia 2 dowies¢, ze gdy f'(p) # 0, to dla ¢ €
D(f(p), R) rownanie f(z) = ¢ ma w D doktadnie jedno rozwigzanie.

6 Charakteryzacja réznych typéow osobliwosci izolowanych

Ponizej zaktadamy, ze V' jest naktutym otoczeniem punktu p € C i f € H(V).




71 H. Torunczyk, Wyklad z FA (jesieri 04)

Twierdzenie 1 (Wersja lematu Riemanna o przedtuzaniu). Réwnowazne sq warunki:
a) 0sobliwo$é w punkcie p jest usuwalna,
b) [ mozna przedtuzyc do funkcji fe HWV U{p}).
¢) istnieje granica lim,_,, f(z) € C.
d) lim,_,,(z —p)f(z) = 0.

Dowdd twierdzenia. Rownowaznosci a) < b) dowiedlismy w §2, a implikacje b) =

c) = d) sa oczywiste. Zaldézmy teraz, ze speliony jest warunek d); skonstruujemy
wymagane w b) przedtuzenie funkeji f. Zauwazmy w tym celu, ze funkcja z — (z—p) f(2)
przedtuza sie do funkcji ciaglej g, a ta jest holomorficzna na podstawie wniosku 1 w
§III.1.E. Poniewaz g(p) = 0, wicc g(z) = (2 — p)h(z) dla wszystkich z € V i pewnej
funkcji h € H(V U {p}). Oznacza to, ze h jest szukanym przedtuzeniem. [

Twierdzenie 2 (Casoratiego—Sochockiego—Weierstrassa). Rownowazne sq warunki:
a) 0sobliwosé w punkcie p jest istotna;
b) dla kazdego naktutego otoczenia Vo C V' tego punktu, zbior f(Vy) jest gesty w C;
c) w C nie istnicje granica lim, ., f(2).

Dowodd. Bedziemy rozpatrywaé zaprzeczenia tych warunkow. Implikacja —c) = —b)
jest oczywista, a —a) = —¢) wynika stad, ze gdy w punkcie p jest osobliwo§é usuwalna,
to istnieje lim,_., f(z) € C, a gdy jest tam biegun, to lim,_,, f(2) = co. (Korzystamy
ze stwierdzenia 1 w §2.)

Przypusémy teraz, ze obraz f(V) naklutego otoczenia Vj punktu p nie jest gesty w
C. Pewien dysk D(zy, ) jest wtedy roztaczny z f(Vh), a funkcja g(z) = 1/(f(2) — 20)
— poprawnie okreslona i holomorficzna na Vj, przy czym |g| < 1/r. Na podstawie
twierdzenia 1 punkt p jest zerem uogoélnionym funkeji g krotnosci & > 0, tzn. g(z) =
(z—p)*h(z), gdzie h € H(VoU{p}) i h(p) # 0. Funkcja f(2)(z —p)* = z(z —p)F + ﬁ
przedtuza sie wiec holomorficznie na otoczenie h~1(C \ {0}) punktu p — czyli f ma w
punkcie p biegun gdy k > 0, a osobliwo§¢ usuwalng gdy k& = 0. (Znow korzystamy ze
stwierdzenia 1 w §2.) Dowiedlismy, ze =b) = —a). O

Dodatek *: wielkie twierdzenie Picarda. Twierdzenie 2 mozna znacznie
wzmocnié¢: obraz naktutego otoczenia punktu istotnie osobliwego nie tylko jest gesty w
C, ale ,prawie rowny” C.

Twierdzenie 3 (Picarda, wielkie). * Gdy funkcja f ma w punkcie p € C osobliwosé
istotng, to obraz f(Vy) dowolnego otoczenia naktutego Vo C V' punktu p zawiera calq
ptaszczyzne C, z pominieciem byé moze jednego punktu.
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Dowdd. * Pokazemy, ze jesliby istnialy punkty a,b ¢ f(V4), to osobliwo$é w punkcie
p nie bytaby istotna. Mozemy zatozyé¢, ze p = 0 i V jest dyskiem naktutym: Vy =
D(0,2r) \ {0}, gdzie r > 0. Rozwazmy okrag S = 0D(0,r) i funkcje f, : Vj — C,
zadane wzorem f,(z) = f(z/n). Obraz zadnej z tych funkcji nie zawiera punktow a i
b. Na mocy twierdzenia Montela z §II1.3 istnieje wiec podciag (f; ) ciagu (f,), zbiezny
na S jednostajnie do funkcji f : S — @, ktora przyjmuje wartosé¢ oo albo nigdzie, albo
wszedzie w S. Rozwazymy te przypadki oddzielnie.

a) im(f) C C. Wtedy liczba M =) sup{||fi,lls : n € N} jest skoriczona, bo okrag
S jest zwarty, a ciag (f; ) — jednostajnie zbiezny na S. Wobec tego na kazdym okregu
S, = 0D(0,r/i,) modut funkcji f jest ograniczony z gory liczba M. A zZe kazdy punkt
z € D(0,7/i1)\ {0} lezy w pewnym pierscieniu D(0,7/i1)\ D(0,7/i,), ktorego brzegiem
jest S1 U S, to z zasady maksimum wynika, ze |f(z)] < M dla z € D(0,7/i1) \ {0}.
Osobliwo$é¢ w zerze jest wiec usuwalna, na podstawie lematu Riemanna o przedtuzaniu.

b) f = oco. Tym razem M, — oo, gdzie M, = inf|f|s |. Ponownie, wykorzystanie
zasady maksimum pokazuje, ze | f(2) — a| > ming>,, My gdy z € D(0,7/iy) \ {0}, 1 tym
samym 0 jest biegunem. (Przypomnijmy, ze a ¢ im(f), wobec czego minima funkcji
|f — a| na pierscieniu zwartym przyjmowane sa w jego punktach brzegowych.) ]

Uwaga 1. * Przy zatozeniach twierdzenia istnieje punkt ¢ € C taki, ze kazda wartosé¢ z
C\ {q} jest przyjmowana w dowolnym otoczeniu naktutym punktu p — a wiec nieskori-
czenie wiele razy w takim otoczeniu. (Kwantyfikatory zostaly zmienione w stosunku do
twierdzenia, lecz przejscie jest tatwe.) H

7 * Funkcje meromorficzne jako funkcje ciggte. Funkcje
wymierne.

Twierdzenia 1 i 2 z §6 sugeruja przyjecie takich definicji:

Definicja. Niech funkcja f bedzie holomorficzna w otoczeniu naktutym punktu co. Po-
wiemy, ze w punkcie tym ma ona osobliwos¢ istotna, jesli nie istnieje granica
lim, ., f(2) € C. W przeciwnym razie powiemy, ze f ma w punkcie oo osobliwosé
usuwalna (gdy lim, . f(2) € C) lub biegun (gdy lim, ., f(2) = 00).

Powiemy tez, ze funkcja f jest meromorficzna w zbiorze otwartym U C C, gdy f €
H (U) i f nie ma osobliwosci istotnej w zadnym punkcie zbioru U (réwnowaznie: gdy
jest ona holomorficzna w U poza izolowanymi osobliwosciami i granica lim,_,, f(2) € C
istnieje w kazdym punkcie p € U).
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Uwaga 1. * a) Funkcja f € M(U) wyznacza funkcje ciaglta g : U — C taka, ze
f(z) =g(2) dlaz € U\ S(f). Oczywiscie,

zbior g~ (o0) jest dyskretny w U i funkeja g jest holomorficzna w U N C \ g~ (00).

Przeciwnie, ciagta funkcja g : U — C spelniajaca ten warunek wyznacza funkcje f =
Gunsi) € M(U), gdzie S(f) € U (g7 (00) U {oo}).

b) Mozna wiec na funkcje f € M (U) patrzeé jako na pewne funkcje ciagte U — C. W
tym ujeciu, nie maja one zadnych ,0sobliwosci” (=punktéow nieokreslonosci) i powinny
raczej by¢ nazywane funkcjami holomorficznymi z U do C. Wymaga to jednak zdefi-
niowania pochodnej f'(p), a takze dalszych pojeé¢ (residuum funkeji f w punkcie p i jej
szeregu Laurenta wokot p), gdy p = oo czy f(p) = co. Nie poruszamy tu tych zagadnien,
cho¢ umozliwiaja one ogodlniejsze ujecie zasady argumentu i twierdzenia Rouchégo . [

Zbadajmy najprostsze funkcje meromorficzne.

Twierdzenie 1. * Gdy g € H(C) i istnieje granica lim, . g(2) € C, to g jest wielo-
mianem.

Dowéd. Rozwitimy g w szereg Tylora: g(z) = Y70, cxz" dla z € C. Z zlozenia i twier-
dzenia Casoratiego—Sochockiego—Weierstrassa wynika, ze funkcja g(1/2) = > pojcrz "
ma w zerze biegun lub osobliwos¢ usuwalna. Ostatni szereg ma wiec tylko skoricze-
nie wiele wspolezynnikow niezerowych, co oznacza, ze g(z) = Y., cxz" dla pewnego
n > 0. [

Twierdzenie 2. * Funkcja, meromorficzna na catej sferze (E, jest sumaqg wielomianu 1
skonczenie wielu utamkow prostych wtasciwych — a wiec jest funkcjg wymierng.

Powyzej, funkcjg wymierng nazywamy iloraz dwoch wielomianéw (patrz §1.6.B), na-
tomiast utamek prosty wtasciwy to funkcja postaci ¢/(z — p)", gdzie p,c € Cin € N.

_ Dowdd twierdzenia. Rozwazana funkcja, ktora nazwijmy f, ma w zwartej przestrzeni
C pewien skoriczony zbior Py biegunéw. Niech P = Py \ {oo} oraz

Gf f Z G,f, laczna czesc osobliwa funkeji f.
peP
Wiemy z §2, ze funkcja f—G f przedtuza sie do pewnej funkeji holomorficznej g : C — C;
ponadto, G f jest sumg skonczenie wielu utamkoéw prostych wtasciwych, bo suma taka
jest kazda z funkcji G, f. Zatem lim, ...(Gf)(z) = 0 i istnieje granica lim, .. g(2),
rowna lim, .. f(2). Z twierdzenia 1 wynika wiec, ze g jest wielomianem, a f = g + G'f
jest szukanym rozktadem. ]

Istotne jest tez nastepujace:
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Twierdzenie 3. * Funkcja, roznowartosSciowa i holomorficzna w C poza izolowanymi
osobliwosciami, jest homografig (Scislej: przedtuza sie do homografii).

Dowdd. Niech D bedzie dyskiem, roztacznym ze zbiorem S(f). Zbior Uy = C\ D\ S(f)
jest otoczeniem naktutym kazdego punktu p € S(f), a jego obraz f(Uy) jest roztaczny
ze zbiorem f(D). Poniewaz ten ostatni jest otwarty w C (na mocy twierdzenia o zacho-
wywaniu obszarow z §I11.1.D), wiec z twierdzenia Casoratiego-Weierstrassa wynika, ze f
nie ma osobliwosci istotnej — a zatem przedtuza si¢ do funkcji ciaglej f: C — C.
Twierdzimy, ze f jest funkcja réznowartosciowa. Istotnie, gdy p,q € Cip # q, to
istnieja w C\ S(f) roztaczne otoczenia naktute: U punktu p i V punktu q. Z twierdzenia

~

o zachowywaniu obszaru, zbiér f(U U {p}) jest otoczeniem punktu f(p), zas$ f(V U{q})
~ punktu f(g). A ze f(U)N f(V) =0, to f(p) # fa).

Zatem funkcja f przyjmuje wartosé oo tylko w jednym lub zadnym punkcie i mozna na
nia patrze¢ jako na element H (@) (Poprzedni wywod byt potrzebny do wykazania, ze oo
nie jest punktem skupienia zbioru S (f)) Powtarzajac wezesniejsze rozumowanie stwier-
dzamy, ze osobliwo$¢ w oo nie jest istotna i f mozna przedtuzyé do réznowartosciowe]
funkcji ciagtej C— @, ktora nadal oznaczmy przez ]7

Jesli wiec f(oo) = 00, to f(p) # oo dla p € C, wobec czego 7 twierdzenia 1 wynika,
ze f jest wielomianem, za$ z zasadniczego twierdzenia algebry — ze deg(f) = 1. (Inaczej
funkcja f nie bytaby roznowartosciowa.) Gdy zas f(0o) # 0o, to odnosi sie to do funkcji
g= 1/(?— f(oo)), skad i w tym przypadku f = f(oo) + 1/g jest homografia. O

Zadanie. * Korzystajac z uwagi z dodatku do §2 wzmocni¢ male twierdzenie Picarda
nastepujaco: funkcja f € H(C), nie bedaca wielomianem, przyjmuje nieskonczenie wiele
razy kazda wartos¢ w C, procz by¢ moze jednej. (Wskazowka: funkcja z — f(1/z) ma
w zerze osobliwosé istotna.)

Zadanie. * Utozsamijmy kazda funkcje f € M(U), gdzie U jest zbiorem otwartym w
((Nj, z odpowiadajaca jej funkcja ciagta U — C. Dowies¢, ze:

a) Gdy f € M(U), to zbior f~1(q) jest dyskretny dla kazdego g € C.

b) Gdy fe M(U),ge M(V)i f(U)CV,togo fe M(U).

¢) Twierdzenie o zachowywaniu obszarow z §II1.1 i twierdzenie 1 z §4 sy prawdziwe
przy U bedacym obszarem w C i H(U) zastapionym przez M (U).

8 *Twierdzenia Rungego.

Przypomnijmy za §I1.5, ze celowe jest catke [ f funkeji holomorficznej f rozwazaé nie

¢!
tylko wtedy, gdy ~ jest petla, ale i gdy v jest cyklem, tzn. v = v + - -+ + v, gdzie v;
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sa petlami (kawatkami gladkimi). Ma miejsce nastepujace twierdzenie, ktorego dowod
podany bedzie w §V.5.

Twierdzenie 1. * Niech zbior U C C bedzie otwarty, a zbior K C U-—zwarty. Wowczas
istnieje cykl v w U \ K taki, ze

w—z

1
g(z) = — / g(w) dw dla wszystkich z € K 1 g € H(U) (11)

Wykorzystamy je ponizej do dowodu zaskakujacych wynikow o mozliwosci przyblizania
funkcji holomorficznych takimi, ktore sa meromorficzne w calej ptaszczyznie. Zaktadamy,
ze spelnione sa zalozenia twierdzenia i ustalono funkcje f € H(U) i cykl v w zbiorze

U \ K, speliajacy warunek (11). Wszystkie dalsze twierdzenia tego paragrafu pocho-
dza od Rungego.

Twierdzenie 2. * Dia danej liczby € > 0 istnieje funkcja g taka, ze || f — g||xk < € oraz
g(z) =>"" ¢/ (z —wy), gdzie wy, ..., w, € U\ K oraz ¢y, ..., ¢, € C.
Dowdd. Gdy 7 jest suma k petlivyi, ...,y idlakazdej z funkcji f;(2) = 2%“ %dw, z €
o
C \ im(~,) znajdziemy funkcje g; zadanej postaci, taka, ze ||f; — g;||x < €/k, to przyj-
miemy g = g1 + -+ + gi.
Ustalmy wiec droge A = ; : [a,b] — U i liczbe € = ¢/k > 0. Na zwartym zbiorze

im(\) x K funkcja h(w, z) «f (w)/(w— z) jest jednostajnie ciggla, wobec czego istnieje

liczba § > 0 taka, ze diam h(W x {z}) < /() gdy tylko z € K izbior W C im(\) ma

Srednice mniejsza niz §. Podzielmy teraz przedziat [a, b] punktamia =ty < --- <t, =0

tak drobno, by srednica kazdego zbioru A([t;_1,¢;]) byta mniejsza niz d, i niech w; = A(¢;)

dla 7t =0,...,n. Na podstawie uwagi 1 w §I1.6, zastosowanej do funkcji w — h(w, z),

ma dla z € K miejsce nier6wnos¢ | [ h(w, z) dw — > 1 h(w;, 2)(w; — wi—1)] < € — a
A

zatem 1 nierownosé |f;(z) — Y0 ¢/ (z — wi)| < &, przy ¢; = o= f(wi)(wi—y — w;). O

Naszym obecnym celem jest zmiana funkcji g na taks, ktorej bieguny znajduja si¢ w
zadanym zbiorze P C C. Gdy p € @, to utamkiem prostym z biegunem w p nazwiemy
kazda funkcje, ktora dla pewnych ¢ € Cin € {1,2,...} jest postaci z — ¢/(z —p)" gdy
p # 00, zas z — cz" gdy p = oo.

Lemat 1 (o przesuwaniu biegunow). * Niech otwarty zbidr spojny S C C bedzie roztgczny
ze zwartym zbiorem K C C, zas g bedzie skonczong sumq utamkow prostych z biegunem
w punkcie w € SNC. Wowczas dla kazdych p € S i 6 > 0 istnieje skonczona suma h
utamkow prostych z biegunem w punkcie p, taka, ze ||g — h||x < 6.
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Dowdd. Podzielimy go na czedci.

i) Zatozmy wpierw, ze p € Ci [p—w| < dist(w, K). Funkcja g rozwija sie w pierscieniu
P={z:]|z—w| > |p—wl|} wszereg Laurenta }  _, c,(z — p)", bo jest holomorficzna
w plaszezyznie naktutej C\ {w}. A Ze lim, . g(z) = 0, to cze$¢ regularna tego szeregu
jest zerowa: g(2) = >, o cn(2—p)" dla z € P. (Dow6d bezposredni wynika z przyktadu
w §1.) Szereg jest jednostajnie zbiezny na zwartym zbiorze K C P i pozostaje przyjac¢
h(2) =c_1(z —p)~t + -+ c_1(z — p)~* dla dostatecznie duzej liczby k.

ii) Niech teraz p = oo i |w| > sup{|z| : z € K}. Funkcja g jest wtedy holomorficzna
w dysku D(0,|w|) D K, wiec rozwija sie na nim w szereg Taylora. Gdy szereg ten
,utniemy” dostatecznie daleko, otrzymamy zadany wielomian h.

iii) Rozpatrzmy przypadek ogolny. Gdy p = oo, to istnieje punkt ¢ € S taki, ze |g| >
sup{|z| : z € K}; gdy zas p # oo to przyjmijmy g = p. Zbior spojny i otwarty S C C
pozostanie takim po usunieciu punktu oo, wobec czego istnieje droga A : [0,1] — SNC,
taczaca w z q. Liczba d = dist(im()\), K) jest dodatnia, bo zbiory K iim(\) sa roztaczne
i zwarte. Podzielmy odcinek [0, 1] punktami tp =0 < ¢; < --- < t;_1 = 1 tak drobno,
by obraz przy A kazdego z odcinkow [t,,_1,t,] mial srednice mniejsza niz d, i przyjmijmy

ho=g¢g, wp=p i w,=At,) dlan=0,...,k—1.

Dla n = 1,...,k utworzy¢ mozemy w oparciu o i) (czy o ii), gdy n = k i wp = 00)
skoriczona sume h,, utamkow prostych o biegunach w punkcie wy,, taka, ze ||h,—hn_1||x <
d/k. Jest oczywiste, ze funkcja h = hy ma zadane wlasnosci. ]

Twierdzenie 3. * Niech zbior P C C przecina kazdg sktadowq zbioru @\K i niech € be-
dzie liczbg dodatniqg. Wowczas istnieje skonczona suma h utamkow prostych z biegunamsi
w P, taka, ze ||f — h||x < e.

Dowdd. Oznaczmy przez g = Y ., ¢;/(z — w;) funkeje, ktorej istnienie gwaratntuje
twierdzenie 2. 7 zaltozenia, dla kazdego 7 < n istnieje punkt p; € P, nalezacy do
tej samej sktadowej zbioru C \ K, co punkt w;. Na podstawie lematu o przesuwaniu
biegunéw, istnieje tez skonczona suma h; utamkow prostych z biegunem w p;, taka, ze

1 )
1hi — gillx < 5(5 —f = 9llx), gdze gi(z) = ¢i/(z —w;).

Szukana funkcja jest h = >0 | h;. O
Twierdzenie 4. * Gdy domknigcie, w @, zbioru P przecina kazdg sktadowq zbioru
C\ U, to funkcja f jest niemal jednostajng granicq skoriczonych sum utamkow prostych,
magjgcych bieguny w P. (Zbieznosé ma miejsce w U.)
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Dowéd. Korzystaé bedziemy z tego, ze kazda sktadowa otwartego podzbioru G lokalnie
spojnej przestrzeni C jest zbiorem otwartym, i ze zawiera ona kazdy przecinajacy ja
spojny zbior S C G.

Rozwazmy dowolny zbior zwarty L C U i niech K bedzie sumg zbioru L i wszystkich
tych sktadowych zbioru C\ L, ktore zawarte sa w U. Zbior C\ K jest suma sktadowych
zbioru C \ L, przecinajacych C\ U. Wynika stad zaréwno zwartosé zbioru K, jak i to, ze
dowolna sktadowa V' zbioru @\K przecina (E\U , wiec jest otoczeniem pewnej sktadowej
Sy zbioru C \ U (jakiejkolwiek, ktora przecina V). A ze Sy NP # 0, to VNP # 0, tzn.
zbiér P przecina kazda sktadows zbioru C \ K. Na podstawie twierdzenia 3 istnieje wiec
skoriczona suma h utamkoéw prostych o biegunach w P, dla ktorej ||f — h||x < €1 tym
samym || f — h||L < e, gdzie € jest zadana liczbg dodatnia.

Wykorzystajmy te obserwacje przy € = 1/n i L = L,,, gdzie

L,={z€ U :dist(z,C\U) > 1/n} N D(0,n)

Otrzymamy dla kazdego n skoniczona sume h,, utamkow prostych o biegunach w P, taka,
ze ||f — hullz, < 1/n. Ciag (hy,) jest na U zbiezny niemal jednostajnie do f, gdyz dla
kazdego punktu p € U i dostatecznie duzych n, zbior L, jest otoczeniem punktu p. [l

Whiosek 1. * a) Jesli dopetnienie C \ K zbioru zwartego K C C jest spdjne, to kazda
funkcja f € H(K) jest jednostajng granicq ciggu wielomiandw (obcietych do K ).

b) Jesli dopetnienie C \ U zbioru otwartego U C C jest spdjne, to kazda funkcja
f € H(U) jest niemal jednostajng granicq ciggu wielomianow (obcietych do U ).

Dowédd. a) Z definicji, funkcje f mozna przedtuzy¢ do funkeji holomorficznej w pewnym
otoczeniu U zbioru K. Stosujac twierdzenie 3 przy P = {oo} otrzymujemy teze.
b) I tym razem obieramy P = {occ}, lecz stosujemy twierdzenie 4. O

Whniosek 2. * Jesli dopetnienie C \ U zbioru otwartego U C C jest spdjne, to kazda
funkcja f € H(U) ma funkcje pierwotng.

Dowo6d. Wynika to z poprzedniego wniosku i zadania w §II1.2.D, gdyz kazdy wielomian
ma funkcje pierwotna. ]

Uwaga 1. * Dla ograniczonego zbioru Z C C, spéjnosé zbioru C \ Z jest rownowazna
spojnosci zbioru C \ Z. Zalozenie ograniczonosci jest jednak istotne: za przykitad moze
stuzy¢ pas otwarty 0 < Im(z) < 1, ktorego dopetienie w C jest niespdjne, a dopelnienie
w C - spojne. H

Definicja. * Podzbior sfery @,th(’)rego dopelnienie w C jest spdjne, nazywany jest nie-
rozcinajgeym sfery Riemanna C. (Zbior taki moze by¢ niespojny.) Analogicznie definiuje
sie zbiory nierozcinajqce ptaszczyzny C.
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9 Dodatek do rozdzialu IV: Wykorzystanie twierdzenia o resi-
duach do wyznaczania calek niewtasciwych.

Gdy funkcja zespolona f jest okreslona i ciagta na zorientowanym odcinku J = [py, qo] C

C, poza moze jego krancami, to przez caltke niewlasciwa [ f rozumiemy granice lim [ f
J [P, q]
przy p — po,q — qoip,q € J—jesli taka granica istnieje. Podobna definicja stosuje

sie, gdy J C C jest zorientowana potprosta (za jeden z jej kranicow przyjmujemy oo) lub
prosta. W ostatnim przypadku zadamy, by p, g — oo, przy czym p poprzedza ustalony
punkt, a ten poprzedza ¢ w rozwazanej orientacji prostej J. Gdy J C R, to zamiast fJ

piszemy tez f;, ffoo, ffooo etc. Tu zajmiemy sie¢ catka niewtasciwa ffooo = fR.

Uwaga 1. Istnienie granicy I = lim,_ ffr f to warunek konieczny istnienia caltki
fR f. Jest on tez wystarczajacy gdy funkcja f jest symetryczna (dlaczego?), lecz juz
dla f(z) = z granica lim, ffrf istnieje, a caltka fRf — nie. Jednak gdy calka fRf
istnieje (co na ogdt wymaga dodatkowego uzasadnienia), to jest ona rowna I. ]

Ponizej wpierw podamy dwa naturalne warunki, umozliwiajace badanie powyzszej
granicy I, a nastepnie dowiedziemy, ze gwarantujg one tez istnienie catki. Wygodnie jest
pisa¢ f € ITI(X) gdy f € fI(U) dla pewnego otoczenia U zbioru X w C. Przez I1,
oznaczymy potplaszezyzne Im z > 0, a przez I, polokrag {re' : t € [0, 7]}, traktowany
jako zorientowany tuk o poczatku w r. Zaktadamy, ze dana jest funkcja f € H (II), ma-
jaca tylko skoniczenie wiele punktow osobliwych w 1, lecz zadnego na osi rzeczywiste;.
Sume residuéw funkeji f w tych punktach oznaczmy przez s.

.

Uwaga 2. Jesli lim, ., [ f = ¢, to granica I = lim, ., [ f(z) dz istnieje 1 jest rowna
J —r

2mis — c. Istotnie, gdy liczba 7 jest wieksza niz modut kazdego z rozwazanych wyzej

punktow osobliwych, to na podstawie twierdzenia o residuach liczba [ f + f f jest
[—r,r] L,
rowna 2mis, skad wynika teza.

Twierdzenie 1. Jesli ponadto spetniony jest pewien z ponizszych warunkow, to

lim, .o [ f =0 i wobec tego I = 2mis:
r,

i) lim, o f(2)z =0.

i) Istnieje liczba dodatnia a taka, Ze lim f(z)e™%* = 0.

z—00,2€ll}

2f(2)] —= 0.

r—00

Dowod. Ad i). Mamy | [ f| < 7rsup.er,
%

f(2)] = 7 sup.er,
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7r

Ad ii).* Podobnie, | [ f| = |[ f(re")ire® dt| <r [|f(re')| dt. Niech
T, 0 0

p(r) = sup{|f(z)e ™| : € T}

Wtedy dla z = ret € T, jest iaz = iar cost — arsint, skad |f(2)] < ¢(r)|e

iaz| _

o(r)e”@smt A je dla t € [0,7/2] punkt (¢,sint) wykresu funkcji sin lezy nad prosta
przechodzaca przez punkty (0,0) i (7/2,1), to sint > %t. Zatem
T w/2 /2
\/f| <ro(r) /e_a”mtdt = 2ry(r) /e_“’"smt dt < 2rp(r) /e_im dt. (12)
r, 0 0 0

Ostatnie wyrazenie jest rowne Zo(r)(1 —e™") — co koiiczy dowod, bo lim, ., ¢(r) = 0.

Twierdzenie 2. Jesli spetniony jest warunek ii), to catka fR f ustnieje. Podobnie jest,
gdy zachodzi 1), a funkcja f okreslona jest wszedzie poza pewnym zbiorem zwartym.

Dowdd. Zacznijmy od ostatniego przypadku. Wowezas funkcja g(2) = f(1/2)/z ma w
zerze uogolnione zero krotnosci > 1, bo lim, g g(z) = 0. Stad wynika istnienie granicy
p =lim, .ng(z)/z € C i tym samym liczby R > 0 takiej, ze |f(2)| < (|p| + 1)/|2]* gdy

|z| > R. A Ze calka [ 1/]z|* dz istnieje, wiec catka [|f| — tez.
R R

Zalozmy teraz, ze zachodzi ii) i oznaczmy przez v, tuk {re : ¢t € [0,7/2]}. Gdy ro
jest liczba wieksza niz modut kazdego z punktéow osobliwych funkeji f, to dla r > ry
otrzymujemy na podstawie twierdzenia residuach

Ji=[sv [ 1+]s (13)
] Y

[ro, 7] —Yrg [irg, ir

Jak wiemy z dowodu twierdzenia 1, ostatnia catka w (13) dazy do 0 gdy » — oco. Ponadto

z warunku ii) wynika ograniczonos¢ funkceji f(it)e™ dla t > rg, 1 tym samym istnienie
o0

calki funkeji | f| na potprostej J = {it : ¢ > ro}. Wobec (13) istnieje wiee catka [ f,

To
—

rowna [ f+ [ f,1podobnie istnieje catka [ f. Zatem calka [ f tez istnieje. =
—Yro J —00 R

Uwaga 3. Warunek ii), pochodzacy od Jordana, jest szczegdlnie uzyteczny przy badaniu
calek postaci [* g(x) cos(az)dz lub [~ g(z)sin(az)dz, gdzie funkcja g przyjmuje na
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R wartodci rzeczywiste i rozszerza sie do funkeji g € H (IT;). Poniewaz bowiem cos(az) =
Re el sin(ax) = Im e, wiec rzecz sprowadza sie do wyznaczenia calki ffooo g(z)edu,
a to za$ (na podstawie twierdzen 1 ii) i 2) — do wyznaczenia sumy pewnych residuéw, o
ile tylko granica funkcji g przy z — oo, z € 11, jest réwna 0. ]

Uzyjemy szacowania Jordana do wyznaczenia catek nieco innego typu.

Przyktad. Udowodnimy, ze fooo exp(iz?)dz = \/77?6177/ 4 lub rownowaznie, ze tzw. catki
Fresnela fooo cos(z?)dz i fooo sin(z?)dz sg réwne \/7/8 W tym celu oznaczmy przez ~,
hik {re : ¢t € [0,7/4]}, zas przez p, punkt re™*. Przy f(z) = exp(iz?) otrzymujemy
|f% f| — 0 gdy r — oo. (Uzasadnienie, podobne jak dla (12), pozostawione jest jako
zadanie.) Stosujac twierdzenie Cauchy’ego o réwnosci catek do petli [0, r|#v.#[pr, 0]
stwierdzamy wiec, ze | [; f— [ f|—>0gdyr —oo. Aze [ f=[] e e ™/4dt { taw.
-, 0] [pr, 0]
catka Poissona fooo et dt istnieje i wynosi /7 /2, wiec wynika stad teza. [
Gdy funkcja f ma osobliwo$¢ w pewnym punkcie p € R, to celowe moze by¢ uzycie
malych potokregow wokot p, pozwalajacych ominaé punkt osobliwy.
Przyktad. Calkujac funkcje f(z) = % po drodze [— R, —r]|#(—T,)#|r, R|#I'r stwier-
dzamy, ze f:gf—l—erf = fFT f- fFR f. Ponadto, funkcja F'(z) = f(2) —% przedtuza sie
holomorficznie na punkt 0, skad fFr f= fFT F+ fFT %dz —migdy r — 0 (bo fFr F—0
gdyr—>01fr7‘%dz:7ri). Wobectegolm(f__}gf%—fff) —7mgdy r—-01 R — oo,
na podstawie twierdzenia 1ii), z a = 1. Po uwzglednieniu symetrii funkcji Im( fir ), rownej
sinz/x, daje to réwnosé [ 22Ldy = 7 /2.

Twierdzenie o residuach jest pomocne nie tylko przy wyznaczaniu catek niewtasciwych,
ale i catek funkcji okresowych. Przekonuje o tym proste

Twierdzenie 3. Gdy [ jest funkcjg dwoch zmiennych rzeczywistych, ciggtq na brzegu
kota jednostkowego D = D(0,1), to

2m

1 .1 1
/f(cost,sint) dt = /g, gdzie g(z) := —f(§(,z + 27, 2—(2 — 2z 1) dla z € OD.
iz i
0

oD

_ 2w
Jesli wiee powyzsza funkcja g przedtuza sie do funkejig € H(D), to calka [ f(cost,sint)dt
0

jest rowna 2mi razy suma residudw funkcji g w jej punktach osobliwych, lezgcych w D.

Dowod. Pierwsza rowno$¢é wynika z definicji catki [ ¢ 1 wzoréow Eulera. ]
oD

Dalsze sposoby wykorzystania twierdzenia o residuach do wyznaczania catek niewta-
Sciwych wskazane sa w §XVI.4 trzeciego tomu , Analizy” K. Maurina.
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V  Wybrane aspekty topologiczne i geometryczne

1 Przeksztalcenia biholomorficzne 1 konforemne.

Definicja. Niech U,V C C, przy czym zbior U jest otwarty. Przeksztatcenie f : U — V
nazywamy biholomorficznym, jesli jest ono bijektywne i holomorficzne.

Przeksztatcenia biholomorficzne nazywane sa tez konforemnymi, lecz temu stowu
nadamy inne znaczenie. W ksiagzce Saksa i Zygmunda nazwane sa one najtadniej: wierne.

Uwaga 1. Jesli przeksztatcenie f : U — V jest biholomorficzne, to:

i) f'(p) # 0 dla kazdego p € U (wynika to z wniosku 1 w §I11.1.B),

ii) zbior V jest otwarty i przeksztalcenie f~! jest biholomorficzne (wynika to z twier-
dzenia 1 w §1.8),

iii) f jest homeomorfizmem U na V. (Wynika to z cigglosci f i f~1, patrz wyzej.)

Uwaga 2. Gdy U jest obszarem w C i cigg roznowartosciowych funkcji f,, € H(U) jest
niemal jednostajnie zbiezny, to graniczna funkcja f badz jest roznowartosciowa (i wtedy
przeksztatca U biholomorficznie na f(U)), badz stata. Istotnie, jesli nie, to dla pewnego
w rownanie f(z) = w ma co najmniej dwa rozwiazania i na podstawie twierdzenia
Hurwitza z §IV.5 jest tak przy f zastapionym przez f,, dla dostatecznie duzych n —
whrew réznowartosciowosci funkceji f,,. ]

Wazna wtasnoscig przeksztatcen biholomorficznych jest ich konforemnosé. Przystugi-
waé ona moze przeksztatlceniom pomiedzy podzbiorami przestrzeni euklidesowej dowol-
nego wymiaru.

Definicja. a) Niech U i V beda otwartymi podzbiorami przestrzeni euklidesowej R*.
Przeksztatcenie f : U — V nazwiemy konforemnym, gdy jest ono homeomorfizmem
klasy C! i pochodna df(p) jest podobieristwem, dla kazdego punktu p € U.

b) Miarg kqta pomiedzy gtadkimi tukami, w ich wspolnym poczatku p, nazywamy
liczbe v € [0, 7], bedaca miara kata pomiedzy wektorami stycznymi do tych tukow w
punkcie p. (Tak wiec cosa = (N[(0), A5(0)) /[|AL(0)]| - [[N5(0)]|, gdzie A1 i Ay to parame-
tryzacje rozwazanych tukow, takie, ze A1(0) = p = A2(0).)

¢) Gdy k = 2, to mozna analogicznie zdefiniowa¢ miare zorientowanego kqta pomiedzy
gtadkimi tukams, w ich wspoélnym poczatku p.

Uwaga 3. Zlozenie przeksztalcern konforemnych f: U — Vig: V — W jest prze-
ksztatceniem konforemnym U na W. Wynika to ze wzoru na pochodna ztozenia, gdyz
ztozenie podobienstw jest podobienistwem.
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Twierdzenie 1. Gdy f : U — V jest przeksztatceniem konforemnym i p € U, to

i) granica pp = lim,_, || f(a) — f(p)||/|la — pl| istnieje i jest rdina od zera.

i) f zachowuje miare kqta pomiedzy tukami o poczatku w p, tzn. miara kgta pomiedzy
takimi tukami Jy, Jo jest rowna mierze kqgta miedzy tukami f(Jy) © f(J2) w ich wspdlnym
poczatku f(p).

Dowéd. i) Z definicji pochodnej || f(a) = f(p)I|/lla = p|| = [|df (p) =]l + r(a), gdzie
lim, ., r(a) = 0. Skoro df(p) jest podobieristwem, ktorego skale oznaczmy przez p, to
|df(p)v|| = p # 0 dla wektorow jednostkowych v, skad wynika i).

ii) Jesli \; jest parametryzacja tuku J; taka, ze A;(0) = p, to u; = f o \; jest parame-
tryzacja tuku f(J;) taka, ze p;(0) = f(p). Wektor u; = N,(0), styczny do J; w punkcie
p, oraz wektor v; = ui(0), styczny do f(J;) w punkcie f(p), sa wigc zwiazane réwnoscia
v; = df(p)(u;). A ze df(p) jest podobieristwem, to Z(uy, us) = Z(v1, v9). O

Twierdzenie 2. a) Kazde przeksztalcenie biholomorficzne f : U — 'V, gdzie zbiory
U,V C C sq otwarte, jest konforemne. (Utozsamiamy tu C z R?.)
b)* Inwersja przestrzeni naktutej jest przeksztatceniem konforemnym.

Dowédd. a) Jak wiemy, f jest homeomorfizmem (patrz uwaga 1). Ponadto, gdy p € U,
to f'(p) # 0 na mocy wniosku 1 w §1. Pochodna rzeczywista d f(p) jest wiec podobieri-
stwem, patrz §1.2.

b) Wystarcza rozwazy¢ przypadek inwersji J(x) = z/||z||* wzgledem sfery jednostko-
wej {v : ||v]| = 1}, gdyz inwersja f wzgledem sfery S = {x : ||z — o|| = r} jest zwiazana
7z J zaleznoscia f = G~ 1o J o G, gdzie G to podobiefistwo, przeprowadzajace S na sfere
jednostkowa. Pozostaje wicc rozwiazaé nastepujace zadanie:

Zadanie. * Wyznaczy¢ pochodng inwersji J(x) = z/[|z||? (z € R¥ \ {0}) i dowiesé, ze
jest ona podobienstwem. (Odp. z dokladnoscia do czynnika ||x]| 72, pochodna dJ(x)
jest rowna symetrii lustrzanej wzgledem podprzestrzeni x: mamy dJ(z)(u) = W(u —
2(”;'3;—H, u) = ). Rownowaznie: macierz Jacobiego pochodnych czastkowych inwersji J jest

[zl
rowna (2| 2(1 — 24), gdzie A = A(w) Y (w2 ),y Gdy prayiac y = o/l

to macierz symetryczna A = yy' spelnia warunek A? = A, wobec czego I — 2A jest
macierzg ortogonalng.)

Uwaga 4. * Jak wiemy z zadania 12 w §1.6.C, kazdy rzut stereograficzny jest obcieciem
(do rzutowanej sfery nakltutej) pewnej inwersji. Stad juz wynika, ze rzut stereograficzny
sfery naktutej rowniez spelnia warunki i) oraz ii) twierdzenia 2. Jest on tez przeksztal-
ceniem konforemnym, jesli definicje konforemnosci w sposdb naturalny rozszerzyé¢ na
przeksztatcenia pomiedzy rozmaito$ciami riemannowskimi.



83 H. Torunczyk, Wyklad z FA (jesieri 04)

Uwaga 5. Uzasadnienie twierdzen 1 i 2a) pokazuje, ze przeksztalcenie biholomorficzne
zachowuje miare zorientowanego kata pomiedzy tukami gtadkimi. Wynika to stad, ze
pochodna rzeczywista d f(p) takiego przeksztalcenia jest podobieristwem zachowujacym
orientacje, patrz uwaga 2 w §1.2.

2 Przeksztalcenia dysku.

Udowodnimy tu dwa wazne lematy, dotyczace holomorficznych przeksztatcen dysku.
Pierwszy z nich, nalezacy do Schwarza, postuzy do dowodu twierdzenia Riemanna o holo-
morficznej rownowaznosci obszaréw jednospojnych, natomiast drugi — to lemat Blocha—
Landaua, wykorzystany juz w §I11.3 i (posrednio) w §IV.2 w dowodach twierdzen Montela
i Picarda. Jak i te wezesniejsze twierdzenia, lemat Blocha—Landaua dyskutujemy w ,,do-
datku” do gtownego tekstu.

Lemat 1 (Schwarza o dysku). Niech holomorficzna funkcja f : D(0,r) — D(0, R)
spetnia warunek f(0) = 0. Wowczas prawdziwe sg nieréwnosci | f'(0)| < R/r i |f(2)] <
(R/7)|z| dla z # 0; ponadto, albo kazda z tych nierdwnosci jest ostra, albo f(z) = kz
dla wszystkich z € D(0,7) i pewnej statej k o module R/r. (W ostatnim przypadku f
jest ztozeniem obrotu wokdt 0 i jednoktadnos$ci o skali R/r.)

Dowdd. Przyjmijmy ¢g(0) = f/(0) 1 g(2) = f(2)/z dla z € D(0,r) \ {0}. Funkcja g
jest holomorficzna na mocy lematu Riemanna o przedtuzaniu. Ponadto, dla ¢ < r koto

F. = D(0,c) C D(0,r) jest zwarte i dla z ¢ F,. zachodzi |g(2)| = |f(2)|/]z| < R/c. Z
twierdzenia 3 w §IIL.1.E i dowolnosci statej ¢ < r wynika wiec, ze |g| < R/r, zas jesli
lg(z0)| = R/r dla pewnego zy € D, to g = const. (Por. czesé¢ d) uwagi 1 w §III.1.E.)
Jest to zadana teza. ]

Dla p € D = D(0, 1) rozwazmy przeksztatcenie Blaschkego by, : C — C dane wzorem

blz) = T 1)
Wowcezas:

a) b, jest homografia z biegunem w punkcie 1/p ¢ D.

b) Gdy |z] = 1, to |z — p|* = 1+ |p|* — 2Re(pz) = |1 — pz|%, tzn. |by(2)] = 1. Z
zasady maksimum wynika wiec, ze |b,(2)| < 1 dla z € D, czyli b,(D) C D.

c) b_pob,(2) = z, wobec czego bpp : D — D jest przeksztalceniem biholomorficznym.
Ponizej obciecie bp| p Oznaczamy nadal przez b,.

Whniosek 1. Kazde przeksztatcenie biholomorficzne f : D — D jest postaci z — k-b,(2),
dla pewnych p e D i k € 0D.
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Dowdd. Niech wpierw f(0) = 0. Z lematu Schwarza wynika, ze wtedy |f(z)] < |z| dla
z € D. Tak samo |f~1(2)| < |z| i wobec tego |f(2)| = |z| dla z € D. Z koticowej czesci
lematu Schwarza wnosimy wiec, ze f jest obrotem.

W ogolnym przypadku niech p = f~10)ig = fo b, 1. Poniewaz b,(p) = 0, wiec
g(0) = 0. Wobec tego ¢ jest obrotem i f = gob, =k - by, dla pewnego k € 0D. O

Dodatek 1*: Informacja o geometrii hiperbolicznej (zadania).

Zadanie 1.* Sktadajac przeksztalcenie holomorficzne f : D — D z obu stron z odpo-
wiednimi przeksztatceniami Blaschkego dowiesé, ze:

. . de _
a)0(f(p), f(q)) < d(p,q) dlawszystkich p,q € D, gdzie §(p, q) ) b,(q)] = %.

b) [/ (p)] < (1= [f®)I*)/(1 — [p*) dla wszystkich p € D.
c¢) Jesli w a) (lub w b)) w miejsce nieréwnosci < zachodzi rownosé dla pewnych p # ¢

(odp. dla pewnego p), to przeksztalcenie f jest biholomorficzne. Przeciwnie, gdy jest
ono biholomorficzne, to obie strony nieréwnosci sa rowne jako funkcje.

Cho¢ powyzsza funkcja 0 nie spelnia nieréwnosci trojkata, to moze ona postuzyé
do wyznaczenia tzw. metryki hiperbolicznej na dysku D, a takze bogatej geometrii,
przeksztatcajacej D w tzw. model Pomcaré go ptaszczyzny Bolayia—f.obaczewskiego.

(1+5) jest metryka na dysku D. (Wskazowka:

I+|p| = 1+|q| 1+6(p.q)
ol Tl = T-o(pg) A Pq €D, ate

do jednej z nieréwnosci rozpatrywanych w zadaniu z §1.1.)

b) Gdy dysk D rozpatrywac¢ z metryka d, to kazde przeksztalcenie biholomorficzne
D — D jest izometria, a kazde przeksztalcenie holomorficzne D — D spelnia warunek
Lipschitza ze stalg 1.

c¢) Kazde koto w metryce d jest zarazem kotem euklidesowym, cho¢ na ogo6t o innym

Zadanie 2.* a) Dowies¢, ze funkcja d = “I '

sprowadzi¢ nieréwnosé trojkata do nieréwnosci

srodku i innym promieniu. (Wskazowka: rozpatrzeé kota o srodku w 0 i Skorzystaé zb).)

d) Nazwijmy odcinkiem hiperbolicznym o koncach p,q € D zbior [p, q]p {z €D :
d(p,z)+d(z,q) = d(p, q). Dowies¢, ze badz [p, q|n = [p, q] 1 punkty p i ¢ leza na wspolnej
srednicy dysku D, badz [p, ¢, jest tukiem okregu prostopadtego do D, majacym p i g
jako swe krarice. (Chodzi oczywiscie o tuk zawarty w D, i taki jest jedyny. Wskazowka:
przyja¢ wpierw p = 0, a w przypadku ogoélnym skorzysta¢ z tego, ze przeksztalcenie b,
przeprowadza p na 0 i jest homografia, a wiec ma wtasnosci omowione w §1 i w §1.6.)

Uwaga 1. * Skad bierze sie wzor na metryke d? Ot6z gdy d jest jakakolwiek me-
tryka na dysku D, w ktorej kazde przeksztalcenie biholomorficzne D — D jest izo-

metrig i ktéra spetnia warunek lim, .o d(q,0)/|q| = 1, to ze wzoru na |b)(p)| wynika
rownosé limq_)p ‘f;’i’;f limg—, d(|b (( ))| ) ||bq(p)“ = - 1|p‘2 Uzasadnia to przyjecie d(p,q) =

inf fo 1 |2dt gdzie v przebiega wszystkie drogi w dysku D, taczace p i ¢. Nietrudny
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rachunek utwierdza nas w tym, ze d(0, q) = % In % dla ¢ € (0, 1), skad juz —z doktadno-
Scia do czynnika § —wynika przyjety w zadaniu wzor, wyznaczajacy d(p, q). (Uzupelnie-
nie szczegbdtow pozostawione jest jako zadanie. ,,Rachunklem nazwano sprawdzeme ze
gdy uzy¢ zapisu biegunowego v(t) = r(t) exp(ia(t)), to fo - ||2dt |f0 d t| =
1 5 In Hq, przy czym dla pewnej drogi v, taczacej 0 z ¢, zachodm rownose. )

1-

Dodatek 2*: Lematy Blocha—Landaua i Blocha.

Lemat 2 (Blocha-Landaua). * Gdy funkcja h jest holomoficzna w kole domknietym
D(p,r), to jej obraz zawiera pewien dysk o promieniu Lr|h'(p)|, gdzie L = 1/24.

Dowdd. * Zatozmy bez zmniejszenia ogdlnosci, ze p = 0 (inaczej zastapimy h przez
funkcje z — h(z—p)) ize h'(0) # 0. Dowdd oparty jest na nastepujacej obserwacji: jesli
dla wszystkich z z pewnego kota D(zg,79) C D(0,7) spetniona jest nieréwnosé |h/(z)| <
2|1/ (20)|, a zatem i |V (z) — I'(20)| < 3|W/(20)], to dla z € D(z, 7o) wynika z lematu
Schwarza nierownosc |1/ (z) —h'(z)| < §|h'(20)|. Na podstawie ostatniego zadania z §I1.2
i twierdzenia 2 w §IV.5, funkcja h jest wiec na kole D = D(z, %7’0) roznowartosciowa i
przeksztalca je na zbior zawierajacy kolo o promieniu £ro|h/(z)|. Pozostaje znalezé¢ z
i 7 tak, by procz poprzedniego spetniony byt warunek ro|h/(zo)| = 3r|h'(0)].
Oto jak E. Landau proponuje wskazaé zy i rg. Niech

p(z) =

i niech zy bedzie jednym z pierwiastkow rownania ¢(z) = r|h’(0)|, majacych najwiekszy
modutl. (Pierwiastki takie istnieja, bo ¢(0) = r|h/(0)| i funkcja ¢ jest ciagla; ponadto

|z0| < 7, Do @ap,) = 0.) Przyjmijmy ro = +(r—|z0|). Z przyjetych definicji wnosimy, ze
r|W(0)] = (r—|z0])|R (20)| = 2r0|h'(20)], a takze D(z,79) C D(0,r1), gdzie oy ro.
Poniewaz m € (|z0],7), wigc r|h'(0)] > ¢(z) = |b'(2)|(r — r1) dla z € 9D(0,m).

Wykorzystujac zasade maksimum otrzymujemy zadang nierdwnosé:

1B [ Dzom0) < Al D(0.r1) = 1B lon(050) < TIR(0)]/ (1 = 1) = [ (0)] /ro = 2| (20)]. O

() (r = |2) dla 2 € D(0,7)

Uwaga 2. * a) ,Lemat Blocha—Landaua” byt przez Blocha (ktory pierwszy go sfor-
mutowal i dowiodt) przypisany Landauowi, za$ przez Landaua — Blochowi. Powyzszy
dowod dat w zasadzie Landau; pokazuje on zarazem, ze na pewnym dysku o promie-
niu Br|h/(p)| okreslona jest dla B = 1/24 galaz funkcji ! (bo jest na nim okreslona
funkcja (h@)*l). Takie wzmocnienie lematu Blocha-Landaua nalezy jednak do Blocha,
ktorego dowod byt znacznie dtuzszy. W lematach Blocha—Landaua i Blocha mozna liczby
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L = 1/24 czy B = 1/24 zastapi¢ przez wieksze; lecz przez jak duze — nie wiadomo do-
ktadnie, cho¢ znane s do$¢ waskie szacunki: istnieja najwieksze state Ly i By, z btedem
< 0.03 przyblizane przez 0.53 i 0.45, odpowiednio.

b) Nie nalezy sadzi¢, ze srodkiem dysku, o ktérym mowa w tezie, moze by¢ punkt
h(p), jesli stata L jest odpowiednia. Gdy bowiem h(z) = ee*/* + 1 — ¢, to zbiér h(C) =
C\ {1 — &} nie zawiera dysku o srodku w ~(0) = 1 i promieniu & — cho¢ zawiera dyski o
dowolnie duzych promieniach, w zgodzie z lematem. Zalezne niestety od ||h —h(p)|| p(p.)
oszacowanie promieni r’ takich, ze h(D(p,7)) D D(h(p),’"), daje ponizsze zadanie.

Zadanie. * Dowies¢, ze gdy funkcja h jest holomorficzna w kole D = D(0, ), to h(D) D
D(h(0), 7| W (0)[*r?), gdzie M := ||h—h(0)| p(o,) < diam k(D). Dla dowodu przyjac

wpierw r = 1 i h(0) = 0, rozwinaé h w szereg c1z + coz? + ... i dowiesé, ze
a) Gdy |z| < z7|W(0)], to 2] < 1/61 |W(2) — K(0)] < 3|0 (0)| (Wskazowka: wy-
wnioskowacé z nieréwnosci Cauchy’ego, ze |2c22 + 3c32® + .| < 2M 2] 3, -(2]2])™.)

b) Przy R = z;|1'(0)|, funkcja h jest réznowartosciowa na kole D(0, R) i przeksztalca
je na zbior zawierajacy D(0, 7|1/ (0)]?).

3 Przyklady biholomorficznych przeksztalcen na dysk.

Definicja. Zbiory otwarte U,V C C nazywamy holomorficznie rownowaznymi, jesli ist-
nieje biholomorficzne przeksztatcenie jednego z nich na drugi.

Przyktady obszarow holomorficznie rownowaznych z dyskiem omawiane byty na ¢éwi-
czeniach. Obejmuja one: potplaszezyzny, soczewki wlasciwe (w tym potkola i katy), pasy
i potpasy, przeciecia katow z dyskiem zatoczonym z wierzchotka kata, elipsy petne, ptasz-
czyzny z usunietymi roztacznymi dwiema potprostymi. Biholomorficzne przeksztatcenie
kazdego z tych zbioréw na dysk lub potptaszczyzne mozna jawnie wskazac, wykorzystujac
omawiane w §1.6 wlasnosci homografii, funkcji wyktadniczej i funkcji trygonometrycz-
nych. Przypomnijmy pokrotce, jak takie przeksztalcenia budowac.

Nazwijmy dyskiem uogdlnionym w C kazda z dwoch sktadowych zbioru C \ C, gdzie
C jest okregiem uogélnionym w C. Soczewkq w C nazwiemy niepusty zbior, bedacy
czescig wspolng dwoch dyskow uogodlnionych, ktorych brzegi sie przecinaja. Jesli dyski
te sa polplaszezyznami, to soczewka jest pasem (gdy potptaszezyzny sg rownolegle) lub
katem (gdy nie sa). Soczewka S jest wlasciwa, gdy oo nie lezy w jej domknieciu.

1) Przeksztatcenie soczewki wlasciwej na pas lub kat. Rozwazana soczewka S jest prze-
cieciem dwoch dyskow uogdlnionych, ktorych brzegi oznaczymy C i Cy. Obierzmy punkt
p € Cy N Cy i przeprowadzmy go homografia h(z) = 1/(z — p) na co. Poniewaz okregi




87 H. Torunczyk, Wyklad z FA (jesieri 04)

uogolnione h(Ch) i h(Cs) przechodza przez oo, wiec sg one prostymi, zas h(S) jest katem
lub pasem. Zauwazmy, ze h(S) C C, gdyz h™'(oc0) =p & S.

2) Przeksztatcenie pasa lub kata na potptaszezyzne. Kat tatwo jest przeprowadzi¢ na
zbior K = {z : 0 < Arg(z) < a}, gdzie 0 < o < 27, a ten funkcjg 2z — 2™ na
potptaszezyzne 11, = {z € C : Im z > 0}. (Funkcje te umiemy na K zdefiniowaé¢ dzieki
temu, ze K N[0,00) = 0, ana C\ [0,00) okreslona jest galaz logarytmu.) Natomiast
pas przeprowadzmy funkcja liniowa na pas poziomy {z : 0 < Im z < a}, gdzie o < 27,
a ten funkcja exp na kat {z: 0 < Argz < a}. Gdy zadbac o to, by a = 7, to w obrazie
otrzymamy potplaszezyzne 11 ; gdy zas o = 27, to otrzymamy kat pelny C \ [0, 00)g.

3) Przeksztalcenie wycinka kota lub potpasa. ,Potpas” {z : 0 < Imz < a,Rez < ¢}

przy przeksztatceniu exp przejdzie na wycinek kota {z : |z| < e, 0 < Argz < a}, a ten
iy

z kolei funkcja z — 2™¢ przeprowadzi¢ mozemy na potkole (a wiec na soczewke).

4) Przeksztalcenie polplaszczyzny na dysk. Gdy polptaszezyzna jest 11, = {z
Im(z) > 0}, za$ dyskiem — D(0,1), to przeksztalcenie mozemy zadaé¢ dowolnym ze
wzor6w opisanych w zadaniu 8 w §1.6.C, np. f(2) = (z —1)/(z +1).

5)* Przeksztalcenie ptaszezyzny z wyjetymi wspotiniowymi potprostymi. Jak wiemy
z §1.6.A, zbior C \ (L1 U Lg), gdzie L1 = [1,00)r 1 Ly = (—00, —1]g, jest obrazem pasa
Vo = {2z : 0 < Rez < w} przy przeksztalceniu cos, a takze —na podstawie zadania
w §1.1 1 §1.7-jest obrazem polplaszezyzny 11, przy przeksztatceniu u(z) = %(z +2z7h).
Przeksztalcenia up, 1 cosy, 1sq roznowartosciowe, zas przeksztalcenia do nich odwrotne,
przeksztalcajace C\ (L1 U Lo) na I, czy Vp, mozna zada¢ wzorami w — w + vw? — 1
i w +— —iLog(w + vw? — 1), odpowiednio. (Wzorom tym umiemy nada¢ sens, gdyz
w? —1 ¢ [0,00)g dla w & Ly U Ly.)

Kazdy z powyzszych zbiorow mozemy na inny z nich przeprowadzi¢ ztozeniem opisa-
nych przeksztatcen lub ich odwrotnosci.

4 Twierdzenie Riemanna o holomorficznej r6wnowazno$ci
plaskich obszaréw jednospéjnych.

Dowiedziemy obecnie, ze wiele weczesniej rozpatrywanych wlasnosci obszaru jest réwno-
waznych temu, by byt on jednospojny. Sa one tez réwnowazne wlasnosci oznaczonej nizej
litera R, po raz pierwszy rozwazanej przez Riemanna.

Twierdzenie 1. Gdy U jest niepustym obszarem w C, roznym od C, to rownowazne sq
warunki:

a) obszar U jest jednospojny;

b) f7 f =0 dla kazdej funkcji f € H(U) i kazdej kawatkami gtadkiej petli v w U ;

c¢) kazda funkcja f € H(U) ma funkcje pierwotng;
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d) kazda funkcja holomorficzna f : U — C\ {0} ma gatgz logarytmu,

e) kazda funkcja holomorficzna f : U — C\ {0} ma gataZ argumentu;

f) kazda funkcja holomorficzna f : U — C\ {0} ma dla kazdego w € C gatqZ swej
w-tej potegi;

g) kazda réznowartosciowa funkcja holomorficzna f : U — C\ {0} ma gatqZ pier-
wiastka kwadratowego,

R) istnieje biholomorficzne przeksztatcenie obszaru U na dysk D = {z : |z| < 1}.

Implikacje d) < e) ia) = b) = ¢) = d) = f) = g) badz sa oczywiste (jak ostatnia
z nich), badz zostaly omowione wezesniej, w §81.7, 1.8, I1.2 i II1.2.A. Implikacja R) = a)
wynika stad, ze jednospdjnosé jest zachowywana przez homeomorfizmy, zas dysk D jest
jednospojny. Natomiast to, ze jakikolwiek z warunkéw a)-g) implikuje R), nazywane
jest na og6t twierdzeniem Riemanna o przeksztatceniach biholomorficznych. Najczesciej,
nazwe ta odnosi sie do implikacji a) = R). Ponizej twierdzenie udowodnimy wykazujac,
ze g) = R), w oparciu o nastepujacy

Lemat 1 (zasadniczy). Niech p € U i niech przeksztatcenie biholomorficzne g : U —
g(U) C D spetnia warunek g(p) = 0. Jesli g(U) # D i zachodzi g), to istnieje prze-
ksztatcenie biholomorficzne gy : U — g1(U) C D takie, ze

gi(p) =0 i |gi(p)| > |g'(p)]. (2)

Dowéd. * Obierzmy punkt ¢ € D\ g(U) i homografie hg, przeprowadzajaca D na D i q
na 0. (Mozna za hg przyja¢ przeksztalcenie Blaschkego b,, patrz przyklad w §2.) Wtedy
0 ¢ hgog(U) iz zalozenia istnieje gataz gy pierwiastka kwadratowego z hy o g. Inaczej
mowiac,

Nogy=nhoog, gdzie A(z)=2*dlazeD (3)

Niech hy bedzie homografia, przeprowadzajaca D na D, zas go(p) na 0, i niech g; = hyogy.
Z definicji i z (3) otrzymujemy tatwo:

g= fogqg, gdze f:halvohfl,

Poniewaz g(p) = 0 = g1(p), wiec f(0) = 0. Ponadto, przeksztalcenie f przeprowadza
D w D (bo czynia to hy',hi* i ), lecz nie jest réznowartosciowe (gdyz A nie jest i
hi'(D) = D). Nie jest wiec ono obrotem i z lematu Schwarza wynika, ze |f/(0)] < 1.
Stad |g'(p)| = [/ (0)llg1(p)| < 1g1(p)I. [

W dowodzie milczaco wykorzystalismy to, ze gataz pierwiastka funkeji biholomorficz-
nej tez jest taka funkcja (i dlatego jest nia g1). Wykorzystamy to tez nizej, wraz z tym,
ze obraz przeksztatcenia biholomorficznego jest zbiorem otwartym.
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* Dowod implikacji g) = R) w twierdzeniu. Podzielimy go na 4 czesci.

1. Przeprowadzimy obszar U biholomorficznie na taki, ktory nie jest gesty w C.

W tym celu niech ¢ € C\ U i niech f bedzie galezig pierwiastka kwadratowego z
funkcji idy — ¢. Zbior V- = f(U) jest otwarty i wobec tego zbior =V = {—v :v € V'}
~tez. Pozostaje zauwazy¢, ze V N (=V) = (). Jesliby jednak f(a) = —f(b) dla pewnych
a,be U, toa—q=(f(a)>=(fb)?>=b—q,skad a =b1i f(a) = —f(a). Jest to
niemozliwe, bo wowcezas 0 = f(a)? = a — ¢, whrew temu, ze ¢ ¢ U i a € U.

2. Ustalmy punkt p € U i zt6zmy przeksztalcenie biholomorficzne f : U — f(U),

ktorego obraz jest roztaczny z pewnym dyskiem Dy, z homografia przeprowadzajaca ten
dysk na C \ D, a punkt f(p) na 0. Otrzymamy przeksztatcenie biholomorficzne obszaru
U na podzbior dysku D, przeprowadzajace p na 0.

3. Oznaczmy przez G (niepusty!) zbior wszystkich takich przeksztalcen i przyjmijmy

M = sup{|g'(p)| : g € G} € [0, 7]

Z uwagi 1 1) w §1 wynika, ze M > 0. Ponadto, M = |¢'(p)| dla pewnego g € G. Istotnie,
istnieja g1, go,- -+ € G dla ktorych lim,_.|g,(p)] = M. Na mocy twierdzen Osgooda—
Stieltjesa i Weierstrassa, mozna z ciagu (g,) wybra¢ podciag zbiezny niemal jednostajnie
do funkcji g € H(U) takiej, ze |¢'(p)| = M. Stad ¢'(p) # 0 i funkcja g, nie bedac stala,
przeksztalca obszar U biholomorficznie na zbior otwarty ¢g(U). (Korzystamy z uwag 1 i
2 w §1.) A ze zbior ten jest zawarty w D, to jest zawarty i w Int(D) = D.

4. Jesliby g(U) # D, to na mocy lematu istniatoby przeksztalcenie g; € G takie, ze
l91(p)| > |¢'(p)] = M, wbrew definicji liczby M. Zatem g(U) = D i g jest szukanym
przeksztalceniem. O

Uwaga 1. Plaszczyzna C nie jest holomorficznie rownowazna z dyskiem D, bo kazda
funkcja holomorficzna C — D jest stata (co wynika z twierdzenia Liouville’a).

Uwaga 2. * DowiedliSmy zarazem, ze jesli warunek R) jest spelniony, to pewne prze-
ksztalcenie biholomorficzne g, : U — D przeprowadza dany punkt p € U na 0. Kazde
inne przeksztatcenie o tych wlasnosciach jest postaci k- gy, gdzie |k| = 1 (bo jego zlozenie
z g, ! biholomorficznie przeprowadza dysk D na D, a 0 na 0; patrz twierdzenie 1 w §3).



