Rozwiazania poszczegdlnych zadan prosze pisaé na osobnych kartkach.

Wszystkie kartki nalezy podpisa¢ i podaé¢ numer grupy éwiczeniowej.

1. Okresli¢, podajac krotkie uzasadnienie, liczbe pierwiastkéw, liczonych z krotnosciami, wielomianu

P |
(A) (10p.) w pierscieniu {z : 1 <|z|< 2},

(B) (15p.) w poiptaszczyznie {z: Rez > 0}.

1

—(l—e) dz , gdzie « jest kawatkami liniows parametryzacja
Z — Z

2. (25p.) Znalez¢ caltke /
v

*»manej zamknietej [wy, w1, ws, w3, wy, wo] 0 wierzcholkach wy = —i, w; = —1, wo =7+ &,

w3y = —T7+ 8, wy = 1.

3. (A) (10p.) Niech U bedzie obszarem zawartym miedzy okregami {z: |z —2|=1} oraz
{z: [z=(14+4)|= 1} izawierajacym punkt 2(3+i). Podaé, z krotkim uzasadnieniem, przeksztalcenie
konforemne U na poétplaszczyzne {z : Rez > 0}.

(B) (15p.) Niech f: D — W bedzie przeksztalceniem konforemnym kota D = {z: |z|< 1} na

otwarty zbior wypukly W C C, przy czym f(0) = 0. Wykaza¢, ze dla E = {2 : |z|< 5} zbicr f(E)
jest wypukty.

| Wskazowka: Dla a,b € E, |a| <[b], b# 0 oraz ¢ € [0,1], zastosowaé (z uzasadnieniem) Lemat
Schwarza do funkeji g(z) = f~! (¢f($2) + (1 — ) f(2)) irozpatrzyé g(b). ]

4. (25p.) Niech U={z: 0<|z|<2}\{2:n=1,2,...} iniech f:U — C bedzie funkeja
holomorficzna majaca w kazdym punkcie % biegun lub osobliwosé istotna. Wykazaé, ze dla kazdego

c € C istnieje ciag 2, € U taki, ze z, — 0 oraz f(z,) — c.

| Wskazowka: Dla ¢ € C\ f(U) rozpatrzyé¢ funkcje ﬁ ]




Rozwigzania poszczegélnych zadan prosze pisa¢ na osobnych kartkach.

Wszystkie kartki nalezy podpisaé¢ i podaé¢ numer grupy éwiczeniowej.

1. Okresli¢, podajac krotkie uzasadnienie, liczbe pierwiastkow, liczonych z krotnosciami, wielomianu

20— 427+ 1
(A) (10p.) w pierscieniu {z: 1 <|z|< 2},

(B) (15p.) w poiplaszczyznie {z : Rez > 0}.

1
2. (25p.) Znalez¢ catke / U—zj dz , gdzie 7 jest kawalkami liniows parametryzacja
L, 2(l—e

anej zamknietej [wy, w1, wa, w3, wa, wo] 0 wierzchotkach wy = —i, w; = —1, wy, =7+ &,

W3=—7+8i, w4:1.

3. (A) (10p.) Niech U bedzie obszarem zawartym miedzy okregami {z: |z —2|=1} oraz
{z: |z—(141%)|= 1} izawierajacym punkt 2(3+1i). Podaé, z krétkim uzasadnieniem, przeksztalcenie
konforemne U na pdlptaszczyzne {z : Rez > 0}.

(B) (15p.) Niech f: D — W bedzie przeksztalceniem konforemnym kota D = {z : | z|< 1} na

otwarty zbiér wypukty W C C, przy czym f(0) = 0. Wykazaé, ze dla E = {z: |z|< 1} zbiér f(E)
jest wypukty.

| Wskazowka: Dla a,b € E, |a|<|b|, b# 0 oraz t € [0, 1], zastosowaé (z uzasadnieniem) Lemat
Schwarza do funkcji g(z) = f* (tf(%2) + (1 —¢)f(z)) irozpatrzyé g(b). |

4. (25p.) Niech U={z: 0<|z|<2}\{2:n=1,2,...} iniech f:U — C bedzie funkcjg
holomorficzng majaca w kazdym punkcie % biegun lub osobliwos¢ istotna. Wykazac, ze dla kazdego

c € C istnieje ciag z, € U taki, ze z, — 0 oraz f(z,) — c.

| Wskazowka: Dla ¢ € C\ f(U) rozpatrzyé¢ funkcje f—(f)_—c |




Rozwigzania poszczegélnych zadarn prosze pisaé¢ na osobnych kartkach.

Wszystkie kartki nalezy podpisa¢ i podaé numer grupy éwiczeniowej.

1. (A) (15p.) Okresli¢, podajac krotkie uzasadnienie, liczbe pierwiastkéw, liczonych z krotno$ciami,
wielomianu 27 + 5z* — 1 w pélptaszczyznie {z : Rez > 0}.

(B) (10p.) Niech D = {z:|z|< 1} iniech f,: D — C bedzie ciagiem funkcji holomorficznych,
zbleznym niemal jednostajnie do funkcji f: D — C, ktora nie jest stala. Wykazag, ze jesli f(0) =0,
to istnieje n oraz z € D takie, ze f,(z) =0.

| Wskazowka: Wybra¢ (uzasadniajac) kolo D, = {z: |z|<r}, r < 1, takie, ze f nie przyjmuje zera
w zadnym punkcie 9D, . |

~ L

2. (25p.) Znalez¢ caltke /7 o 21,)0?; Yy dz , gdzie v jest kawaltkami liniowg parametryzacja
tamanej zamknietej [wo, w1, wa, w3, wp] 0 wierzchotkach wg =4 — 3i, wy = —2 — 31, wy =4 + A,
W3y = —2 4 3.

3. (A) (10p.)  Okresli¢, z krotkim uzasadnieniem, przeksztalcenie konforemne obszaru zawartego
miedzy okregami {z: |z — 2i|=2} oraz {z: |z — 3i|= 1}, zawierajacego punkt 7, na pas
{z: 0 < Rez < 1}.

(B) (15p.) Niech D = {z:|z|< 1} i niech f: D — D bedzie funkcja holomorficzng taka, ze dla
pewnych a,b € D, a # b, f(a) = a oraz f(b) =b. Wykaza¢, ze f(z) = z dla z € D.

a—z

l1—az

rozpatrzy¢ g(0) oraz g(p'(b)) . ]

"“Vskazéwka : Dla g= ¢ lofop, gdzie ¢(z)=

4. Niech U={z: 0<|z|< 1} iniech f:U — C bedzie réznowartosciows funkcja holomorficzna.
(A) (10p.) Wrykazac, ze jesli f ma w zerze osobliwosé pozorna, to lim, .o f(2) & f(U).

(B) (15p.) Wykazac, ze jesli f nie ma w zerze osobliwosci pozornej, to ma w zerze biegun prosty.

| Wskazowka: Skorzystac z faktu, ze kazda funkcja holomorficzna przeksztatca otwarty zbiér spojny

1
na zbior otwarty lub w punkt. Dodatkowo, w (B), rozpatrzy¢ 7 ]




