Semantyka i weryfikacja programéw 2023/24.
Egzamin 2/02/2024, zadanie 3 (weryfikacja)

Pracujemy w jezyku TINY4 nad typem danych rozszerzonym o operacje artymetyczng
_div2 dzielenia catkowitego przez 2 oraz o rodzaj Array i operacje:

newarr: Array

put: Array X Int x Int — Array
get: Array x Int — Int

swap: Array x Int x Int — Array

Nosnik rodzaju Array to zbior funkeji (catkowitych) z liczb catkowitych w liczby catkowite,
| Al Array = Int — Int,
a operacje interpretowane sg jako funkcje

newarr - | A| array

pUt_A: ’A|Army X |A|Int X ‘A|Int — |A’Army
get_A: ‘A’Army X ’A’Int — ’A‘Int

Swap 4 - |A|A7’7’ay X |A|Int X ‘A|Int — |A|Army

zdefiniowane nastepujaco:

newarr 4(1) =0

put 4(A,i,n) = Ali — n]

gel 4(A, i) = A(i)

swap 4(A,i,j) = Ali — A(j), 5 — A(i)]

dla wszystkich i, j,n € Int i A: Int — Int. Wyrazenie get(A, e) bedziemy jak zwykle zapi-
sywac jako Ale]. Ponadto, w asercjach wykorzystujemy ,predykat” A:Array stwierdzajacy,
ze zmienna A jest rodzaju Array (pozostale zmienne sa rodzaju Int). Wyrazenia logiczne
jezyka rozszerzamy tez o oczywiste nierownosci e < €’ (wyrazalne jako e < €/ A =(e = €'))
oraz e > € (wyrazalne jako ¢/ < e). Dla czytelnosci, w formutach ciagi nieréwnosci be-
dziemy zapisywac¢ w skroconej postaci, np. j < i A ¢ < k zapisujac jako j <1 < k.

Ponizej (na odwrocie) dany jest program w tym jezyku.
Do celow specyfikacji wprowadzamy predykat:

H(a,j, k) = a:Array AV1.2 % j <1< k= all div2] > al]

Nalezy udowodni¢ catkowita poprawnosé programu wzgledem podanych warunkéw, po-
dajac:

e niezmienniki petli programu oraz asercje posrednie, ktore ,koduja” dowdd popraw-
nosci czesciowej w logice Hoare’a; wymagane jest podanie niezmiennikéw v i v, oraz
przynajmniej asercji g, s, oz (ale podanie innych asercji z btedami moze wplyna¢
na ostateczna ocene rozwiaznia).

e anotacje [decr ...in ...wrt ...] dla obu petli tak, aby (w kontekscie podanych
niezmiennikéw) wynikata z nich wlasnosé stopu petli.



[n > 0 A a:array]

k :=1;

while [v;:
k < n do [ decr wrt
k := k+1;

j = k;

aljl;
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while [vs:
j >1 do [ decr wrt
(

1 := j div2;

if x < a[i] then

)
1]

swap(a,i,j);

j =1

[

)
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[H(a,1,n)]

in
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Przykladowe rozwigzanie (wersja I)

[n>0 A a:Array]
k :=1;
while [v;: H(a,1,k) A 1<k<n ]
k < n do [ decr n-k wrt > in N ]
(
[H(a,1,k) A 1<k<n ]
[2<k+1<n A V1.((2<1<k+1 A 1#k+1) = a[l div2]>all]) ]
k := k+1;
[2<k<n A V1.((2<1<k A 1#k) = all div2]>all]) ]
j o=k
[1<j<k A 2<k<n A V1.((2<1<k A 1#j) = all div2]>a[l]) A
j>1 = ((2%j<k = alj div2]>al2%j1) A (2%j+1<k = a[j div2]>al[2xj+1])) ]
x := aljl;
[og: 1<j<k A 2<k<n A V1.(2<1<k A 1#j) = all div2]>a[l] A
i>1 = ( x=alj]l A (2%j<k = alj div2]>al[2%j1) A
(2%j+1<k = alj div2]>al2*xj+1]) ) ]
while [v5: 1<j<k A 2<k<n A V1.((2<1<k A 1#j) = all div2]>all]) A
j>1 = ( x=al[j] A (2%j<k = al[j div2]>al[2*j]) A
(2%j+1<k =-alj div2]>al2*xj+1]1) ) ]
j>1 do [ decr j wrt > in N ]
(
[’}/2 A\ J>1 ]
i = j div2;
[v2 A j>1 A i=j div2 ]
if x < ali] then
[oo: 2 A §>1 A i=j div2 A x<ali] ]
[ag: 2<k<n A V1.(2<1<k = all div2]>alll) 1

j =1
[j=1 A 2<k<n A V1.(2<1<k = al[l div2]>all]) ]
else (
[v2 A 3>1 A i=j div2 A x>ali] ]
a := swap(a,i,j);

[az: 1<i<k A 2<k<n A V1.((2<1<k A 1+#i) = all div2]>al[l]) A
i>1 = ( x=al[i]l A (2%i<k = ali div2]>al[2*i]) A
(2%i+1<k = al[i div2]>al[2*i+1]) ) ]

[72 ]
)
)
[j=1 A 2<k<n A V1.((2<1<k A 1#j) = all div2]>al1]) ]
)
[H(a,1,k) A 1<k=n ]
[H(a,1,n)]



Przykladowe rozwigzanie (wersja II, tylko nieco rézna)

[n>0 A a:Array]
k :=1;
while [v;: H(a,1,k) A 1<k<n ]
k <ndo [ decr n-k wrt > in N ]
(
[H(a,1,k) N 1<k<n ]
k := k+1;
[H(a,1,k-1) A 2<k<n ]
j = k;
[H(a,1,k-1) A 2<j=k<n ]
x := aljl;
[ay: H(a,1,k-1) A 2<j=k<n A x=alj] 1
while [v5: 1<j<k A 2<k<n A V1.((2<1<k A 1#j) = all div2]>all]) A
j>1 = ( x=al[j] A (2%j<k = al[j div2]>al[2*j]) A
(2%j+1<k =-alj div2]>al2*j+1]) ) ]
j>1 do [ decr j wrt > in N ]

(
[y A j>1 ]

i1 := j div2;
[ve A j>1 A i=j div2 ]

if x < alil then
[CYQ! Y2 A\ H(a,l,k) ]

j =1

[j=1 A 2<k<n A H(a,1,k) ]

else (
[v2 A j>1 A i=j div2 A x>ali] 1]

a := swap(a,i,j);

[ag: 1<i<k A 2<k<n A V1.((2<1<k A 1#i) = al[l div2]>al1]) A
i>1 = ( x=ali]l] A (2*¥i<k = al[i div2]>al2*xi]) A
(2%i+1<k = al[i div2]>a[2*i+1]) ) ]

[72 ]
)
)
[2<k<n A H(a,1,k) ]
)
[H(a,1,k) A k=n ]
[H(a,1,n)]



