Podstawowe fakty

Wartosé oczekiwana zmiennej losowej X przyjmujacej wartosci y1,ys, - . . okre-
$lamy wzorem

E[X] = ZP(X =) v

(zazwyczaj bedziemy to stosowac dla zmiennych o wartosciach catkowitych, nie-

ujemnych, czyli gdy ciag y1,ya, - . . jest clagiem 0,1,2,...). Wartosé oczekiwana

opisuje §rednia wartosé zmiennej X i moze byé nieokre$lona lub nieskoiiczona.
Warto$é oczekiwana ma wtasnosci podobne do calki.

Fakt 1. Warto$¢ oczekiwana jest liniowa, tzn.
E[X +Y]=E[X]+ E[Y]

oraz, dla a € R,
ElaX] = a E[X].

Fakt 2. Jezeli zmienne losowe X oraz Y sa niezalezne, tzn. P(X € AANY €
B) = P(X € A)P(Y € B) dla dowolnych zbioréw A, B, to zachodzi réwnosé

E[X -Y] = E[X]E[Y].
Cwiczenie 1. Dla jakich zmiennych zachodzi réwnos¢ E[X - X| = E[X]E[X]?
Cwiczenie 2. Jezeli X jest nieujemna zmienna losowa oraz E[X] = 0, to X = 0.
Wariancja zmiennej losowej X definiowana jest wzorem

Var[X] = E[(X — EX)?].

Zgrubsza, mierzy ona, jak przecietnie X odbiega od swojej sredniej. Np. jezeli
wariancja jest zerowa, to znaczy, ze X w ogoble nie odbiega od swojej Sredniej,
wiec jest stala.

Cwiczenie 3. Wykaz, ze

Var[X] = E[X?] - E[X]*.
Fakt 3. Wariancja sumy niezaleznych zmiennych losowych jest suma ich wa-
riancji

Var(X+Y) = E[(X+Y)-E[X +Y])
= E[X?+2XY +Y?— (E[X]?+2E[X]E[Y] + E[Y]?)]
E[X? - E[X)?| + E[X? — E[Y)’] + 2E[XY] — 2E[X]E[Y]

0 z niezealezno$¢i

= Var[X]+VarlY)]

Problem kolekcjonera nakretek

Kolekcjoner nakretek od soczkéw Tarczyn ma na celu przeczytaé¢ kazda z 300
mozliwych informacji umieszczonych na spodzie nakretki soczku. Ile $rednio
musi kupi¢ butelek, by ten cel osiagnac?



Rozwigzanie Przyjmijmy dla uproszczenia opisu, ze kolekcjoner kupuje nowy
soczek kazdego dnia poczawszy od dnia numer 1 i jezeli widzi nakretke, ktora
juz posiada w kolekcji, to ja wyrzuca a w przeciwnym wypadku zachowuje.
Oznaczmy liczbe 300 symbolem n. Dla ¢ =1,...,n, niech T; bedzie momentem
(numerem dnia) w ktorym kolekcjoner celebrowal i-ta zakretke w kolekcji. Tak
wiec, T1 = 1 oraz T» jest numerem dnia, w ktérym kolekcjoner otrzymal zakretke
inng od tej pierwszej.

Interesuje nas wartos¢ oczekiwana zmiennej T' := T,,. Oznaczmy sobie przez
S; zmienng T; —T;_1. Zmienna ta mowi, ile dni czekal kolekcjoner od momentu,
kiedy mial ¢ — 1 zakretek, do momentu, w ktérym otrzymal zakretke, ktorej
wczesniej nie mial. Wéwcezas, jesli przyjmiemy, ze Ty = 0, to

T=(Ty—To)+(To—T\)++ (Ty—=Tp1) =S+ + Sp.

Latwo zobaczy¢, ze zmienna S; ma rozktad geometryczny, w ktérym praw-
dopodobienistwo sukcesu wynosi ”_fﬁ'l, gdyz sukcesem kolekcjonera jest wylo-
sowanie ktorejbadz nakretki sposréd n — i 4+ 1 pozadanych.

Ponizej obliczymy warto$é¢ oczekiwana oraz wariancje zmiennej o rozkladzie

geometrycznym za pomocg funkcji tworzacych.

Fakt 4. Wartos¢ oczekiwana oraz wariancja zmiennej losowej X o funkcji two-
rzacej fx(t) wyrazaja sie wzorami

ElX] = fx()
Var[X] = 3/((1)+f$((1)_(f§((1))2

Dowodyzi sie tego poprzez zrozniczkowanie szeregdw wyraz po wyrazie.

Dla zmiennej Gy, o rozktadzie geometrycznym z parametrem sukcesu p, funk-
cja tworzaca to

fa,() =) PGy =i}t = Y p(l—p)'t
i i=1
=3 0 0-9)" = i

Wartosci dwoch pierwszych pochodnych fo, w jedynce to % oraz %, skad
wnioskujemy, ze

ElGy] = 1/p
I-p
p?
A zatem, jako ze zmienna S; ma rozktad geometryczny z prawdopodobien-

n—i+1 1 n
stwem sukcesu “===, to E[S;] = =5

Tak wiec, z liniowo$ci wartosci oczekiwanej,

Var|G,]

E[Tn}:E[S1]+...+E[Sn]:g+n7i1+...+%:n,Hm

gdzie H, = 1+ % + % + % jest n-ta liczba harmoniczna, na ktora mamy
oszacowanie H, = Inn+~y+ % +0(1), dla stalej Eulera v ~ 0.577. Wobec tego,



ETl=n-lnn+~v-n+ 3+ 0(1) = O(nlnn) i tyle srednio trzeba czeka¢ na
zebranie wszystkich nakretek. W praktyce, w przypadku Tarczyna, oznacza to,
ze $rednio musimy kupi¢ 1885 butelek zanim zbierzemy 300 réznych nakretek.
Teraz policzymy wariancje zmiennej T', czyli miare tego, jak bardzo brutalna
rzeczywistos¢ srednio moze odbiec od oczekiwan kolekcjonera nakretek.
Przypomnijmy, ze wariancja zmiennej o rozkladzie geometrycznym z para-

metrem p wynosi 1p_2p . Tak wiec,
1— n—i+1
Var[Si] = (nfiJr;L)Z
n
i—1
— n
—it1)2
(=)
1—1 n 2 n 2
= G =G
n n—i+1 n—i+1
Poniewaz zmienne Sy, ... .S, sa niezalezne, to stosuje sie wzor na wariancje sumy

zmiennych niezaleznych.

Var[T] = Var[Si+ -+ Sy]
= Var[Si]+ - Var[S,]

() + () () = ()
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Co z tego wynika w praktyce, méwia nam nieré6wnosci Markowa (stabsze
oszacowanie, korzystajace tylko z wartosci oczekiwanej) i Czebyszewa (silniejsze,
korzystajace z wariancji)

Fakt 5. Nieréwnos¢ Markowa. Dla o > 0 oraz nieujemnej zmiennej losowej X,

P[X > o] < —E[X].

Dowadd. Niech y1,ys, ... bedzie rosnacym ciagiem warto$ciami zmiennej X. Za-
tozmy, ze y,, > « dla n > N (jezeli takie N nie istnieje, to lewa strona nierow-
nosci jest rowna 0 i jest OK).

Weedy E[X] = Y0, P(X = 3i) -3 = X2y P(X =9i) -a = P(X 2 a) - a.

Stosujac to dla a = ¢ - nH,, oraz zmiennej T dostajemy, ze

P[T >c-nH,] <

ol

A zatem, prawdopodobieristwo, ze kolekcjoner nakretek bedzie musiat kupié
przynajmniej 3770 soczkow by zebra¢ calg kolekcje jest mniejsze niz 50%, a ze
bedzie musial kupi¢ przynajmniej 18850 nakretek — 10%.

Duzo bardziej optymistyczne oszacowania daje nam ponizsza nieréwnosé.



Fakt 6. Nieréwnos¢ Czebyszewa. Dla a > 0 oraz nieujemnej zmiennej losowej
X,
Var[X]

o?

PIIX — BIX]| > o] <
Wynika ona z nieréwno$ci Markowa dla zmiennej (X — E[X])2.

Stosujac to do problemu kolekcjonera nakretek, otrzymujemy, ze

1.65 2

W naszym przypadku n = 300, biorac ¢ ~ 6 otrzymujemy, ze prawdo-

podobienistwo, ze kolekcjoner nakretek bedzie musiat kupié przynajmniej 3770

soczkow jest mniejsze niz 5%, a prawdopodobieristwo, ze kolekcjoner zakornczy
po kupnie miedzy 1280 do 2485 soczkow jest wieksze niz 60%.



