STATYSTYKA OPISOWA

Nie mozna sie oprze¢ wrazeniu, ze formuty matematyczne
majq niezalezny od nas byt i inteligencje, ze sq madrzejsze
niz my sami, nawet madrzejsze niz ich odkrywcy i ze
mozemy wywnioskowaé z nich wiecej niz poprzednio w
nich zawarto.

Heinrich Rudolph Hertz, fizyk, 1857 - 1894

Statystyka opisowa

Wyktad ten w zasadzie poswigcony jest statystyce, elementom statystyki w
nauczaniu szkolnym. Jest napisany troch¢ jak fragment podrecznika. Chce jednak
naswietli¢ i inne, szersze zagadnienie — problem interpretacji danych liczbowych i
podejmowania decyzji na ich podstawie. Jak czyta¢ dane statystyczne, jak (nie da¢
si¢) oszukiwac za ich pomoca, jak je obrabiaé, zeby uzyskac korzystny dla nas efekt
— 1 jak poznaé, ze kto$ przygotowat nam taki spreparowany pakiet. Uwazam to za
bardzo wazny motyw nauczania statystyki w szkole.  Najbardziej bowiem
dokuczliwg cechg statystyki jest to, ze Swietnie nadaje si¢ do ... propagandy. Latwo
jest oszukiwa¢ za pomocg statystyki, a wiec jakby w majestacie matematyki. Znane
jest powiedzenie, ze dane statystyczne to jak ludzie: wystarczy je dostatecznie
dtugo pomeczy¢, a powiedzg wszystko. Mysl, ktora przewijac si¢ bedzie przez ten
rozdzial, moge wyrazi¢ tak:

Jak (nie da¢ si¢) oszukiwac¢ za pomocg statystyki? Jak zmusi¢ liczby, by
pracowaty dla nas?

Watki te przewijaty si¢ i w poprzednich wyktadach.

Elementy statystyki znajduja si¢ od kilku lat w programach nauczania dla
gimnazjow 1 dla liceow. Tych tresci jest niewiele. Uczymy tylko o S$rednich
(praktycznie: arytmetyczna, mediana i moda) 1 odchyleniu standardowym.
Dotykamy tez sztuki wlasciwej prezentacji danych statystycznych. Niewielka liczba
godzin, ktore mozemy przeznaczy¢ na statystyke, spowoduje, ze wiedza naszych
uczniow bedzie bardzo powierzchowna. Tkwi to jednak w zaloZeniu obecnie
obowigzujacej podstawy programowe;.

W szkole nie uczymy statystyki, tylko statystyki opisowej. Sama statystyka
jest bowiem konkretng dyscypling matematyczng. Statystyka opisowa jest zas
sztuka stosowang. Uczymy tylko stosowania metod matematycznych do opisu
zjawisk zycia spotecznego, gospodarczego, do analizy wielkich zbiorow danych.

Nie jest dla mnie wcale jasne, ze elementy statystyki opisowej maja stanowic
cze$¢  programu  matematyki. Konieczno§¢  wykonywania  stosunkowo
skomplikowanych obliczen (a raczej: prostych rachunkéw w duzej ilosci) moze by¢
argumentem za umieszczeniem statystyki na lekcjach informatyki. Z Kkolei
powigzanie z prawdziwymi problemami zycia codziennego moze sktania¢ do
umieszczenia elementow statystyki w wielu innych przedmiotach: przede wszystkim
geografii 1 elementach przedsigbiorczosci. Przeciw temu rozwigzaniu przemawia
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jednak smutna rzeczywisto§¢. W statystyce jest troche matematyki, a fobii
antymatematycznej ulega wraz z duzg czes$cig spoteczenstwa nie mniejsza frakcja ...
nauczycieli. Nauczanie statystyki w wykonaniu nauczyciela, ktory nie rozumie
matematyki, mogloby by¢ ... powiem tagodnie, niewlasciwe.

Statystyka, jak wiemy, opiera si¢ na duzych zbiorach danych. To pierwsza
zasada. Jesli chirurg wykona dwie trudne operacje 1 powiedzie si¢ jedna, to nie moze
twierdzi¢, ze ma pigcdziesigcioprocentowa skutecznos¢. Jaki zbior uznajemy za
»duzy”, zalezy od konkretnej sytuacji. Preferencje wyborcze Polakow badane sa
zwykle na probee kilkusetosobowej. Do badan dydaktycznych tez potrzebne sg duze
zbiorowosci. Mozna powiedzie¢, ze statystyka polega na badaniu duzych
zbiorowosci za pomoca badania wyselekcjonowanych probek.

Troche terminologii. Wyobrazmy sobie, ze chce co$ wiedzie¢ o dtugosci stop
Polakéw (niech to beda na przyktad dorosli mezczyzni). Cheg znaé $rednig dlugosé,
odchylenie standardowe i tak dalej. Chcg zna¢ parametry rozktadu zmiennej losowe;j
,,dhugosc¢ stopy”. Jak mam poznac te parametry? Wybieram losowa, reprezentatywna
probke, czyli na przyktad 150 me¢zczyzn. Wyznaczam Srednig dlugo$¢ stopy tej
grupy. Ta Srednia jest jedng ze statystyk rozktadu. Stowo statystyka ma zatem dwa
znaczenia. Moze to by¢ dyscyplina matematyczna, ale tak samo nazywamy
wielko$¢, opisujaca probke. Gdy probka zmienia si¢ w populacje, Statystyka
przechodzi w parametr. Dopiero po takim wyjasnieniu mozemy (pamigtajac, ze
estymacja to oszacowanie) zrozumie¢ pozornie bezsensowne zdanie:

Statystyka polega na estymacji parametréow na podstawie znajomosci
statystyk.

Drugg cechg badan statystycznych jest to, ze stale balansujemy tam mi¢dzy
doktadno$cig a wiarygodno$cia. Nieustannie musimy o tym pamigtac. Jesli méwie,
ze 58,13 % Polakow popiera dziatania rzadu, jestem dokladny, ale mato wiarygodny
— skad akurat te trzynascie setnych procenta? Jesli mowie, ze odsetek ten jest
migdzy 10 a 90 procent, jestem wiarygodny, ale malo doktadny. Jedng z
najwazniejszych spraw w badaniach statystycznych jest wlasnie osiggniecie
pewnego kompromisu miedzy doktadnoscia a wiarygodnoscia.

Czy nam si¢ to podoba, czy nie, statystyka coraz bardziej wchodzi w nasze
Zyciez. Jest to czesciowo uboczny efekt komputeryzacji. Obliczenia statystyczne sg
bardzo zmudne, czasochtonne i zniechecajace. Trzeba jednak powiedziec, ze nie sq,
lecz ze byly. Komputery zmienity sposdb nauczania statystyki. Teraz wszystko
mozemy mie¢ szybko. Niekiedy za szybko i ..za duzo. W czasie ostatnich

! W czasach, w ktorych ja chodzitem do liceum, byt w ostatniej klasie przedmiot Astronomia. Uczyli
go (w réznych klasach) pan od fizyki i pani od geografii. Byly to dwa zupehie inne przedmioty.
Fizyk uczyt o budowie gwiazd, kosmologii, teoriach powstania Wszechswiata, zahaczyt o geometri¢
nieeuklidesowg i teori¢ wzglednos$ci, omawiatl procesy zachodzace wewnagtrz Stonca i jak bedzie
przebiega¢ podréz na Ksiezyc. Mnie uczyta — wdziecznie zresztg wspominana przez nas wszystkich
—  wychowawczyni, bgdaca nauczycielka geografii. Uczyta nas o zmiennosci por roku, o krzywej
zwanej analemna (prosze znalez¢ w Internecie, co to jest!!! A ja wiem ze szkoty!!!), zmienno$ci w
pozornym ruchu Stonca, ekliptyce, precesji, wyznaczaniu odlegltoéci do gwiazd, orientowaniu si¢ za
pomoca gwiazd, o kalendarzu, i opowiadata mity o gwiazdozbiorach. Nie warto$ciuj¢ tych sposobow
wypetnienia tre$cig hasta Astronomia. Nie mowie, ktory lepszy.

2'W ksigzce Johna Allena Paulosa Analfabetyzm matematyczny i jego skutki (Gdanskie Wydawnictwo
Oswiatowe, 1999) niemal wszystkie negatywne skutki nieznajomo$ci matematyki odnosza si¢ do
nieumiejetnego postugiwania si¢ rachunkiem prawdopodobienstwa i statystyka.



STATYSTYKA OPISOWA

mistrzostw §wiata w pilce noznej byliSmy bombardowani informacjami
statystycznymi: ile razy gracz druzyny X kopnat pitke lewa, a ile razy prawg noga i
ile karnych obronil w ostatnich pigtnastu latach bramkarz druzyny Y. A gdy
Agnieszka Radwanska przegrywata w czwartej rundzie turnieju tenisowego w
Wimbledonie — a byt to jej pierwszy start w duzej imprezie — do samego konca w
jej dossier na ekranie pojawiat si¢ napis: procent wygranych meczoéw w turniejach
wielkoszlemowych: 100.

Rachunek prawdopodobienstwa jest bezlitosny. Totalizator Sportowy ma prawo
zaktada¢, ze zarobi na czysto tyle a tyle ztotych. Nie wiadomo, czy panstwo Kowalscy beda
mieli synka, czy coreczke, ale w ciggu roku w Polsce urodzi si¢ troche wigcej chtopcoOw niz
dziewczynek. Fabryka pieluszek Pampers-Boy i Pampers-Girl moze produkowac stale trochg
wigcej pieluszek dla chtopcow, a troche mniej dla dziewczynek. Nie wiem, czy akurat ja bede
chodzil w gipsie, ale w Zakopanem wiedzg, ile gipsu potrzeba na sezon. Przypadkowe,
powtarzalne zdarzenia podlegaja bardzo S$cistym prawom i my wszyscy planujemy nasza
przysztos¢ stosujac intuicyjnie rachunek szans, matematycznie nazywany wtasnie rachunkiem
prawdopodobienstwa, albo probabilistyka. Profesjonalnie stosuja ten rachunek towarzystwa
ubezpieczeniowe. Gdy ubezpieczam si¢ na zycie, proponujg mi sktadke zalezng na ogo6t od
bardzo wielu czynnikéw: rachuja moje szanse na przezycie.

Matematyka przypadku jest bezlitosna. Z jednej strony powiada: $pij spokojnie,
dyrektorze kasyna: na 99,99 procent to si¢ nie zdarzy. Zrelaksuj sig, trenerze — tytut juz wasz:
prowadzicie w karnych juz 4:0 — przeciez oni by musieli strzeli¢ pie¢ a wy zadnego! Nie
licz, Zosiu, ze zycie nam si¢ odmieni, gdy tylko wypelnimy ten kupon Totka. Premierze: nie
musisz si¢ liczy¢ z tym, ze woda przekroczy stan alarmowy o 8 metrow.

Ale z drugiej strony rachunek szans ostrzega: nie mozna wykluczy¢, ze kto§ w kasynie
trafi numer nawet 100 razy pod rzad. Jesli szansa zdobycia bramki z karnego jest nawet 10 do
1, to i tak jeszcze oni moga wygrac. Zosiu, kto$ przeciez wygrywa w Totka ... wigc moze w
tym tygodniu my ... Panie premierze, gdyby te waly byty przewidziane nie tylko na powddz
stulecia, ale tysigclecia ...

PrzyzwyczailiSmy si¢ juz do tego, ze przed kazdymi wyborami instytuty badania
opinii prognozuja wyniki 1 ze czasami zdarzaja si¢ wpadki, jak chociazby ta z wyboréw
parlamentarnych we wrzesniu 2005 roku, kiedy juz dwa dni po wyborach OBOP szacowat
frekwencje na 59 procent, a faktyczna wyniosla 48.  Najtrudniej jest w takich
przewidywaniach dobra¢ reprezentatywng probke, na przyktad 1000 osob tak, zeby bylo w
nich odpowiednio duzo rolnikow, przedsigbiorcow, robotnikow - ale takze mlodziezy i
mieszkancoOw matych miast 1 duzych metropolii 1 tak dalej i tak dalej. Wybdr ziej probki
zafalszuje prognozy. Dobor takiej probki to sztuka, wobec ktdrej blednie nawet matematyka.

Wiasciwa prezentacja danych
Nie bed¢ omawia¢ roznych typow diagramoéw, wykresow itp. Zwroce uwage na cos$

istotnego: na konieczno$¢ doboru wtasciwej prezentacji graficznej do danych.
Przypus¢my na przyktad, ze chcemy zilustrowa¢ graficznie taki szereg statystyczny:

3,2,4,3,5/2,4,4,3,5,5,4,4,5.

Jaki wykres wybrac?
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Nie ma jednej odpowiedzi. Typ wykresu zalezy od typu danych. Zauwazmy

najpierw, ze na lekcjach matematyki przyzwyczajamy uczniow, ze wykresem tego

ciggu jest zbidr izolowanych punktow:
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Uczniowi, ktory wykona wykres na przyktad taki:

zwracamy uwage, ze jest to niepoprawne, bo funkcja nie jest okre$lona dla
niecatkowitych wartosci argumentu. Tymczasem kazdy z nas ,,w zyciu codziennym”
narysowatby wlasnie tak.

Wyobrazmy sobie teraz, ze podane liczby sg stopniami matematyki, jakie Ela
otrzymywala w ciggu semestru. Wtasnie z wykresu drugiego wida¢, ze Ela uczyla
si¢ coraz lepiej. Miata wzloty i upadki, ale ,linia trendu” byla zdecydowanie do
gory. Drugi wykres ilustruje to znacznie lepiej. Mozemy sobie poza tym wyobrazac,
ze miedzy jednym stopniem a drugim wiedza Eli przyrastala w sposob liniowy (albo
malata). Umyst nasz lubi ciagtos$¢. Juz Pitagorejczycy wpadli w kryzys ideologiczny
Wiasnie dlatego, ze nie potrafili ,,uciggli¢” prostej. Pomowimy o tym w wykladzie
15.

Ladne i efektowne sg wykresy stupkowe, takie jak ten:
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Nie nadaja si¢ jednak do prezentacji ocen szkolnych. Kiedy za§ mozemy zastosowaé
wykres kotowy, taki jak na rysunku ponizej? Na przyktad, gdyby byty to
dobrowolne sktadki cztonkow klubu na jakis cel: kto§ dat 3 ztote, inny 4 albo 5. Nie
jest wtedy wazny czas, a tylko procentowy wktad wptat cztonkow klubu na
konkretny cel.

Miary wartoSci centralnej

Tym skomplikowanym mianem w obecnej podstawie programowej okreslamy po
prostu $rednig. Ale jak wiemy, $rednich jest bardzo duzo. Omoéwig tylko najczesciej
uzywang Srednig — arytmetyczng. Jest ona najprostsza i jest to jej zarbwno jej zaleta,
jak i wada.

W statystyce s$rednig arytmetyczng oznaczamy czgsto przez postawienie
kreseczki nad zmienng. Niech na przyktad X oznacza dlugos$¢ stopy cztowieka. Jezeli
zmierzymy dhugosci stop pewnej liczbie 0sob, powiedzmy n, to matematyk powie,
ze otrzymali§my cigg skonczony Xi, Xz, ..., Xp. Srednia arytmetyczna wyrazow
takiego ciggu to liczba
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s XAt Xo . H Xp
- :

Statystyk zapisze to inaczej. Niech dlugosci stop 11 mezczyzn beda rowne
odpowiednio 26, 27, 26, 25, 29, 30, 24 , 28, 29, 31 cm. Statystyk zapisze, ze

X =26, 27, 26, 25, 29, 30, 24, 28, 29, 31,27,31

a wartoscig srednig (przecigtng) jest X = 2 _306 _ 27g cm
q a(p ¢ing) J 11 1 7

Czy mozemy powiedzie¢, ze przecietny zawodnik tej druzyny pitkarskiej ma
. 9 : L .
stope dtugosci 27ﬁ cm? Przeciez wyliczyliSmy te przecietng? No, to kto ma taka

stope? Nikt! Do tego, pierwszego paradoksu zwigzanego z pojeciem Sredniej
przywykamy bardzo szybko: nikt nie jest $redni, nikt nie jest przecigtny. Nie dziwig
nas takze utamkowe cze¢$ci ludzi i samochodow: jezeli przez pierwsza godzing przez
most przejechato 157 samochoddw a przez drugg 144 to $rednio .... sto pigédziesiat i
p6t samochodu. Jesli w sobote restauracje odwiedzito 55 oséb, a w niedzielg 50, to
srednia frekwencja wyniosta 52 1 pot osoby.....Czy wyobrazamy sobie polowke
samochodu jadaca przez most, albo pot osoby w restauracji’? A czy zdajesz sobie
sprawe, Czytelniku, ze w kazdym panstwie przecigetny obywatel ma mniej niz dwie
nogi? Nie? A przeciez to jasne: nikt nie ma trzech, a niektdrzy sa bez nogi....

Kontynuujmy ogdlne rozwazania na temat wielkosci $redniej. Obliczanie
wartosci $redniej nie zawsze ma sens. Jesli ston wazy dwie tony, a komar 2
miligramy, to $rednio waza tong¢ i miligram. Matematycznie si¢ zgadza. Ale co to
znaczy? Nic. Ale sa i1 calkiem naturalne sytuacje, w ktorych dopiero po chwili
zastanowienia si¢ dojdziemy do wniosku, Zze wykonane przez nas poprawne
obliczenie warto$ci $redniej nie ma wigkszego sensu.

A co to znaczy, ze S$redni, przecigtny Amerykanin jest wyzszy od
Japonczyka, a przecietny mezczyzna od kobiety? To wydaje si¢ jasne i zrozumiale.
Wiemy, Ze to nie znaczy, ze kazdy Amerykanin jest wyzszy od kazdego Japonczyka,
tylko, ze ..... no wlasnie, na to proste pytanie jest wiele odpowiedzi, co zaraz
zobaczymy.

W wyktadzie o pienigdzach bardzo wiele pojec¢ ilustrowatem na przyktadzie
jednego zadania, z matury 1881. W tym wykladzie o statystyce sporg czgs¢
materialu mozna odnosi¢ do pewnego zadania Hugona Steinhausa. Oto ono*:

Aki i beki. Uczniow klasy A nazwiemy akami, uczniéw klasy B — bekami. Aki
chwalga sie, ze sq wyzszego wzrostu niz beki, a beki uchodzg za lepszych
matematykdéw. Gdy raz jeden z akéw patrzyt z géry na beka, ten zapytat: Co
to wtasciwie znaczy, ze jestescie wyzsi od nas? Czy to znaczy, ze

1) kazdy ak jest wyzszy od kazdego beka?

2) najwiekszy ak jest wyzszy od najwiekszego beka?
3) kazdy ak ma beka, od ktérego jest wyzszy?
4) kazdy bek ma aka, od ktdérego jest nizszy?

5) kazdy ak ma beka, i to kazdy innego, od ktorego jest wyzszy?

¥ Mozna sobie wyobrazié: po prostu kto$ stoi albo i siedzi tak, ze potowe ciata ma w pokoju, a potowe na
zewnatrz! Ale ,,by¢ w restauracji” potowicznie nie mozna.
* Hugo Steinhaus, Sto zadarn, PWN, Warszawa 1958, zad. 61.



STATYSTYKA OPISOWA

6) kazdy bek ma aka, i to kazdy innego, od ktérego jest nizszy?

7) najmniejszy bek jest nizszy od najmniejszego aka?

8) najmniejszy ak przewyzsza wiecej bekdw niz najwiekszy bek akéw?
9) suma wzrostu akéw jest wieksza niz suma wzrostu akow?

10)  $redni wzrost akéw jest wiekszy od $redniego wzrostu bekdow?

11)  wiecej jest takich akow, ktérzy przewyzszajg jakiegos beka, niz
bekdéw, ktorzy przewyzszajq jakiegos aka?

12)  wiecej jest akéw wzrostu wyzszego od Sredniego wzrostu bekdéw niz
bekdéw wzrostu wyzszego od $redniego wzrostu akow?

13) s$rodkowy co do wzrostu ak jest wyzszy od srodkowego beka (w
przypadku, gdy liczba ucznidow w klasie jest parzysta, za wzrost Srodkowy
uznaje sie $rednig arytmetyczng wzrostow srodkowej pary uczniow)?

Oblany potokiem pytan ak zmalat.... My zas pytamy Czytelnika: czy i ktére
spos$rod 13 kwestyj sg zalezne od siebie? Innymi stowy: trzeba znalez¢ takie
pary pytan, ze odpowiedz ,tak” na pierwsze zmusza do odpowiedzi ,tak” na
drugie. Czy sg pytanie rownowazne, to znaczy, czy sg takie pary, ze
odpowiedzi na oba pytania muszg by¢ jednakowe? Czy sg pary zalezne, ale
nieréwnowazne?

Rozwigzanie zadania o akach i bekach zostawie¢ Czytelnikom. Nie jest trudne, a
nalezy do takiego gatunku zadan, ktére latwiej rozwigza¢ samodzielnie, niz
przeczyta¢ rozwigzanie. Zamiescitem je dla pokazania, jak rdzng interpretacje
matematyczng moze mie¢ pytanie, ktore wydaje si¢ proste 1 naturalne. Ponizej, w
rozdziale o wyborach, omawiam podobny problem, ale juz bardzo konkretny,
wplywajacy na zycie kazdego z nas.

Przypomne niektore proste, szybsze sposoby obliczania Srednie;.

Obliczenie sredniej metoda odchyleh. Ustalamy przyblizong $rednig, ,na
oko”. W ponizszym przykladzie wybiore 13. Obliczamy nastepnie odchylenia
od $redniej prowizorycznej. Suma tych odchyleni, podzielona przez liczbe liczb,
ktérych srednig obliczamy, jest poprawka, ktéra trzeba dodac do (lub odjac¢ od)
przyjetej przyblizonej éredniej. A zatem dla liczb 13,17, 15, 11, 13, 11, 17, 13, 11,
11 zrobimy tak:

13

17 15 11 13 11 17 13 11 11 I z

+4

+2 -2 0 -2 +4 0 2 2 [

Zatem prawdziwg srednig arytmetyczng jest:
$rednia prowizoryczna + (suma poprawek)/ N = 13,2 .

Srednia z danych pogrupowanych.
Bardzo czesto zdarza sie, ze mamy obliczy¢ Srednia, gdy znamy tylko

dane posegregowane, ujete w przedzialy. Nie obliczymy wtedy Sredniej
dokladnie, mozemy tylko podac jej przyblizona wartosc.
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Przedzialy | Czestosc Suma danych z przedziatu
Srodek
55-59 57 1 57
50-54 52 1 52
45-49 47 3 141
40-44 42 4 168
35-39 37 6 222
30-34 32 7 224
25-29 27 12 324
20-24 22 6 132
15-19 17 8 136
10-14 12 2 24
taczna suma danych = 1480
Srednia = 1480/50 = 29,60

Srednia wazona.

Sredni wzrost Niemca wynosi 180 cm, Polaka 178 cm, Czecha 176 cm (dane fikcyjne).
Obliczy¢ $redni wzrost (m¢zczyzny) z tych krajow.

Musimy wiedzie¢, ile jest Niemcow, Polakow i Czechéw. Przyjmijmy (dane fikcyjne):
Niemcow 30 mln, Polakow 15 min, Czechéw 5 min.

Zatem S$rednia to

30 -180 + 15 -178 + 5 -176
50

=0,6-180+0,3-178 +0,1-176 = 179 [cm].

Srednia z procentéw.

Wszyscy wiemy, ze nie mozna oblicza¢ $redniej procentdw. Pasztet, do ktorego
bierzemy jednego konia i jednego zajaca, nie jest ztozony w 50% z migsa konskiego i w
50% z zajgczego. O obliczeniach procentowych mowitem doktadniej w wyktadzie 5. W
ponizszym przykladzie (obrazujacym odsiew w szkotach nauki jazdy) obliczenie
sredniego odsiewu musimy wykonaé¢, sumujac liczbe ucznidow na poszczegdlnych
kursach, liczby uczniow, ktorym sie nie powiodlo i obliczajac iloraz tych dwoch
wielko$ci.

Szkota Stan ucznidow | Odsiew Procent odsiewu
A 243 55 22,6

B 63 7 11,1

C 196 43 21,9

D 61 2 3,3

E 125 34 27,2

Ogodtem |688 141 141/688 = 20,5 %

Cwiczenie. Srednia roczna temperatura w Zakopanem, na wysokosci 844 m n.p.m.,
wynosi 4,9°C, na poziomie Doliny Gasienicowej (1520 m n.p.m.) juz tylko 2,4° , a na
Kasprowym Wierchu tylko -0,8°C°. Wyjasnij, jak obliczono te $rednie.

® Zrodto: Ryszard Jakubowski, Tatry .Przewodnik turystyczny, wyd. Sport i Turystyka, Muza S.A.,
Warszawa 2002.
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Cwiczenie. W swoim przewodniku po Tatrach z 1891 roku Walery Eljasz podaje, ze
srednia wysoko$¢ szczytu w gtdéwnym pasmie Tatr Wysokich to 2340 m, a w gtownym
pasmie Tatr Zachodnich 2040 metrow. Nastepnie podaje, ze po pewnych poprawkach
wypadng zupetnie inne wartos$ci, a mianowicie 2564 m i 2166 m. Jak myslisz, skad wzigta
si¢ taka roznica? Co to za poprawki? Czy obliczona $rednia to to samo, co $rednia
wysoko$¢ grani tatrzanskiej? Jak mozna wyznaczy¢ $rednig wysokos$¢ grani? Zaproponuj
metode oszacowania tej Sredniej wysokosci. Wez do rgki mape.

Walery Eljasz podaje tez nast¢pujaca tabelke i komentuje dane w ten sposob: ,,w Tatrach
Zachodnich przetecze sg glebiej zakleste niz we Wschodnich. Z powodu jednak wigkszej
polozystosci szczytdw, mimo ze przetecze sg glebokie, zarysy grzbietu nie wystepujg tak
wybitnie, jakby oczekiwa¢ nalezalo. Nastgpujace zestawienie dowodnie objasnia
wymienione uwagi oraz daje jeszcze podstawe do obszerniejszych pogladow na pionowa
budowe zrebu tatrzanskiego™.

Srednia Srednie Stosunek
wysoko$¢ zaglebienie | Sredniego
grzbietu zaglebienia
do $rednigj
wysokosci
grzbietu
Szczytow Przetgczy Grzbietu
Tatry 2340 2200 2270 140 1:16,2
Wysokie
Tatry 2040 1873 1957 167 2:11,7
Zachodnie

Srednia arytmetyczna nie powinna byé stosowana dla danych znacznie réznigcych sig
miedzy sobg. Jezeli w firmie 10 oséb zarabia po 1500 ziotych miesigcznie, a jedna sto
tysigcy, to $rednia jest absurdalnie wysoka. Dlatego niekiedy lepiej uzywac¢ mediany.
Jak wiemy, jest to $rodkowa liczba uporzadkowanego ciggu liczb — ewentualnie
$rednia arytmetyczna dwoch liczb $rodkowych. Taka miara tendencji centralnej
(moéwiagc prosciej: Srednia) jest juz niewrazliwa na skrajne zmiany. Pokazg typowe
sytuacje, w ktorych $rednia arytmetyczna jest niebezpiecznym narzedziem.

Dziwny klocek. Mam pi¢¢ klockéw szesciennych o krawedziach 2, 4, 6, 8 1 10
centymetrow. Przecigtna wymiardw to 6 cm. Objetosci klockdw sg réwne
odpowiednio 8, 64, 216, 512 1 1000 centymetréw szesciennych. Srednia tych liczb to
8+64+216+512+1000

5
krawedz 6 cm, a objetos¢ 360 centymetréw szesciennych!

=360. A zatem przecigtny klocek w mojej kolekcji ma

Pozornie uczciwa gra. Na przyjeciu imieninowym zabawmy gosci takg gra. Nalezy
oszacowaé powierzchni¢ naszego mieszkania. Ale wygrywa nie ten, kto poda liczbe
najblizsza rzeczywistej, ale ten, czyj wynik bedzie najblizszy $redniej wszystkich
odpowiedzi. Jezeli zaoferujemy wysoka nagrode, dwoch graczy moze si¢ umoéwic:
jeden napisze, ze powierzchnia mieszkania wynosi 50000 metrow kwadratowych, a
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drugi ze 500 metrow. Ten drugi wygra, jezeli go$cie nie znali juz tego tricku.
Nagroda podzielg si¢ po poiowieG.

Drobne manipulowanie opinia publiczng. Wyobraz sobie, ze masz ze wspolnikiem
firmg¢, w ktorej zatrudniacie 10 osob. Firma prosperuje bardzo dobrze. W maju
osiggneliscie taczny zysk 120000 ztotych. Zaptaciliscie pracownikom po 2400 ztotych
pensji. Dla was zostalo zatem po 36000. Ujeliscie to w sprawozdaniu tak:

Zysk firmy: 120000 ztotych.
Przecietna pensja pracownika 2400 ztotych.
Na ptace firma przeznacza 5% zysku.

Ale potem spojrzeliscie. To nie wyglada dobrze. Zatem cze$¢ zysku zaksiggowaliscie
jako pensje dla siebie — po 16 tysiecy ztotych. I w sprawozdaniu napisaliscie:

Przecietna pensja w firmie: 5 tysiecy ziotych
Przecietny dochod wtasciciela: 16 tysiecy ztotych.
Przecietna pensja wynosi ponad 31% dochodu wiasciciela.

Jak poprawi¢ wyniki nauczania? Dyrektor szkoly stwierdza, ze w klasach A
I B oceny semestralne r6znig si¢ znacznie. Przesuwa kilku uczniéw z klasy A do B i
osigga cel: w obu klasach wzrosta §rednia ocen.
Nietrudno zrozumie¢, jak to jest mozliwe. Jesli w klasie A jest uczen, ktory ma $rednig
ocen nizszg od $redniej klasy A , ale wyzsza od $redniej klasy B, to przesunigcie go do
B spowoduje ten wlasnie skutek. Na tym efekcie oparte jest przekonanie autorow
Encyklopedii Galicyjskiej (wyd. Anabasis, Krakow 1998), ze w dniu, w ktéorym
Zygmunt III Waza wraz z dworem przeniost si¢ do Warszawy, w obu tych miastach
wzrost $redni poziom inteligencji.

Jak mozna daé¢ kazdemu podwyzke, powodujac jednocze$nie spadek
sredniego wynagrodzenia? Proste: da¢ niewielkg podwyzke tym, ktorzy juz pracuja, i
przyja¢ do pracy wiele nisko ptatnych osob. Srednia spadnie ... a w warunkach
zadania nie bylo przeciez mowy o globalnym funduszu ptac. Podobno przed 1989
rokiem pewien dyrektor panstwowego zakladu pracy tak si¢ zachowat.

Regularne plywanie. W czasie pobytu w sanatorium wrécitem do regularnego
ptywania. Ptywam wolno, bo juz nie te lata.... Wiem, ze przez pierwsze pot godziny
moge przeptywac¢ w 3 minuty dwie dlugos$ci basenu. Przez nastepne pot godziny pltyne
juz wolniej: na kazda dlugos$¢ basenu zuzywam dwie minuty. Ale — pomyslatem sobie
— skoro najpierw dwie dtugosci w trzy minuty, a potem jedng w dwie minuty, to
srednio daje to trzy dlugo$ci basenu na 5 minut, a zatem 36 na godzing.

Zrobitem tak, jak sobie wyliczytem. Na $cianie ptywalni wisial duzy zegar i
moglem precyzyjnie kontrolowa¢ swoj czas. Najpierw dwie dlugosci na 3 minuty,

® Polecam natomiast gre, ktéra poczatkowo ze statystyka ani z matematyka nie ma nic wspélnego.
Prosimy, by kazdy z gosci napisal na karteczce dowolna liczba naturalng. Wygrywa ten, czyja liczba
jest najmniejsza, pod warunkiem, ze nikt inny jej nie napisat. Gra udaje si¢ przy co najmniej kilkunastu
osobach. Wciaga. Statystyka wejdzie do akcji, gdy bedziemy mieli do dyspozycji wynik np. 100 takich
gier.
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potem jedna dlugo$¢ na dwie minuty. Okazato si¢ jednak, ze przeptynatem nie 36, a
35 dtugosci basenu.

Po kilku dniach ptywatem juz nieco szybciej. Najpierw 5 dtugosci basenu w 7
minut, a po pewnym czasie (i zmeczeniu) 3 dlugosci w 5 minut. Pomyslatem sobie, ze
$rednio da to 8 dlugosci na 12 minut, czyli 40 na godzing. Zatem pierwsze 20 dtugosci
poplyne szybciej, a potem zwolnie, zeby $rednia byla taka, jak zaplanowatem. Potem
nastepne 20 dlugosci w wolniejszym tempie. Kontrolowatem czas ... i zndw nie
wyszlo. Stojac pod prysznicem po wyjsciu z plywalni, zrozumiatem, dlaczego. Po
prostu dodawatem utamki tak, jak zly uczen: licznik do licznika, mianownik do
mianownika.

Jeszcze jeden przyklad manipulacji Srednig
Omowie doktadniej paradoks, o jakim wspomnialem w wyktadzie 10. W Europie
zuzycie paliwa przez samochod opisujemy liczbg litréw, jakie samochod zuzywa na
100 km. W USA jest inna zasada: podajemy, ile mil przejedziemy na jednym
galonie. Nie wchodzagc w amerykanskie miary, obliczmy ,,po europejsku” i ,,po
amerykansku” $rednie zuzycie paliwa w samochodzie moim i mojej zony. MJj
samochéd zuzywa przecietnie 8 litrow na 100 kilometréw. Zona ma ciezszy
samochod, wickszej mocy i jezdzi energiczniej. Przecigtne zuzycie paliwa ma 12,5
litra na 100 km. Jezdzimy tak samo cze¢sto. Jakie mamy przecigtne zuzycie paliwa?

8+12,5

Oczywiscie =10,25 litra na 100 kilometréw. Obliczmy to jednak inaczej,
sposobem amerykanskim. Ja na jednym litrze przejade az 12,5 kilometra, Zona
przejedzie tylko 8. Przypominam, ze jezdzimy roéwnie czesto. A zatem Srednio

125+8

przejezdzamy na jednym litrze paliwa =10,25 kilometra. Zgadza si¢? Nie!

Dziesig¢ 1 ¢wier¢ kilometra na jednym litrze paliwa to zuzycie mniejsze niz 10,25
litrow benzyny na 100 kilometrow!

Rozwigzanie paradoksu tatwo zrozumie¢. ZnajdZzmy wzor na konwersje
amerykanskiego sposobu obliczania $redniej na europejski. Jesli przejezdzam a

. . : . . . 100 ..
kilometrow na jednym litrze paliwa, to na sto kilometrow zuzyje — litrow.
a

Wykresem funkcji f(a) = % jest hiperbola. Niech p i g beda dwiema liczbami,

reprezentujacymi zuzycie paliwa w litrach na 100 kilometréw. Srednie zuzycie

obliczone po europejsku to oczywiscie litréw na 100 kilometréw. A po

amerykansku? To $rednia liczb 100 . Gdy chcemy

a
ten wyniki ,,przerobi¢ na Europ¢”, musimy do wyniku zastosowa¢ funkcje odwrotng

. 100 1 (100 100}
i — ,czyli = | —+—

do f, a wiec funkcje g(y) = . Ale wartoscig tej funkcji dla

100y
1 (100 100
2

_+Tj nie jest §rednia arytmetyczna liczb a, b.
a
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Jeszcze raz o paradoksie Simsona. O miejsce w reprezentacji Polski w pilce
noznej kandydowali dwaj obywatele naszego kraju: Mugabe Burunda z klubu
Liverpool i Nugat Pereira da Silva Corto y Derecho (grajacy na co dzien w Pogoni
Szczecin). Trener Michat Kojonkowski poddat ich testowi. W poniedziatek i wtorek
strzelali do pustej bramki. Mugabe strzelat 50 razy, z czego 15 strzalow bylo
celnych. Pereira strzelal 25 razy i trafit 7 razy. We wtorek Mugabe strzelat 25 razy.
Dziesig¢ strzatldw ugrzezto w siatce. Dla rownowagi Pereira wigcej: strzelat 50 razy
i trafit 19 razy. W $rodg¢ zebrat si¢ zarzad. ,,No c6z, sprawa jest jasna. Mugabe miat
w poniedzialek skutecznos¢ 30%, a Pereira 28 %. We wtorek sprawa si¢ powtdrzyta:
Mugabe 40%, Pereira 38%. Kazdego dnia Mugabe byl lepszy. Powotujemy
Mugabe!” . Sprawa by si¢ zakonczyla, ale wstal znany byly pitkarz Zdzistaw
Coniek. ,,Zaraz, zaraz! Obydwaj strzelali 75 razy. Mugabe trafil 15+10 = 25 razy, a
Pereira 7 + 19 = 26 razy. Nie jest to duza rdznica, ale jednak Pereira jest gora.
Powolujemy Pereire!”

Taka manipulacja procentami zdarza si¢ bardzo czesto. Prosze¢
przeczyta¢ jeszcze raz ten przyktad. Zrozumienie uodporni Panstwa na podobne
manipulacje, na ktore dajg si¢ nabra¢ nawet profesorowie matematyki (moze nie
profesorowie statystyki!). Ze swej strony nie sadz¢, aby przyczyna niepowodzen
naszych pitkarzy na mistrzostwach §wiata 2006 roku byta nieznajomo$¢ paradoksu
Simsona w zarzadzie Polskiego Zwiazku Pitki Nozne;.

Przyklad autentyczny! Oto inny, konkretny przyktad manipulacji danymi
statystycznymi, aby uzyska¢ z gory zalozong tez¢. Omawiajg to podreczniki
statystyki, ale nie przypuszczalem, zeby kto§ naprawde¢ dat si¢ na to nabrac.
Tymczasem....

W artykule ,,Kto si¢ boi czarnej wotgi?” , poswigconym bezpieczenstwu na
drogach, w  dodatku stolecznym do  Gazety  Wyborczej  (numer
sylwestrowo/noworoczny 2005/2006) czytamy:

Wydawatoby sie, zZe najniebezpieczniej jest po zmroku. Albo kiedy siecze
deszcz. Nic bardziej mylnego. Otoz najniebezpieczniej jest w dzien i przy dobrej
pogodzie — dwie trzecie wypadkow i dwie trzecie ofiar. Wydawatoby si¢ rowniez, ze
najbardziej niebezpieczne sq ostre zakrety. Blqd! To na dlugich prostych dochodzi
do 60 procent wypadkow, to tam ginie blisko 70 procent ofiar.

Pojdzmy za logika autora tego tekstu. Autostrady powinny by¢ krete, a gdy
chcemy zmniejszy¢ szanse wypadku, powinnismy si¢ wybiera¢ w podrdéz we mgle i
marznacej mzawce! Czyz nie tak?

Gdzie jest btad? W tym samym miejscu, co przy argumentacji: kobiety sg
lepszymi kierowcami niz me¢zczyzni, bo — jak pokazuja statystyki — powoduja
znacznie mniej wypadkoéw. Mniej wigcej taki sam btad popelniamy argumentujac:
jezdzimy coraz gorzej, bo liczba samochodow wzrosta dwukrotnie, a liczba
wypadkow trzykrotnie.

Osobiscie wierzg, ze kobiety jezdza lepiej niz m¢zczyzni. Ale nie dlatego, ze
mniej wypadkow jest powodowanych przez kobiety. Panie powodujg tagcznie mniej
wypadkow po prostu dlatego, ze na drogach jest mniej kierowcow kobiet niz
mezezyzn! Natomiast kobiety bardziej biorg do siebie zasade defensive driving.
Tego uczg si¢ kierowcy na kursach w USA. Badz defensywny. Ustepuj, uwazaj.
Weczuj sie w sytuacje tego drugiego. Dlaczego o tym pisz¢ w ksigzce o nauczaniu
matematyki? Matematyk zrobi to lepiej, bo matematyk mysli. Jest dla mnie
oczywiste, ze lepsza znajomo$¢ trygonometrii w spoteczenstwie bytaby jedng z
przyczyn zmniejszenia liczby wypadkow komunikacyjnych, a takze przerazajacej
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liczby zabitych mlodych ludzi, ktérzy kibicowali innemu klubowi pitkarskiemu.
Prosze pomysle¢, czy nie mam racji...

Jezeli liczba samochoddéw wzrasta dwukrotnie, to — zaktadajac losowosé
zdarzenia — teoretyczne prawdopodobienstwo kolizji ~ blisko czterokrotnie. Jezeli
zatem przy dwukrotnym zwigkszeniu liczby samochodéw zdarza si¢ trzy razy wigcej
wypadkow, to znaczy ze jezdzimy lepiej, a nie gorzej! To nie jest do konca tak — nie
wiemy, na ile uproszczony model prawdopodobienstwa kolizji sprawdza si¢ w
zyciu.

A zatem: wypadkow w nocy 1 w trudnych warunkach zdarza si¢ mniej dlatego,
ze wtedy jest w ogoéle mniejszy ruch. Zakrety nie sg bardziej bezpieczne niz prosta
droga — tylko przypada na nie mniejsza cze$¢ dhugosci drog. Poza tym na zakrgtach
jednak bardziej uwazamy.

A oto inny przyktad nonsensownych ,,badan” statystycznych. 17 stycznia 2006
roku w portalu Interii mozna bylo znalez¢ artykul, w ktorym autorka napisala, ze z
badan sondazowych wynika, iz obowigzkowej matury z matematyki najbardziej
obawiajg si¢ ludzi mtodzi.
Wzruszajace, glebokie, niespodziewane odkrycie, prawda?

Cwiczenie. Ponizsza tabela pokazuje liczbe ludnosci w wojewoddztwach w
Polsce w roku 2003. Wojewodztwa oznaczone sg wedlug pierwszych liter na
samochodowych tablicach rejestracyjnych Sprawdz, ze $rednia arytmetyczna byla
wigksza od mediany i ze 10 wojewodztw (na 16) miato liczbe ludnosci ponizej
$redniej (arytmetycznej). Zatem jedno lub kilka wojewodztw musiato mie¢ znacznie
wiecej ludnosci niz pozostate. Ktore to wojewodztwa?

1,224
2,096
2,987
2,675
1,018
2,173
3,206
2,241
1,457
1,092

3,34
2,104
4,876

1,33
5,068
1,729

NS40ITTOZrAOMMOO®

Trudnym problemem w nauczaniu statystyki w szkole jest ubdstwo tematow,
ktére mozna poddaé analizie. Z reguty bywa tak, ze zagadnienie, ktére mozna w
pelni zanalizowa¢ na lekcji, jest sztuczne, a zadania pochodzace z zycia sg zbyt
skomplikowane obliczeniowo i z reguty niecickawe dla ucznia. Jednym z wyjatkéw
jest nastgpujace ¢wiczenie, chetnie robione przez ucznidw. Mozemy je zapowiedziec
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tak: ,,zajmiemy si¢ roznicag mig¢dzy chtopcami i dziewczynkami”. Wiele gazet
lokalnych publikuje dane, dotyczace dzieci urodzonych w ostatnim tygodniu w
danej miejscowosci. W wersji warszawskiej ¢wiczenie wyglada nastepujaco:

Cwiczenie. Kup wydanie Twojej lokalnej gazety, gdzie znajdziesz fotografie
ludzi’, ktérzy przyszli na §wiat w ostatnim tygodniu. Policz, ilu jest chtopcow, ile
dziewczynek. Wypisz wage 1 wzrost wszystkich chlopcow, wszystkich
dziewczynek. Oblicz $rednig wage chlopcoéw, srednig wage dziewczynek, $redni
wzrost chlopcow, $redni wzrost dziewczynek, odchylenie standardowe wagi |
wzrostu dla obu pici. Zinterpretuj otrzymane wyniki.

Zadanie ma sens tylko wtedy, gdy uzyjemy kalkulatora, a jeszcze lepiej
arkusza kalkulacyjnego. Dlatego lepszym miejscem na to zadanie sg lekcje
informatyki. Oto, jakie wyniki moga wyj$¢. Gazeta Wyborcza z 31 grudnia 2005
publikuje zdjecia i dane (imi¢, nazwisko, wzrost i wage) 267 noworodkdéw
warszawskich: 153 chlopcow i 114 dziewczynek. Mozna z nich wyliczy¢, ze
srednig waga chtopca byto 3473 g, a odchylenie standardowe wyniosto 535,35 g.
Sredni wzrost chtopca wyniést 54,38 cm z odchyleniem standardowym 3,14. Dla
dziewczynek dane byly nastgpujace: $rednia waga 3414 g., z odchyleniem
standardowym 459,22 g, Wzrost 53,9 cm z odchyleniem 2,62.

Sa to za mate dane statystyczne, by wnioskowac co$ z nich odpowiedzialnie na
szersza skale. ,,Co$” jednak widaé. Potwierdza si¢ znany fakt, ze chtopcow rodzi si¢
troche¢ wiecej niz dziewczynek, ze sa ciezsi 1 dluzsi. Jak interpretowac fakt, ze
odchylenie standardowe wagi 1 wzrostu jest wigksze u chtopcow? To proste. Bez
znajomosci statystyki wiemy, ze wsrdd chtopcow (i dorostych mezczyzn) wystepuja
wieksze rdznice osobnicze, wigksza rozpigtos¢ wzrostu, wagi, a takze wicksze
roznice intelektualne. Wérod mezczyzn jest wigcej geniuszy ... 1 wigeej debili, Nie
sposOb wyjasni¢ to tylko przyczynami kulturowymi®.

W kazdym razie, to drobne zagadnienie wzrostu i wagi noworodkow dobrze
nadaje si¢ na dyskusje wykraczajacg poza matematyke. W czasach szkolnych autora
tej ksigzki takich tematow nie poruszano w szkole. Teraz czasy sg inne.

Przyklad obliczen statystycznych bez znaczenia.

Nie tylko obliczenie $redniej arytmetycznej wszystkich zwierzat w Zoo nie ma
sensu. Niektére powaznie wygladajace obliczenia tez. W 2005 roku mature z
matematyki zdawalo 88044 ucznidw. Ladna liczba, prawda? Podzielmy liczbe
zdajacych mature z matematyki w poszczegdlnych wojewodztwach przez liczbe
ludnosci (w tysiacach) w tym wojewodztwie. Otrzymamy dziwny wynik: na wschod
od Wisty (plus cate wojewodztwo pomorskie) ten wskaznik jest wigkszy niz na
zachod od niej. Ciekawe? Tak, tylko ... zupelnie nie wiadomo, co ten wskaznik
mierzy 1 jakie ma znaczenie. Mozna (po przeprowadzeniu stosowanych obliczen)
powiedzie¢ tak: prawdopodobienstwo, ze losowo napotkana osoba jest uczniem
zdajacym matematyke, jest najwigksze w wojewddztwie pomorskim, a najmniejsze
w Kkujawsko-pomorskim. Tylko, ze ... to nie ma sensu, cho¢ mozna si¢ dziewic,
dlaczego sasiadujace wojewddztwa lezg na dwdch koncach tej skali.

" Dziecko tez cztowiek.
8 Jest taki poglad, Ze natura eksperymentuje na samcach. Jesli to prawda, to jednak jest to wlasciwy
wybor Natury.
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Miary rozproszenia
Odchylenie standardowe obciazone (zwane tez odchyleniem z populacji) to

1 - . . o o
o= \/— . Z(xi — X)2 , natomiast odchylenie standardowe nieobcigzone wyraza si¢
n :
i=1

1 . . .
wzorem S= \/—1 Z(Xi - )_()2 i zwane jest tez odchyleniem z proby. W szkole
n-1 :
i=1

mowimy tylko o odchyleniu z populacji. R6znica miedzy probka a populacja jest
zrozumiala. Jezeli chcg wyznaczy¢ §redni wzrost ucznidéw mojej szkoty, to moge
zmierzy¢ ich wszystkich 1 w zwykly sposob obliczy¢ S$redniag arytmetyczng
stosownych liczb. Wtedy wszyscy uczniowie szkoty stanowi¢ beda populacje. Jezeli
jednak na podstawie znajomos$ci wzrostu ucznidow mojej szkoty wladze miasta czy
wojewodztwa albo i1 kraju beda chcialy wiedzieé, jaki jest sredni wzrost wszystkich
ucznioéw, to ci moi uczniowie beda stanowic probke.

Miary rozproszenia wprowadzamy chocby po to, by nie zdarzaty sig¢ takie sytuacje jak
opisana ponizej. Wyobrazmy sobie oto, ze kierownik o$rodka wczasowego telefonuje do
biura turystycznego:

— JesteSmy przygotowani na przyjecie grupy, ktorg nam przysytacie. Jaka jest srednia
wieku uczestnikow? Chcemy jak najwigkszej liczbie gosci zapewni¢ rozrywki stosowne do
ich wieku.

— Zaraz obliczg ... mowi sekretarka — Uczestnikow jest 40, a $rednia to suma wieku
podzielona przez liczbg uczestnikow. Juz sumuje 1 dziele ... 35 lat. Bardzo dzigkujemy za
troske o naszych klientow.

W dwa dni pézniej z autokaru w osrodku wysiadaja ... sami dziadkowie z wnukami.
Dziadek ma 60 lat, wnuczek 10. Istotnie, 60 + 10 dzielone przez 2 to rzeczywiscie 35, ale
starannie przygotowanym programem zaj¢¢ dla 35-latkow nikt nie jest jako$ zainteresowany.
Srednia wieku obliczona byta poprawnie, jednak nie dawata zadnej sensownej informacji.

Jak wiemy, w statystyce wazne sg jeszcze dwie inne srednie, noszace nazwy mediana i
moda. Jezeli zarobki trzynastu osob w dziale sprzedazy przedsi¢biorstwa wynosza kolejno
05,051,1,1,1, 1,1, 2,2, 2, 3, 3 tysigce ztotych, to srodkowa z napisanych tu liczb jest 1.
To jest wlasnie mediana — liczba $rodkowa ciggu uporzadkowanego w kolejnosci rosnace;j
(lub, co na jedno wychodzi, malejacej). Gdy liczba wyrazow ciggu jest parzysta, mediang jest
srednia arytmetyczna dwoch liczb ,.srodkowych”. W powyzszym przyktadzie liczba 1 jest tez
modg . Tak nazywa si¢ najczeSciej wystepujaca liczba w danym ciggu. Wilasnie mediana i
moda w polaczeniu ze $rednig arytmetyczng lepiej opisuja drabing zarobkow pracownikdéw
niz sama S$rednia arytmetyczna. Gdy zarzad spotki zacznie pobieraé trzykrotnie wigksze
pensje niz dotychczas, wzro$nie Srednia arytmetyczna wynagrodzen, ale nie drgnie moda, ani
mediana. Gdyby kierownik tego o$rodka wczasowego, o ktorym pisaliSmy na poczatku (do
ktérego przyjechali dziadkowie z wnukami), poprosit o trzy liczby: $rednig, modg i mediang,
to liczby

srednia 35, moda 11, mediana 11
datyby mu do myslenia i moze nawet zgadtby, ze prawdopodobnym rozktadem bedzie cos w
rodzaju: o$miu panow 65 letnich, sze$ciu 60 letnich, szesciu dziesieciolatkow 1 dziesieciu
jedenastolatkow. Jednak najlepszy poglad na sprawe wyrobitby sobie, gdyby poprosit jeszcze
0 podanie wariancji wieku uczestnikow. Wtasnie ta wielkos¢ mierzy rozproszenie ciggu
liczbowego ay, a, ..., an. Wariancja oznaczana jest symbolem o7 i okre$lana wzorem
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o= (a, —E)’+(a,—E)*+...+(a, —E)*
n
gdzie E jest $srednig arytmetyczng. Wariancja jest zatem $rednig arytmetyczna kwadratow
odchylen wyrazow ciaggu od wartosci przecigtnej. W naszym przyktadzie z dziadkami i
wnukami mamy

o= 8-(65-35)% +6-(60—35)% +6-(10—35)* +10- (11-35)* 20460
30 30

=682,

a gdyby wycieczka miala si¢ sktada¢ z w potowie z 30-latkow a w potowie z 40-latkow, to
wariancja wyniostaby ,,zaledwie”
2 _15-(30-35)* +15-(40-35)* 750 _
30 30
i wtedy zatozenie, ze grupa sktada si¢ z 0sob w podobnym wieku, miatoby wigcej sensu.

W opisywanym przyktadzie najprosciej byloby zapyta¢ wprost, kto przyjezdza. Jezeli
jednak nie ma mozliwosci petnego opisu jakiej$ sytuacji, to trzeba zda¢ si¢ na opis liczbowy i
usrednianie. Widzieli$my, ze mozna to zrobic¢ lepiej lub gorze;.

Pierwiastek kwadratowy wariancji nazywa si¢ odchyleniem standardowym.
Oczywiscie oznaczamy go literg o. Jest to najczgsciej uzywana miara rozproszenia. Im
wieksze odchylenie standardowe, tym mniej dany ciag jest skupiony wokot swojej $rednie;.
Mozna sobie wyobrazi¢, ze jezeli zaklad komunikacji chce premiowaé kierowcow za
regularno$¢ jazdy, powinien przyzna¢ premie tym, dla ktoérych odchylenie standardowe od
rozktadow jazdy jest jak najmniejsze.

Odchylenie standardowe jest liczba mianowana, wyrazong w tych samych
jednostkach, co dane wyjsciowe. Nie jest jednak ,,wyskalowane”: nie mozemy z gory
narzuci¢, jakie odchylenie bedziemy uwazac za duze, a jakie za mate. Parametr ten stuzy do
poréwnywania dwoch ciggow, dwoch szeregow liczbowych: ten bardziej rozstrzelony ma
wigksze sigma.

Przy obliczaniu odchylenia standardowego bez kalkulatora albo za pomoca prostego
kalkulatora (takiego jak w telefonie komérkowym) warto postuzyé sie pewnym wzorem,
ktory upraszcza rachunki. Niech Xi, X2 , X3, ..., Xn bedzie szeregiem statystycznym (ciggiem
liczbowym), X jego $rednig arytmetyczng. Wtedy

25

2 1< 2 (&2 .o LN
o = (x; —X) = DX 2% X+ ) X
:1 i i i

S|

Lo 2 2 1 2 o2
D IXE=2XT X == X - %1
o n i

W oznaczeniach uzywanych przez statystykow wzor ten ma prostszg postac:

52— ny x* _Z(ZX)Z _

n

Wyjasnijmy, jak si¢ nim postugiwaé przy ,,recznych” obliczeniach. Uktadamy tabelke, w
ktorej wpisujemy kolejno dane, ich kwadraty, sume danych i sume ich kwadratow.
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Numer
kolejny X X2
1 18 324
2 13 169
3 15 225
4 15 225
S 13 169
§) 14 196
7 11 121
8 12 144
9 14 196
10 15 225

Suma 140 1994

Obliczamy wigc sume liczb w kolumnie i sume ich kwadratow. Z przytoczonego wzoru
obliczamy nastepnie, ze

o2 10-1994 —140% ~19940-19600 340
100 100 100
Odchylenie standardowe jest zatem rowne /3,4 ~1,844.

=34

Przyktad. Obliczymy wariancje 1 odchylenie standardowe wieku uczestnikow
czterdziestoosobowej wycieczki, ztozonej z 20 panéw w wieku m = 36 lat i 20 pan w wieku k
=34 lat. Srednig wieku jest, jak i przedtem, 35 lat.

X X
wiek m 36 1296
wiek k 34 1156
Suma 70 2452

..razy20 1400 49040

_ 2
Zatem o’ = 40-49040-1400 21600 =1. Odchylenie standardowe jest oczywiscie tez
1600 1600

réwne 1. Z tych kilku przyktadow widoczne jest, ze odchylenie standardowe dobrze mierzy
to, co ma mierzy¢ — rozproszenie danych.

Jak nauczac statystyki?

Sprawa jest delikatna. Mamy tu do czynienia z duzg ilo$cig obliczen. Nie mozna juz
udawac, ze kalkulatory 1 komputery nie istniejg. To, co 30 lat temu zajmowato kilkanascie czy
kilkadziesiagt minut, albo wrecz i1 dni pracy, teraz jest do wykonania w sekundy. Kalkulator, w
ktorym s3 podstawowe funkcje statystyczne mozna kupi¢ za 30 ztotych, a przy pewnym
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szczedciu nawet za 10 (wiem z wlasnego doswiadczenia)®. W takich kalkulatorach mamy na
ogot, w pakiecie statystycznym, mozliwos¢ szybkiego obliczania sumy danych, $redniej
arytmetycznej i sumy kwadratow. Jak widzieli$my, wystarcza to do znalezienia podstawowej
miary rozproszenia: odchylenia standardowego.

W prawie kazdej szkole jest teraz pracownia komputerowa, a w sktad
oprogramowania wchodzi arkusz kalkulacyjny (Excel badz jedna z jego bezptatnych,
okrojonych wersji). Widoczne powyzej tabelki ukladalem za pomoca Excela i nie begdg
udawal przed Czytelnikiem, ze robilem to tak, jak bym to robil czterdzieSci lat temu.
Uwazam, ze takie postugiwanie si¢ arkuszem kalkulacyjnym jest wlasciwe: uczy i techniki
komputerowej i matematyki.

Wreszcie mozna skorzystac z bardziej zaawansowanych metod — cho¢ nawet trudno to
okresli¢ tym mianem. Bardziej wyrafinowane kalkulatory maja gotowe funkcje statystyczne.
Ma je kazdy arkusz kalkulacyjny. Nie chcg tu robi¢ kursu Excela — ale wszystko jest w nim
bardzo proste. Jak si¢ nauczy¢? W okienku ,,pomoc” wpisa¢ na przyklad ,,odchylenie” i
przeczytac, jak uzywa si¢ odpowiedniej procedury.

Jest tu miejsce na dygresje, siegajaca do wyktadu 6 a dotyczaca zasady dydaktycznej o
kierowniczej roli nauczyciela w procesie nauczania. Pokolenia nauczycieli goérowaty nad
uczniami wiedzg merytoryczng. To dodawalo nauczycielom powagi. Dzi$, zwlaszcza tam,
gdzie uzywamy komputera, nauczyciel czgsto ma mniejsze umiejetnosci od ucznia. W latach
osiemdziesigtych i dziewiecdziesigtych zesztego stulecia nauczyciele bali si¢ komputerow jak
diabet $wigconej wody, a lek wyplywat z obawy przed — jak im si¢ wydawato —
kompromitacja przed uczniami. Teraz jej nieco inaczej; wigkszo$¢ z nas postugujemy sie
komputerami w miar¢ sprawnie, ale wazniejsze jest, ze uczymy sie, jak przyznaé si¢ do
wlasnej niewiedzy i nie straci¢ autorytetu u uczniéw. To jest osobny, bardzo trudny temat, nie
do dyskusji w tym momencie. Chociaz ogdlna zasada jest prosta. Od 50-letniego nauczyciela
wf nikt nie bedzie oczekiwat, ze nadazy za swoimi uczniami w sprincie. Zamiast denerwowac
si¢ na uczniow, ze sprawniej postuguja sie komputerem, zachwyémy si¢ ich miodoscig ale
dyskretnie przekonajmy nich, ze to nie oni sg nadzwyczajni, tylko wtasnie my, nauczyciele.

Najwiekszy klopot jest oczywiScie z ocenianiem rozwigzan zadan statystycznych, w
szczegOlnosci z kryteriami maturalnymi. NaleZzy oczywiscie przewidywaé najgorsza
mozliwo$¢: dozwolone bedg tylko proste kalkulatory. W takiej jednak sytuacji zadania
statystyczne beda musiaty by¢ bardzo powierzchowne. I to jest dodatkowa trudno$¢ w
nauczaniu statystyki (opisowej) w szkole. Zakres i uktad materiatu rozktad godzin pozwalaja
uczy¢ wylacznie bardzo powierzchownie. Zadania maturalne o tres$ci ,,oblicz odchylenie
standardowe” zle $§wiadczg o uktadajacych. Zadania takie sprawdzajag bowiem tylko, czy
uczen umie podstawi¢ dane do wzoru i ewentualnie nacisna¢ kilka przyciskéw kalkulatora.

Ciekawostka statystyczna sprzed 100 lat™°
Bolestaw Prus jest autorem, jak sam przyznaje, quasimatematycznej formuty
charakteryzujacej popularnos¢ pisma. Ot6z popularno$¢ pisma jest wedtug Prusa rowna
Lp +Lo
Pr(Cp+Co)

przy czym:

L, to Srednia liczba np. dziennie rozchodzacych si¢ numeréw danego pisma,

L, to $rednia dzienna ogloszen,

P, to liczba egzemplarzy wszystkich pism rozchodzacych si¢ dziennie w danym kraju,

® Studentom mowig, ze za trzy piwa w pubie.
%Wg: Julian Tuwim, Cicer Cum Caule, tom 2, Czytelnik, Warszawa 1959.
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C, to cena prenumeraty,
C, to cena przecigtna ogloszen (np. za cmz).

Prus pisze, ze za pomocg tej formuty mozna poréwnywac popularnos¢ pism tego samego
kraju albo i roznych krajow. Nadto mozna oceni¢ zmiany, jakie zachodza w popularnosci
pisma skutkiem podniesienia lub obnizenia ceny prenumeraty.

Mozemy ten — nie catkiem moze przystajacy do wspotczesnej rzeczywistosci — wzor
wykorzysta¢ do sprawdzenia, czy nasi uczniowie rozumieja wzory matematyczne. Oto
przyktadowe pytania:

1. Zwigkszamy cen¢ prenumeraty. Czy popularno$¢ pisma spadnie, czy zmaleje?

2. Zwigkszamy ceng ogloszen. Czy popularno$¢ pisma spadnie, czy zmaleje?

3. Zatdézmy, ze dla pewnego pisma mamy takie dane: L, = 100000, L, = 1000, C, =1
(np. 1 euro) , Co, =1 (np. 1 euro). Podnosimy ceng prenumeraty do 2 euro. Ile
ogloszen powinnismy zamieszczaé, zeby wedtug formuty Prusa utrzymaé popularnosé
pisma na tym samym poziomie?

4. Udato nam si¢ zdoby¢ rynek i rozprowadzamy dwa razy tyle egzemplarzy, co
przedtem. O ile mozemy zmieni¢ cen¢ prenumeraty, by utrzymac popularnos$¢ pisma
na tym samym poziomie?

5. Liczba ogloszen spadta o potowe. Jak skalkulowa¢ ceng ogloszef, zeby utrzymac
popularno$¢ pisma na tym samym poziomie?

Ul6z inne pytania zwigzane ze wzorem Bolestawa Prusa. Ut6z podobne pytania do formuty
Blacka-Scholesa, ktora omowitem na koncu wyktadu 13..

Oszustwa w majestacie matematyki

Najczgsciej podawanym paradoksem jest przyktad, ze jezeli zaklad pracy
najpierw obnizy mi pensj¢ o 20 procent, a potem — W wyniku protestow moich
zwigzkéw zawodowych — podniesie o 20 %, to nie bed¢ zarabiat tyle, ile przedtem.
Czytelnikom tej ksigzki nie trzeba wyjasnia¢, dlaczego. Zauwazmy, tez, ze nie jest to
zaden paradoks, tylko po prostu nieznajomos¢ procentoéw. Dozorczyni domu, w ktorym
mieszkam, tez nie mogla zrozumie¢, dlaczego dostala mniejszg premie¢ niz jej
kolezanka, chociaz administracja obiecata wszystkim po réwno: po 20 procent.

Nieco podobny btad popethit Kazimierz Marcinkiewicz, premier koalicji
rzadzacej w 2005 1 2006 roku w naszym kraju. Otéz tuz przed S$wigtami Bozego
Narodzenia 2005 przezywaliSmy negocjacje na temat budzetu Unii Europejskiej. Tuz
przed Wigilia premier oglosit, ze osiagneliSmy sukces. W wystapieniu W Sejmie 28
grudnia premier powiedziat mniej wigcej tak (cytuje dos¢ doktadnie):

Gdybysmy nie zawarli w Brukseli porozumienia 17 grudnia w sprawie budzetu
Unii, nasze wydatki na budowe autostrad musiatyby by¢ o 40 procent wyzsze. Mozna
powiedzied, Ze zaoszczedzilismy 40 procent.

Zanalizujmy ten fragment wypowiedzi. Rzeczywiscie, jezeli by premier
powiedziat tak:
Gdybysmy nie zawarli w Brukseli porozumienia 17 grudnia w sprawie budzetu Unii,
nasze wydatki na budowe autostrad musiatyby by¢ o 40 miliardow zlotych wyzsze.
to moéglby dokonczyc¢:
..... a wiec zaoszczedzilismy 40 miliardow.
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Z procentami jest inaczej — i nigdy nie dos¢ ttumaczenia! Jesli juz-juz chce
kupi¢ komus prezent za 140 zlotych, ale zobacze, ze w sgsiednim sklepie ten sam towar
kosztuje 100 ztotych, to zaoszczedze 40 ztotych. Gdybym nie zobaczyt tego drugiego
sklepu, to istotnie wydatbym o 40 ztotych (i o 40 procent) wiecej. Ale zaoszczgdzitem

tylko ﬂ =0,29 , niecale 30 procentll.
140

bh

Najlepiej zrozumie¢ to wszystko, zamieniajac ,,czterdziesci” na ,sto”.
Wyobrazmy sobie, ze zobaczytem towar dwukrotnie tanszy. Gdybym go nie zobaczyt,
to rzeczywiscie wydalbym dwa razy wiecej. Ale czy to znaczy, ze zaoszczedzitem 100
procent???? Zaoszczedzi¢ 100 procent — to dostac towar za darmo!!

Na tym tle korzystnie wypadta .... pewna reklama pewnego banku, ktory
obiecywal obnizke o ponad 100% (p. wyktad 7, str. 68).

Wracajmy do matematyki i polityki. Watpie, czy premier chciat §wiadomie
zrobi¢ lepsze wrazenie, mowigc o 40 procentowych oszczednosciach, gdzie naprawde
sa znacznie mniejsze. Najprawdopodobniej nie zwrdcit uwagi na roznice migdzy
zaoszczg¢dzeniem 40 milionéw ztotych a 40 procent. Tu czterdziesci i tam czterdziesci.

Natomiast czgsto uzywanym chwytem propagandowym jest tendencyjne
sporzadzanie wykreséw. ,,Pomagaja” nam w tym typowe programy obliczeniowe, z
popularnym Excelem na czele. Oto przyktad, sztuczny, ale bliski prawdziwemu. W
pewnym panstwie, nazwijmy je Klapadocja, waluta nazywa si¢ klape¢. Oto deficyt
budzetowy panstwa (w

1 Oto stary, jeszcze przedwojenny, dowcip. ,,Tato, zaoszczedzitem dzi§ 20 groszy!” ,,To bardzo dobrze,
synku! A jak?” ,Nie pojechalem do szkoty tramwajem, tylko bieglem za nim!” ”Oj, synku, na drugi raz
biegnij za taksowka — zaoszczedzisz 5 zlotych!”
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ktapciach).
E Microsoft Excel

" Pk Edvcja  widok Wstaw  Format  Marzedzia Dane  Okno  Pomoc  Adobe PDF
Gl 3OS AV E a9 -8 % g @ & a

==l
B12 - £

1 Rurytania

A | z | ¢ | D
i | Deficyt budzetowy
= w Klapadocji

2005 121900000
| 2006 122000000
.| 2007 123000000
. 2008 123500000
., 2009 123700000
.| 2010 124500000
o 2011 124600000

| =

Jak to skomentuje premier? ,,Deficyt w zasadzie nie zwigksza sie, w 2011 roku
wynidst 124 milionéow klapciow, a w 2005 prawie 122. To wzrost tylko o okoto 2

procent”, (w rzeczywistosci 2,21 % , bo trzeba obliczy¢ iloraz
124600000 —121900000 )
121900000 '

Na to opozycja zrywa si¢ z faw: ,,Premier mowi, ze deficyt si¢ zwigksza tylko
nieznacznie. Klamie, jak zwykle. Prawd¢ mowimy tylko my, nasza partia!!” Proszg,
oto wykres” .... 1 przewodniczacy partii rzuca na $cian¢ wykres z Excela. Pokazuje, ze
ostatni stupek jest ponad dwa razy wyzszy niz pierwszy. Obraz zawsze robi wigksze
wrazenie niz liczby. Postowie sg porazeni i obrazem, 1 matematyka. Premier zostaje
napig¢tnowany jako oszust.
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125000000 1
124500000 1
124000000 ¥
123500000 1
123000000 1
122500000 1
122000000 1
121500000 1
121000000
120500000 4

Czytelniku: zrob ten sam wykres. Wez kolumng¢ danych i w Excelu wybierz opcje
,wykres kolumnowy”. Zobacz, ze ,,Excel nie ktamie!” . A oto dowdd, ze takie wykresy
mozna zobaczy¢ wszgdzie. Na ogoét autorzy nie wiedza, ze mogg wprowadzi¢ nas w

Jak oszukiwac¢ za pomoca wykresow?

Cena zbytu wegla

W sierpniu i narastajaco

w 2004 i 2005 roku
169,44

172 N

170

168
m 166 163,22
161,83 .,

éroda 19 X 2005 12

wydanie Il » indeks 348422 162
nr 204 (2875) 160
158
156

VI vill 1Vl
2004 2005 2005

blad.

Mozna oszukiwac 1 mniej subtelnie, wykorzystujac analfabetyzm matematyczny wielu
kregow spoteczenstwa. Oto wyimaginowany tekst (ale oparty na prawdziwej publikacji)

Pielegniarkom bedzie lepiej. Dwa lata temu przecietne wynagrodzenie
pielegniarki w powiecie sochaczewskim wynosito netto 500 zt. W roku
ubiegtym rzad zwiekszyt naktady na stuzbe zdrowia o 3,1 mld zt. Jest to dwa
razy wiecej niz w latach ubiegtych. Hermenegilda Kociubiniska, pielegniarka z
Centralnego Szpitala Klinicznego moéwi: moja pensja w zesztym miesigcu
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wyniosta az 2000 zt. Oznacza to olbrzymi, czterokrotny wzrost zarobkéw w
stuzbie zdrowia.

Czy naprawdg¢ nikt nie da si¢ oszukac? Jesli nawet liczby si¢ zgadzaja, to widaé, ze
poréwnujemy tu $rednie wynagrodzenie w prowincjonalnym szpitalu z wynagrodzeniem
jednej osoby w wybranym miesigcu. Moze Hermenegilda jest szefowa pielegniarek, moze
w tym miesigcu miata duzo dodatkowych dyzurow, a w dodatku Centralny Szpital
Kliniczny ma specjalng siatke ptac? Poza tym wymienione 500 ztotych jest placa netto, a
nie jest podane, czy ptaca pani Kociubinskiej jest netto, czy brutto. Nie jest podane, na co
poszto 3,1 mld ztotych (moze na biurka dla dyrektorow?). Nie wiadomo, od czego owe
3,1 miliarda zlotych jest wicksze dwa razy.

Nie chcesz si¢ przyznac? Zalatwimy Ci¢ statystyka!

Jest 1 druga strona statystyki. Moze ona pomoc wykry¢ prawde.

Ot pierwszy przyktad. Ludzie niechetnie przyznajg si¢ do popetnienia czynow, ktore w
duszy uwazaja za naganne. Jezeli robimy ankiet¢, nawet anonimowg, na temat np. ,,czy
uderzyt Pan kiedy$ swoja zong?”, to otrzymamy wyniki zanizone. Nie uznamy tez za
wiarygodne wynikéw takiej ankiety przeprowadzonej przez Internet. Czy mozna si¢ wobec
tego dowiedzie¢ statystycznej prawdy na superdrazliwe tematy? Metody idealnej nie ma, ale
pewien prosty sposob zwickszenia zaufania jest. Nie pytamy ankietowanego wprost, czy bit
zong, ale wreczamy mu kostke do gry i wydajemy instrukcje: prosze rzuci¢ kostka. Jezeli
wypadnie co$ innego niz szostka, to ma Pan odpowiedzie¢ ,,tak”. Jezeli wypadnie szostka, to
prosz¢ odpowiedziec szczerze.

Co jest takiego rewelacyjnego w tej metodzie? Jest ona podobna do najlepszego
sposobu schowania liscia: nalezy go ukry¢ w lesie. Odbierajacy ankiete nie wie, ile oczek
wypadlo na kostce. Dlatego pytany ma pewnos¢, ze jego odpowiedz pozytywna nie bedzie
swiadczyta o sktonnosciach do rgkoczynéw, a ,raczej”, ze po prostu  nie wyrzucit szostki.
Czuje si¢ bezpieczny. I rzeczywiscie, rzecz jest nie do odkrycia — tylko statystyka moze sobie
z tym poradzi¢. Gdyby nikt z ankietowanych nie uderzyt Zony, to w duzej probce odpowiedzi
»tak” bedzie 5/6, czyli 83,33%. Gdyby zas$ co drugi maz bit Zong, to statystyka ta podskoczy
do .... Obliczmy to. Pig¢ szostych odpowiedzi ,,tak™ pochodzi¢ bedzie z wynikow rzutu kostka
(wynik r6zny od 6), jedna dwunasta za$ od tych osob, ktore wyrzucilty szoéstke 1 bity swoje
potowice. Pig¢ szostych plus jedna dwunasta to jedenascie dwunastych, 91,67 %. Jesli 9167
osob na 10000 odpowie ,,tak”, to mamy dobre prawo postawi¢ hipoteze, ze co drugi maz bije
zong. Gdyby bit ,,tylko” co dziesigty, odpowiedni procent wyniostby 85. Wszystko to jest
bardzo tatwym zadaniem matematycznym (nawet dla uczniow nowej, zreformowanej i
zamerykanizowanej szkoty). Statystyka jest bezlitosna. Nie powie, jakie numerki obstawi¢ w
Totolotku, nie powie, kto zginie w wypadku i kto jest czutym mezem, ale potrafi z duza
doktadnos$cig przewidzie¢ zysk przedsigbiorstwa loteryjnego, ile oséb straci zycie w weekend
11le jest bijacych mezow.

,»Czarno na bialym” wida¢ bylo potege statystyki w zestawieniu zbiorczym
wynikéw egzaminu maturalnego w 2005 roku. Liczba oséb, ktére otrzymaty
doktadnie 15 punktow (czyli 30 procent, prog zaliczenia), byla o wiele wigksza niz
liczba tych z czternastoma i1 szesnastoma punktami. O czym to §wiadczy, wszyscy
zdajemy sobie sprawe. Podobnie sprawa falszerstwa list wyborczych w jednym z
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okregow wyborczych wyszta na jaw, gdy odkryto, Ze jest na niej za duzo pomytek w
numerach PESEL os6b popierajacych pewnag kandydatke;lz.

Co od czego zalezy, czyli korelacja

Zadna inna metoda statystyczna nie jest tak efektywna jak korelacja. Jest to
zrozumiale, bo przeciez postep naukowy w kazdej dziedzinie polega w duzej mierze
na wynajdowaniu zwigzkéw, miedzy ktorymi istnieje zalezno$¢. Wspotczynnik
korelacji jest liczbg, ktora mierzy, w jakim stopniu zjawiska sg powigzane. Dodatnia
korelacja oznacza, ze wzrost jednej wielkosci powoduje proporcjonalny wzrost
drugiej. Zatem wielko$ci wprost proporcjonalne majg najwigksza mozliwa korelacje
dodatnig. Odwrotnie, wielko$ci odwrotnie proporcjonalne maja najwigkszg mozliwa
korelacje ujemna.

Tych tematow nie ma w szkole, beda w planowanym poziomie docelowym
nauczania matematyki. O wspolczynniku korelacji Pearsona wspomniatem w tej
ksigzce w wyktadzie 12 przy okazji mocy roznicujacej zadania, a w tym rozdziale
rozwing temat. Wspoétczynnik ten wyraza wzorem, ktory na pierwszy rzut oka nie
wyglada zachgcajaco, jest jednak stosunkowo prosty i zrozumiaty. Jezeli mam
probke dwoch cech (%, yi)) dla 1= 1,2, ..., n, czyli dwa ciagi tej samej dtugosci
(albo: wektory z tej samej przestrzeni R" ) , to ich wspodlczynnikiem korelacji
nazywa si¢ liczba

D (X =Xy - Y)

i=1

n n
\/Z(xi -2 . \/Z(yi ~7)?
i=1 i=1

r =

Wzoér stanie si¢ prostszy, jesli wprowadzimy oznaczenia, uzywane powszechnie w
podrecznikach statystyki, Xj= xi—X, Yj =y; — Y. Wielkosci X, Yj mierza zatem
odchylenia kolejnych danych x; yi od wielkosci $rednich. Mamy zatem:

XiYi
§ X (X.Y)

r= = =

JZX JZY kv XM

gdzie srodkowa formuta jest stosowanym czgsto przez statystykow skrotowym
zapisem pelnego wzoru , a ostania rowno$¢ bedzie zrozumiana przez tych
Czytelnikow, ktorzy pamigtaja trochg algebry liniowej. Mianowicie (X, Y) to
iloczyn skalarny wektorow [Xi, X, ...., Xn] 1 [Y1, Y2, ..., Y], a podwojne pionowe
kreski oznaczaja dlugosci tych wektorow. Dalej, Czytelnicy Ci spostrzega, ze jest to
wzor wyznaczajacy kosinus kata (niezorientowanego) miedzy wektorami [ Xy, X, ....,

2 W czerweu 2006 roku postanka ta zostata skazana grzywne i kare wiezienia (w zawieszeniu). Oczywiscie
konsekwencji politycznych nie poniosta, a dlaczego, to juz naprawde¢ nie jest temat do ksiazki o nauczaniu
matematyki.
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Xn] i [Y1, Y2, ..., Yn] przestrzeni R" . Z tej obserwacji wynika, ze wspotczynnik
korelacji jest zawsze co do modutu niewigkszy niz 1. Réwniez z tej samej zaleznos$ci
mozna zrozumie¢, ze wspotczynnik korelacji +1 oznacza doskonalg korelacje
dodatnig (wektory odchylen od sredniej X , Y sg wspoiliniowe i o tym samym
zwrocie), a wspotczynnik réwny minus 1 oznacza doskonala korelacje ujemna
(wektory o tym samym kierunku, ale przeciwnym zwrocie). Wreszcie, jezeli
wspotczynnik ten wynosi zero, to wektory sg prostopadte, czyli dane statystyczne
pochodzace z tych dwoch serii sg ,,najbardziej niezalezne”.

Przyklad. Zbadajmy, czy miedzy wysokoscig terenu a $rednig roczng temperaturg na Podhalu
Spiszu, Orawie i Liptowie jest dodatnia korelacja. Postuzmy si¢ danymi z drugiej potowy
XIX wieku, zebranymi przez Stanistawa Eljasza-Radzikowskiego:

Srednia cieptota miesieczna i roczna po pin stronie Tatr 1871 - 1885

Zamek
Krakéw Orawski Poronin Zakopane Kuznice Jaworzyna Spiska
wysoko$é 220 501 142 830 1000 1019
miesigc
styczen -3,4 -5,3 -5,6 -5,6 -5,4 -6
luty -1,6 -3,6 -4,6 -4 5,1 -4,4
marzec 2,2 0 -1,3 -1 -1,1 -2,6
kwiecien 8 6,4 5 4,9 4,3 3,1
maj 12,4 10,5 9,4 8,7 7,5 7
czerwiec 17,3 15 14 13,7 13,2 12,2
lipiec 19 16,3 15,3 14,8 14,3 13,8
sierpien 17,6 15,2 14,2 14 13,8 11,9
wrzesien 14 11,9 10,7 10,9 9,7 8,4
pazdziernik 8,3 7,1 6,1 6 5,5 3,9
listopad 2,3 1,1 -0,3 -0,4 0,4 1,4
grudzien -2 -4,1 -4,4 -4,1 -4,5 -4,9
rok 18 59 4,9 48 43 3.4
Srednia cieptota po potudniowej stronie Tatr

Spiska

Nowa Lipt.

Wies$ Stare.Hory Kiezmark Hradek Smokowiec Stary Smokowiec
wysokos¢ 465 486 631 652 1000 1005
miesigc
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styczen -5,7 -5 -5,5 -6,2 -6,2
luty -3,1 -3,4 -3,1 -4,6 -3,9
marzec 1,4 0,5 0,6 0,3 -1,5
kwiecien 7,8 6,4 6,5 6,4 3,9
maj 12,2 10,9 10,5 10,6 8,2
czerwiec 16,7 15,3 15,5 14,9 13,1
lipiec 18,2 16,8 17,1 16,2 14,8
sierpien 17 15,7 15,8 15,6 13,5
wrzesien 13,1 11,6 12,3 11,9 10,7
pazdziernik 7,8 6,9 7,5 6,8 5,7
Listopad 1,3 1,2 1 0,4 0,1
Grudzien -4,1 -3,9 -4,3 -4,5 -4,1
Rok 6,9 6,1 6,1 5,6 4,5

Obliczmy wspotczynnik korelacji miedzy wysoko$cig (nad poziom morza) miejscowosci a
srednig roczng temperaturg. Uktadamy tabelke z elementami wystepujacymi we wzorze na I. .
W niej przez X i Y oznaczamy odchylenia kolejnych wartosci od $redniej, czyli Xx—X , y—V.
Kolejne kroki sa nastepujace:

1.

2.

3.

o

Wypisujemy w kolumnach pary wynikow X, Y, dbajac o to umieszczenie razem
odpowiadajacych sobie wynikow.
Obliczamy obie $rednie arytmetyczne i wpisujemy na dole, w kolumnach
odpowiadajacych obu zmiennym.
Obliczamy dla obu zmiennych odchylenia od $redniej 1 wpisujemy je w kolumnach X,
Y.
Podnosimy do kwadratu odchylenia X i Y i wpisujemy wyniki w nastgpnych
kolumnach.
Obliczamy iloczyny XY i w isugemy kolejne iloczyny w ostatniej kolumnie.
Obliczamy sumy kolumn X“, Y=, XY.

D (XY)

Szukany wspotczynnik korelacji jest rowny /z X2 . /ZY 2

Zastosujemy to teraz do zbadania zaleznoséci migdzy temperaturg a wysokoscig na poinoc
od Tatr wedtug danych Stanistawa Eljasza-Radzikowskiego. W kolumnie x wpiszemy
wysokosci, w kolumnie Yy §rednie roczne temperatury.

26

-5,4
-3,9
0,7
4,3

13,7
15,3
14,1
10,9
5,2
-0,1
-4,7
4,8



STATYSTYKA OPISOWA

X y X Y X Y XY
220,00 7,80 -498,67 2,62 248668,44 6,85 -1304,84
501,00 590 -217,67 0,72 47378,78 0,51 -155,99
742,00 4,90 23,33 -0,28 544,44 0,08 -6,61
830,00 480 111,33 -0,38 12395,11 0,15 -42,68

1000,00 430 281,33 -0,88 79148,44 0,78 -248,51
1019,00 3,40 300,33 -1,78 90200,11 3,18 -535,59

érednia 718,67 5,18
sumy 478335,33 11,55 -2294,23

Zgodnie z wzorem na r mamy

n
X:Y:
gi ! D (XY) —2294,93

i=1 I i:1I

=

Optacit si¢ trud. Wspotczynnik korelacji jest bardzo wysoki. OdkryliSmy ciekawe
prawo: silng zalezno$¢ Sredniej temperatury od wysokosci. Na wykresie wida¢, ze spadek
temperatury przebiega niemal liniowo wraz ze wzrostem wysokos$ci. Prosta, ktora ,,najlepiej
pasuje” do takiego wykresu, nazywamy prosta regresji, ale omowienie jej wykracza poza
ramy tej ksigzki.

Prostg regresji wida¢ na wykresie.... ktory prosz¢ wykonac¢ jako ¢wiczenie. W Excelu
podajemy dwie seria danych: x oraz y wzigte z powyzszej tabeli. Wybieramy ,kreator
wykresOw” 1 wykres punktowy. Nieztg — cho¢ nie idealng — zalezno$¢ liniowga ,,psuje” tylko
anomalia na samym koncu. Istotnie, porownywaliSmy tam Kuznice z Jaworzyng Spiska, a
cho¢ oba miejsca sa rzeczywiscie po pdinocnej stronie Tatr, to znajacy realia moga si¢
domysli¢, ze klimat tu 1 tam moze by¢ trochg¢ inny.

220] 7.8]
501 5,9 v
742| 4.9 .
830| 4.8 —
1000 4.3 >
1019, 34
] EIEIEI 4I;IEI EI;EI BI;EI 1IZIIIZIIZI 1

Cwiczenie. Przeanalizowa¢ powyzsze dane o temperaturze na stokach Tatr. Obliczy¢
wspolczynnik korelacji dla stokéw poludniowych. Za pomoca arkusza kalkulacyjnego
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obliczy¢ wspotczynniki korelacji w roznych miesigcach. Obliczy¢ wspotczynniki korelacji
miedzy temperaturg na stokach péinocnych a potudniowych. Wyciagna¢ wnioski.

Cwiczenie. Zastanow sig, jakie moga by¢ ciekawe, a tatwo dostgpne dane statystyczne do
sprawdzeriiga korelacji miedzy nimi. Poszukaj tych danych w Internecie. Oblicz wspotczynnik
korelacji.

Obliczanie wspotczynnika korelacji ma duze walory dydaktyczne (organizacja pracy,
sumiennos¢, rzetelnosé) i jest jednym z niewielu wskaznikdw, rzeczywiscie uzywanych w
statystyce, ktore z powodzeniem mozna omowi¢ w szkole, co wiecej: wyttumaczy¢ jego
znaczenie. A raczej moznaby, gdyby nie skromna liczba godzin matematyki.

Pomoéwmy 0 trudnosciach filozoficznych zwigzanych z pojeciem przyczynowosci. TrudnosSci
te wychodza rowniez przy wspoétczynniku korelacji. Wbrew powszechnej opinii, korelacja
bliska 1 nie oznacza jakiegokolwiek zwigzku przyczynowego. Przekonaja nas o tym dwa
proste przyktady. Jeszcze pot wieku temu dato si¢ wykazaé silng dodatnig korelacje miedzy
liczba narodzin dzieci w danym obszarze a liczbg bociandw na tym terenie. We Wtoszech
mozna za§ zaobserwowac, ze wraz ze wzrostem liczby spozywanych lodow, rosnie liczba
kradziezy kieszonkowych. Czy oznacza to, ze lody sa kryminogenne, a moze odwrotnie:
okradzeni ludzie chetniej siggaja po lody? Nie, ani jedno, ani drugie. Jemy wiecej lodow w
czasie cieptych miesiecy. Wtedy na ulicach wloskich miast jest wigcej turystow. Sa lzej
ubrani i tatwiej ich okras¢! A z bocianami? Tez oczywiste. Bocianow jest zdecydowanie
wigcej na wsi, niz w miastach, a tradycyjnie na wsi ludzie mieli wigcej dzieci niz w miastach
(obecnie tendencja si¢ nawet odwrocita). Pamigtajmy jednak: korelacja a relacja przyczyna-
skutek to zupetnie dwie rdzne sprawy.

B3 Mam takie powiedzenie, ktorego moze naduzywam. Otz zdarza si¢ nader czgsto, ze sztuka jest nie
rozwiazanie zadania, a utozenie. Méwig¢ do studentdw, ze zadanie ,,ut6z zadanie” jest bardzo dobrym zadaniem.
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