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Relacja R⊆X×Y×Z

Alicja zna tylko x∈X
Bob zna tylko y∈Y

Zadanie
obliczyć z∈Z takie , że x , y , z ∈R



Definicja

Protokół P oblicza relację R , jeżeli dla wszystkich
poprawnych danychwejściowych x , y ∈X×Y
protokół osiąga liść etykietowany wartością z∈Z
taką , że x , y , z ∈R.



Definicja

D R−deterministyczna złożoność komunikacyjna relacji R:
liczba bitów przesłanych przez najlepszy protokół
obliczający relację Rw przypadku najgorszych
danychwejściowych legalnychbądź nie.

Kosztem protokołu jest wysokość drzewa.



 Definicja

A×B jest monochromatycznym prostokątem
wodniesieniu do relacji R⊆X×Y×Z  ,
jeśli istnieje taka wartość z∈Z ,
że dla każdej pary  x , y ⊆A×B
albo x , y , z ∈Ralbo x , y  jest niepoprawna.



Przykładowy podział



 Twierdzenie

Każdy t−bitowy protokół P obliczający relację R
indukuje podział zbioru X×Y na conajwyżej
2 tmonochromatycznych prostokątów.



Przykład

R={x , y ,m:∣x∩ y∣−n /12  m∣x∩ y∣n /12, x , y⊆{1,2 .. , n}}

Pokażemy , że D R=n
poprzez wykazanie , że istnieje
zbiór oszukujący rozmiaru t=2 n



 Rozwiązanie: 
S 1 , S 2 , ... , S t−losowe podzbiory zbioru {1, 2 , ... , n}
Rozpatrujemy pary wejść :
S 1 , S 1 ,S 2 , S 2 , ... ,S t , S t 

Przy takim wyborze zbiorów , że :
∣S i∩ S j∣n /6 ∀ i≠ j
żadne z tych par niemogą byćw tym samym
monochromatycznym prostokącie.



m>=n/12

m>=n/12

m<n/12

S1'    S2'    S3'        St'   
                 S1

S2

St

R={ x , y ,m:∣x∩ y∣−n /12  m∣x∩ y∣n /12, x , y⊆{1,2 .. , n}}

S i , S i ,m∈R⇒mn /12, ponieważ ∣S i∩S i∣=0 
S i , S j ,m∈R ,i≠ j⇒mn /12, ponieważ ∣S i∩ S j∣n /6 dla i≠ j



Taki wybór istnieje.

S i , S j−losowe podzbiory zbioru {1,2 ... , n}
Z k−zmienna losowa owartości 1, gdy k∈S i i k∈S j i 0 wpp.

E [Z k ]=1∗Pr Z k=10∗Pr Z k=0=Pr k∈S i∧k∈S j=1/4 

Korzystając z nierównościChernoffa otrzymujemy :

Pr [∑
k=1

n

Z kn /6]Pr [∣∑
k=1

n

Z k /n−1/4∣1/12]1/2cn

dla pewnej stałej c.

Pr [∣S i∩S j∣n /6]1/2cn dla pewnej stałej c.



Pr ∣S i∩ S j∣n /6t 2∗2−cndla pewnych i , j

dla t=2cn /2mamy :

Pr ∣S i∩ S j∣n /61 dla pewnych i , j
zatem Pr ∣S i∩ S j∣n /60 ∀ i , j

stąd istnieje t=2 n zbiorów S i takich , że pary
S1 , S1 ,S 2 , S 2 , ... ,S n , S nmuszą należeć
do różnych prostokątów monochromatycznych.



  Przykład 
Relacja uniwersalna
U={ x , y , i : x∈{0,1 }n , y∈{0,1 }n , i∈{1,2 , ... , n}, x i≠ y i}
pary x , x  są niepoprawnymi danymi wejściowymi

D U nlogn
Alicja wysyła x do Boba.Bob znajduje odpowiedni indeks.

D U D NE −2 =n−1, 
gdzie NE x , y =[ x≠ y ]



Zakładając , żemamy protokół PU obliczającyU
konstruujemy protokół dla NE w następujący sposób :

−Alicja i Bob korzystając z protokołu PU

dla danychwejściowych x , y 

− jeżeli PU nie zwróci wyniku i∈{1, 2 , ... , n},
wtedy wynikiem jest 0 

− jeżeli PU zwróci jako wynik i∈{1, 2 , ... , n},
wtedy Alicja przesyła do Boba x i

Bob zwraca 1 jeżeli x i≠ y i , 0 wpp.



−x≠ y
protokół PU gwarantuje zwrócenie i takiego , że x i≠ yi ,
zatemwynikiem konstruowanego protokołu będzie1

−x= y
protokół PU może zwrócić0 lub i∈{1, 2 , ... , n}
wynikiem konstrukowanego protokołu będzie 0

D U D NE −2=n−1



 Przykład 

X={x1 x2 ... xn :∀ i x i∈{0, 1  }, ∑
i=1

n

x imod 2 =0 }

Y={y1 y2 ... yn :∀ i y i∈{0, 1  }, ∑
i=1

n

yimod 2 =1 }

Relacja parzystości :

P={x , y , i : x∈X , y∈Y ,i∈{1,2... , n}, x i≠ yi}
takie indeks zawsze istnieje , ponieważ x≠ y X∩Y=∅

Pokażemy , że D P 2 logn



Alicja i Bobbinarnie wyszukują i takiego , że x i≠ yi

W każdym kroku :
−Alicja i Bobmają przedział [ j , k ] taki ,
że parzystości x j ... x k i y j ... yk są różne

−l := jk /2 
−Alicja wysyła do Boba parzytość x j ... x l 1 bit 
Bobwysyła do Alicji parzystość y1 ... y l 1 bit 

− jeżeli parzystości są różne ,
to ustawiają k=l i kontynuują
− jeżeli parzystości są równe , to wnioskują ,
że parzystości x l1 ... x k i y l1 ... yk są różne
więc ustawiają j=l1 i kontynuują



P wykonuje logn kroków.
W każdym kroku przesyłane są 2 bity
i kiedy zbiór jest jednoelementowy ,
indeks j=k jest szukanym indeksem.

Jest to najlepszy możliwy protokół dla P.



  Lemat 

Niech X ,Y będą rozłącznymi podzbiorami {0,1 }n ,
C={x , y : x∈X , y∈Y ,d x , y =1},
gdzie d x , y −odległość Hammingamiędzy x i y
i R={x , y , i : x∈X , y∈Y , x i≠ yi}
wtedy
liczba podziałów R spełnia nierówność :
C DR∣C∣2 /∣X∣∗∣Y∣



Dowód 
R1 , R2 , ... , Rt−monochromatyczne prostokąty
dla relacji Roptymalnego podziału X×Y
mi−ilośćC−elementów należących do Ri

∣Ri∣−ilość elementów w prostokącie Ri

Zachodzą równości :

∣C∣=∑
i=1

t

∣mi∣

∑
i=1

t

∣Ri∣=∣X∣∗∣Y∣



Ri mi
2 

W każdym rzędzie x i w każdej kolumnie y prostokąta Ri

znajduje się conajwyżej jedenC element.



j−wynik odpowiadający prostokątowi Ri

Wszystkie y−ki w prostokącie Ri różnią
się od x na j−tym bicie.
Jeżeli x , y ∈C ,to d x , y =1, 
zatem x i y różnią się na dokładnie
jednym bicie , j−tym bicie.



∣C∣2 =∑
i=1

t

mi
2 

∑
i=1

t

mi
2  
t∗∑

i=1

t

mi
2 nierównośćCauchy−Schwartz 

t∗∑
i=1

t

mi
2  t∗∑

i=1

t

∣Ri∣

t∗∑
i=1

t

∣Ri∣=t∗∣X∣∗∣Y∣

Otrzymujemy :
t∣C∣2 /∣X∣∗∣Y∣



Relacja parzystości :
P={x , y , i : x∈X , y∈Y ,i∈{1,2 , ... , n}, x i≠ yi}
spełnia założenia powyższego lematu.

Zachodzą równości :
∣X∣=∣Y∣=2n−1

∣C∣=n∗2n−1 ∀ x∈X d x , y =1  ⇒ y∈Y 

Namocy lematu otrzymujemy :
C DR∣C∣2 /∣X∣∗∣Y∣
C DRn2∗2n−12 /2n−12 =n2 

stąd D R2 logn



Przykład

Relacja uniwersalna :
U={ x , y , i : x∈{0,1 }n , y∈{0,1 }n , i∈{1,2 , ... , n}, x i≠ yi}

R U =O logn



Alicja i Bob podejmują t prób:
−wybierają losowy ciąg r∈{0,1 }n

−Alicja wysyła do Boba iloczyn skalarnyx , r 1 bit 
−Bobwysyła do Alicji iloczyn skalarny y , r 1 bit 
− jeżelix , r≠ y , r , to ograniczają swoje ciągi
do tychbitów i , na których r i=1   
Parzystości otrzymanych ciągów sa różne.
Korzystają z deterministycznegowyszukiwania binarnego
do znaleznienia i takiego , że x i≠ y i .
Protokół zwraca jako wynik indeks i.

− jeżeli w t próbach ponoszą porażkę przy wyborze
ciągu r takiego , żex , r≠ y , r , to zwracają
dowolny indeks i

Liczba wymienionychbitówwynosi 2 tO logn



Prawdopodobieństwo błęduwynosi 2−t ,
ponieważ dla x≠ y i dla losowegociągu r∈{0, 1 }n

Pr x , r≠ y , r=Pr ∣x− y∣, r≠0=1/2 

Dla t=lognotrzymujemy złożonośćO logn
z prawdopodobieństwembłędu1/n.



 Przykład

Relacja monotoniczna :
M={x , y , i : x∈{0,1}n , y∈{0,1}n , i∈{1, 2 , ... , n}, x i=1, yi=0 }
 pary , dla których takie i nie istnieje są nielegalne 

D M nlogn
analogicznie do relacjiU

D M D DISJ −2 =n−1, 
gdzie DISJ jest funkcją rozłączności



Zakładając , żemamy protokół PM obliczający M
kontruujemy protokół dla DISJ w następujący sposób:
−Bob konstruuje ciąg y ' spełniający warunek :
∀ i y ' i=1− yi ∃i x i= yi=1  ⇔∃i x i=1, y ' i=0
−Alicja i Bob korzystając z protokołu PM dla x , y ' 
otrzymując wynik i
−Alicja przesyła do Boba x i

− jeżeli faktycznie x i=1 i y ' i=0,  to Bob zwraca 0, 
wpp. zwraca 1



−x∩ y≠∅
protokół PM gwrantuje zwrócenie indeksu i takiego ,
że x i=1 i y ' i=0, więcwynikiem będzie0 

−x∩ y=∅
niezależnie od wyniku zwróconego przez PM

wynikiem będzie1, ponieważ Alicja przesyła x i

do Boba , który dokonuje sprawdzenia

D DISJ D M 2 
D M D DISJ −2 =n−1



  Przykład 
Relacja parami rozłączne :

n=3m
X={P :P={x1 , y1 , ... ,xm , ym:∀ i x i , y i∈{1,2 , ... , n},∀ i x i≠ yi ,∀ i , j , i≠ j x i≠x j}}
Y={S :S⊆{1,2 , ... , n},∣S∣=m−1 }

PR={P , S , i : P∈X , S∈Y ,i−ta para P niema elementu ze zbioru S }
definicje zbiorów P i S zapewniają istnienie takiego i 

D M =m



M ' P ,S , i M : x k , yk P x k S yk S

M ' otrzymaliśmy z M dzięki ograniczeniu danych
wejściowych , zatem jest to prostszy problem ,
stąd :

D M ' D M



Rozważmy następujący problem:

Bob zna zbiór S tym razem rozmiarum
Alicja zna zbiór P
określone jak w relacji M ' , tzn. żadna para
z P nie zawiera dwóchelementów ze zbioru S

Zadanie :
Obliczyć funkcję częściową f taką , że :
− f P , S =0 
jeżeli w P jest para , która niema elementu z S

− f P , S =1 
jeżeli każda para w Pma dokładnie jeden element z S



  Lemat 

R1 /4
pub  f 2D M ' logn

Zakładając , żemamy dany deterministyczny protokól PM '

obliczający M ' , konstruujemy randomizowany protokół P f ,
który oblicza f ze złożonością D M ' logn
i który popełnia błąd z prawdopodobieństwem conajwyżej
1/2  popełnia błąd tylko wtedy , gdy wynikiem jest 0.
Dwukrotne wykonanie redukuje prawdopodobieństwo
błędu do1/4.





− f P , S =1 
tzn. każda para Pma dokładnie jeden element z S.
Pousunięciu x ze zbioru S jest dokładnie jedna
para pi ' w P ' , która niema elementu ze zbioru S '
orazx ∈ pi ' .
Wynikiem protokołu PM ' będzie dokładnie ten
indeks i , zatemw tym przypadku Alicja
zawsze poda poprawną odpowiedź 1.



− f P , S =0 
tzn. istnieje conajmiej jedna paraw P ,
ozn. pk , która niema elementu z S

−x nie jest elementem żadnej pary z P ,
zatemx nie jest elementem żadnej
pary P ' ,więc x nie jest elementem
i−tej pary znalezionej przez protokół PM '

Alicja zawsze poda poprawną odpowiedź 0 

−x jest elementem pl∈P
w tym przypadku protokól PM ' podaje
błędny wynik z prawdopodobieństwem
conajwyżej 1/2



x jest elementem pary pl∈P

W tym przypadku istnieją conajmniej dwie
pary pk , pl∈P ' , które niemają elementu S ' .
Protokół PM ' z prawdopodobieństwemconajmniej 1/2 
znajduje parę , która nie zawierax  , ponieważ
istnieje różnowartościowe przekształcenie ,
które dla każdej pary permutacji , przyporzadkowuje
parę ' , ' taką , że otrzymane zbiory P ' , S '  są takie same ,
alex i '  x należą do różnych par P ' .

Permutacje są losowe , zatem niezależnie od wyniku i
otrzymanegodla P ' , S '  z prawdopodobieństwemconajmniej
1/2 elementx nie należy doi−tej pary P ' .





  Lemat

R1 /4
pub DISJ R1 /4

pub  f  ,
gdzie DISJ jest funkcją rozłączności
dla danychwejściowych z {0,1 }m×{0,1 }m

Zakładając , żemamy protokół P f obliczający f
skonstruujemy protokół dla DISJ mający taką samą
złożoność i prawdopodobieństwobłędu.



−Alicja znając x∈{0,1 }m konstruuje zbiór
P={3 i−x i−1, 3 i :1  im}

−Bob znając y∈{0,1 }m konstruuje zbiór
S={3 i− yi :1  im}

−Alicja i Bob korzystają z protokołu P f

dla danychwejściowych P , S 



−DISJ x , y =0 
x∩ y≠∅⇒∃i x i= yi=1 
pi=3 i−2,3 i  , si=3 i−1 
∀ i≠ j s j∉ pi

zatem pi niema elementu z S ,
P f zwróci w tym przypadku 0 

−DISJ x , y =1 
x∩ y=∅⇒∀ i  yi=0∨ yi=1 ∧x i=0
∀ i si=3 i ∨si=3 i−1 ∧ pi=3 i−1,3 i 
∀ i si∈ pi

każda parama element z S ,
P f zwróci wartość1 

Prawdopodobieństwa sukcesu protokołów
P f i protokołu dla DISJ są takie same.



R1 /4
pub=m

D M D M ' 
D M ' =R1 /4

pub  f −logm=R1 /4
pub DISJ −logm=m

D M =m


