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KONTEKST

Wery�kacja systemów wspóªbie»nych.

• SWP: �wery�kacja nie ma sensu . . . za wyj¡tkiem maªych wa»nych cz¦±ci sys-
temu� � takich jak protokoªy komunikacyjne.

• Dzisiaj istnieje szereg narz¦dzi komputerowych wspomagaj¡cych wery�kacj¦:
CWB, SPIN, UPPAAL.

• Szczególnie systemy wspóªbie»ne warto wery�kowa¢ wspomagaj¡c si¦ kompu-
terem, a to dlatego, »e s¡ one bardzo �nieludzkie�.

W ramach tego referatu opowiem troch¦ o teorii, która za takimi narz¦dziami stoi.
A tak naprawd¦ o teorii za t¡ teori¡.



KONTEKST

Jak to sie robi:

1. Modelowanie

2. Wªa±ciwa wery�kacja

• model checking - sprawdzanie, czy model speªnia formuª¦ w jakiej± lo-
gice (logika modalna, rachunek µ); pozwala sprawdza¢ takie wªasno±ci jak
bezpiecze«stwo, czy »ywotno±¢

• equivalence checking - sprawdzanie, czy dwa systemy s¡ w jakim± sensie
równowa»ne; o ró»nych rodzajach równowa»no±ci (ze szczególnym naci-
skiem na bisymulacj¦) traktuje ten referat



MODELOWANIE

Przykªad 1 (prawie CCS)

Prosty protokóª:

• Nadawca nadaje bit 0 lub 1

• Odbiorca potwierdza otrzymanie tego bitu

Sender = transmit0.Sent0 + transmit1.Sent1
SentB = transmit ackB.AcknowledgeB

AcknowledgeB = ackB.Sender

Receiver = transmit0.Received0 + transmit1.Received1
ReceivedB = B.SendAckB
SendAckB = transmit ackB.Receiver

System = Sender||Receiver



MODELOWANIE

Graf stanów osi¡galnych:
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MODELOWANIE

Przykªad 2 (sie¢ Petriego)

Problem dwóch �lozofów

A1 A2

B1 B2

A
B



MODELOWANIE

Graf stanów osi¡galnych:

A1

A2

B1

B2

A

B

A1

A1

A2

A2

B1

B1

B2

B2



RÓWNO�� J�ZYKÓW GENEROWANYCH

Na graf osi¡galnych stanów mo»na spojrze¢ jak na znany z JAiO automat:

• wierzchoªki to stany

• etykietowane kraw¦dzie wyznaczaj¡ relacj¦ przej±cia

• stan pocz¡tkowy jest wyró»niony

• za stany ko«cowe mo»emy przyj¡¢ wszystkie stany



RÓWNO�� J�ZYKÓW GENEROWANYCH

Z automatem zwi¡zane jest poj¦cie rozpoznawanego (generowanego) przez niego
j¦zyka.

Prowadzi nas to do pierwszej równowa»no±ci procesów. Procesy P i Q s¡ równo-
wa»ne, je±li odpowiadaj¡ce im automaty generuj¡ (rozpoznaj¡) ten sam j¦zyk:

P =L Q ≡def L(P ) = L(Q)

b c

a a a

b c

= L



RÓWNO�� J�ZYKÓW GENEROWANYCH

Równowa»no±¢ ta, zwana trace equivalence dobrze oddaje ide¦ równowa»no±ci
obserwacyjnych, którymi si¦ zajmiemy � porównujemy jedynie zdarzenia, jakie pro-
cesy mog¡ wykona¢, niejako obserwujemy ich dziaªanie. Nie wchodzimy w struktur¦
wewn¦trzn¡ procesów.

W kontek±cie procesów wspóªbie»nych równowa»no±¢ ta nie jest jednak bardzo
u»yteczna. Uto»samia ona zbyt wiele procesów, poniewa» bierze pod uwag¦ tylko
zbiór mo»liwych przebiegów.

b c

a a a

b c

= L



BISYMULACJA

Podstawowa równowa»no±¢ dla teorii procesów wspóªbie»nych to bisymulacja.

Zde�niujemy j¡ poprzez gr¦. Gra toczy si¦ w turach. �Plansz¡� s¡ dwa procesy P
i Q.

Gracz I Gracz II

TURA

• wybiera jeden z procesów

• w wybranym procesie wykonuje dowoln¡

tranzycj¦ � proces zmienia stan

• w drugim procesie wykonuje tranzycj¦ o ety-

kiecie takiej, jak tranzycja wybrana przez

Gracza I � proces zmienia stan

KONIEC TURY



BISYMULACJA

Gracz I Gracz II

TURA

• wybiera jeden z procesów

• w wybranym procesie wykonuje dowoln¡

tranzycj¦ � proces zmienia stan

• w drugim procesie wykonuje tranzycj¦ o ety-

kiecie takiej, jak tranzycja wybrana przez

Gracza I � proces zmienia stan

KONIEC TURY

Gracz I wygrywa, gdy Gracz II nie mo»e wykona¢ ruchu.

Gracz II wygrywa w przeciwnym przypadku, czyli gdy Gracz I nie mo»e wykona¢
ruchu lub gdy gra toczy si¦ w niesko«czono±¢.



BISYMULACJA

Mówimy, »e procesy P i Q s¡ bisymulacyjnie równowa»ne, gdy Gracz II ma
strategi¦ wygrywaj¡c¡. Oznaczamy to P ∼ Q.

W przeciwnym przypadku, czyli gdy strategi¦ wygrywaj¡c¡ ma Gracz I, procesy P
i Q nie s¡ w bisymulacji.

a
a

c c
a

b b b

c c

b
a a

a

a

~

Bisymulacja jest oczywi±cie relacj¡ równowa»no±ci.



BISYMULACJA a TRACE EQUIVALENCE

Mo»na si¦ zastanawia¢, jak si¦ ma trace equivalence (równo±¢ j¦zyków generowa-
nych) do bisymulacji. Spójrzmy ponownie na przykªad:

b c

a a a

b c

= L

~

Jak wida¢ procesy równowa»ne z punktu widzenia trace equivalence nie musz¡
by¢ w bisymulacji.



BISYMULACJA a TRACE EQUIVALENCE

Implikacja w drug¡ stron¦ zachodzi: procesy, które s¡ w bisymulacji, generuj¡ ten
sam zestaw ±ladów:

P ∼ Q ⇒ P =L Q (∼ ⊆ =L)

Czy przy jaki± dodatkowych zaªo»eniach trace equivalence implikuje równowa»no±¢
bisymulacyjn¡?



BISYMULACJA a TRACE EQUIVALENCE

Czy przy jaki± dodatkowych zaªo»eniach trace equivalence implikuje równowa»no±¢
bisymulacyjn¡?

Tak. Dla procesów deterministycznych zachodzi:

P =L Q ⇒ P ∼ Q (=L ⊆ ∼)

Zatem dla procesów deterministycznych:

P =L Q ⇐⇒ P ∼ Q (=L = ∼)



SYMULACJA

Zmody�kujmy nieco gr¦, której u»yli±my do de�niowania bisymulacji:

Gracz I Gracz II

• wybiera jeden z procesów

TURA

• w wybranym procesie wykonuje dowoln¡

tranzycj¦ � proces zmienia stan

• w drugim procesie wykonuje tranzycj¦ o ety-

kiecie takiej, jak tranzycja wybrana przez

Gracza I � proces zmienia stan

KONIEC TURY

Równowa»no±¢ t¦ nazywamy symulacj¡. Oznaczamy j¡ przez ∼S.



SYMULACJA

Symulacja, podobnie jak bisymulacja, implikuje trace equivalence.

Oczywi±cie bisymulacja implikuje symulacj¦.

Pytanie: czy symulacja implikuje bisymulacj¦? Czyli czy symulacja jest równa bisy-
mulacji?



SYMULACJA

Pytanie: czy symulacja implikuje bisymulacj¦? Czyli czy symulacja jest równa bisy-
mulacji?

Nie:

b

a a

b

a
~
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SYMULACJA

Mamy zatem nast¦puj¡ce implikacje:

∼ ⊆ ∼S ⊆ =L

A dla systemów deterministycznych:

∼ = ∼S = =L



n-BISYMULACJA

Kolejn¡ wariacj¡ na temat bisymulacji jest n-bisymulacja (gdzie n to dowolna liczba
naturalna).

Gra, której u»ywamy do jej de�niowania jest identyczna jak w wypadku zwykªej
bisymulacji, ale liczba tur jest ograniczona przez n. Je±li gra nie sko«czy si¦ przed
upªywem n tur, wygrywa Gracz II.

Równowa»no±¢ t¦ oznaczamy ∼n.



n-BISYMULACJA

Zachodz¡ nast¦pujace, oczywiste fakty:

• ∼0 to relacja totalna

• ∼n+1 ⊆ ∼n

• =L ⊆ ∼1

• ∼n i =L s¡ niezale»ne dla n > 1

• ∼ ⊆ ∼n



n-BISYMULACJA

Ciekawsza jest relacja ∼ω =def

⋂
∼i, która alternatywnie mo»na zde�niowa¢ poprzez

nast¦puj¡c¡ gr¦:

Gracz I Gracz II

• wybiera n � liczb¦ tur

TURA

• wybiera jeden z procesów

• w wybranym procesie wykonuje dowoln¡

tranzycj¦ � proces zmienia stan

• w drugim procesie wykonuje tranzycj¦ o ety-

kiecie takiej, jak tranzycja wybrana przez

Gracza I � proces zmienia stan

KONIEC TURY



n-BISYMULACJA

Oczywi±cie ∼ω ⊆ =l. Implikacja w drug¡ stron¦ nie zachodzi.

Prawd¡ jest te», »e ∼ ⊆ ∼ω.

Ciekawe jest pytanie, czy zachodzi implikacja odwrotna? Czy ∼ω ⊆ ∼?



n-BISYMULACJA

Czy ∼ω ⊆ ∼?

W przypadku ogólnym okazuje si¦, »e nie, co pokazuje nast¦puj¡cy przykªad:

a

. . .

. . .a a a

a a a a

a a

ω a

. . .
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n-BISYMULACJA

a

. . .

. . .a a a

a a a a
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Je±li dodamy niezbyt restrykcyjne z praktycznego punktu widzenia zaªo»enie, aby
z dowolnego stanu procesu wychodziªo jedynie sko«czenie wiele tranzycji o danej
etykiecie (jest tzw. wªasno±¢ sko«czonego obrazu) to zawieranie zachodzi, a
wobec tego:

∼ = ∼ω



D�UGIE KROKI

Nast¦pn¡ wariacj¡ na temat bisymulacji, jak¡ rozpatrzymy, b¦dzie zmiana de�nicji
pojedynczego ruchu graczy.

W oryginalnej grze Gracz I wykonuje pojedyncza tranzycj¦, na co Gracz II odpo-
wiada pojedyncz¡ tranzycj¡ o tej samej etykiecie. Zmiana polega na tym, »e Gracz
I wykonuje dowolny ci¡g tranzycji, na co Gracz II musi odpowiedzie¢ ci¡giem tran-
zycji (o odpowiednich etykietach).

Jak ma si¦ tak zde�niowana relacja do bisymulacji?



D�UGIE KROKI

Jak ma si¦ tak zde�niowana relacja do bisymulacji?

Okazuje si¦, »e jest to dokªadnie ta sama relacja.



D�UGIE KROKI

Podobnie jak dla krótkich kroków, mo»emy dla kroków dªugich zde�niowa¢ relacje
∼n i ∼ω. Zachodz¡ dla nich nast¦puj¡ce, oczywiste fakty:

• ∼0 to relacja totalna

• ∼n+1 ⊆ ∼n

• ∼1 = =L

• ∼n ⊆ =L (n > 1)

• ∼ ⊆ ∼n

• ∼ = ∼ω dla procesów z wªasno±ci¡ sko«czonego obrazu



Z�O�ONO�� OBLICZENIOWA

To, co odró»nia bisymulacj¦ od ∼i to zªo»no±¢ obliczeniowa.

Niech n oznacza sumaryczn¡ liczb¦ stanów procesów P i Q za± m ich sumaryczn¡
liczb¦ tranzycji. Wówczas:

równowa»no±¢ zªo»ono±¢

bisymulacja O(m logn)

symulacja O(mn)

∼i (i > 0) PSPACE-zupeªne



SPEKTRUM VAN GLABBEEK'A

Bisimulation equivalence

2-nested simulation equivalence

Ready simulation equivalence

Ready trace equivalence

Readiness equivalence

Failures equivalence

Completed trace equivalence

Trace equivalence

Simulation equivalence

Possible-futures equivalence

Failure trace equivalence
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SPEKTRUM VAN GLABBEEK'A

Bisimulation equivalence

2-nested simulation equivalence

Ready simulation equivalence

Ready trace equivalence

Readiness equivalence

Failures equivalence

Completed trace equivalence

Trace equivalence

Simulation equivalence

Possible-futures equivalence

Failure trace equivalence
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Wiemy, »e dla systemów deterministycznych ∼ = =L. Wida¢ z tego, »e dla syste-
mów deterministycznych wszystkie powy»sze równowa»no±ci s¡ równe.



SPEKTRUM VAN GLABBEEK'A
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Ready simulation equivalence
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Dla procesów sko«czenie stanowych równowa»no±ci symulacyjne s¡ obliczalne w
czasie wielomianowym, za± niesymulacyjne s¡ PSPACE-zupeªne.



PROCESY NIESKO�CZENIE STANOWE - REWRITE SYSTEMS

Zajmiemy si¦ teraz klasami procesów niesko«czenie stanowych. Oczywi±cie b¦d¡
nas interesowaªy jedynie takie procesy, których przestrze« stanów jest sko«czenie
generowana.

Wró¢my do analogi z JAiO i obserwacji, »e procesy, które rozwa»amy, to automaty.

Ka»demu automatowi sko«czonemu odpowiada gramatyka prawostronna, generu-
j¡ca ten sam j¦zyk regularny co on.

b c

a a

S

B C

ε

S → aB S
a→ B

S → aC ⇒ S
a→ B

B → b B
b→ ε

C → c C
c→ ε



PROCESY NIESKO�CZENIE STANOWE - REWRITE SYSTEMS

W hierarchii Chomskiego oczko wy»ej od j¦zyków regularnych znajduj¡ sie j¦zyki
bezkontekstowe, generowane przez gramatyki bezkontekstowe. W gramatykach
tych produkcje maj¡ posta¢:

V → (a + V )∗

Ka»d¡∗ gramatyk¦ kontekstow¡ mo»na jednak przeksztaªci¢ do postaci normalnej
Greibach:

V → aV ∗ ⇒ V
a→ V ∗

Przypomnijmy dodatkowo, »e ka»de wyprowadzalne sªowo mo»na wyprowadza¢ w
sposób standardowy, tzn. rozwijaj¡c zawsze skrajnie lewy nieterminal.



PROCESY NIESKO�CZENIE STANOWE - REWRITE SYSTEMS

Bior¡c zbiór reguª (produkcji) w postaci normalnej Greibach i rozwij¡c zawsze skraj-
nie praw¡ zmienn¡ procesow¡ (nieterminal), dostajemy proces z klasy procesów
bezkontekstowych, zwanej tak»e BPA (Basic Process Algebra). Stanami s¡
sªowa nad V , czyli zbiorem zmiennych procesowych.

X XY XYY

Y YYε ...

...a a a

c c c

b b b

X
a→ XY

X
c→ ε

Y
b→ ε



PROCESY NIESKO�CZENIE STANOWE - REWRITE SYSTEMS

Powy»sz¡ konstrukcj¦ mo»na powtórzy¢ z dokªadno±ci¡ do jednej zmiany:

X XY XY

Y Yε ...

...a a a

c c c

b b b
...

b b b

2

2

X
a→ XY

X
c→ ε

Y
b→ ε

Je±li dopu±cimy przemienno±¢ staªych procesowych, a wi¦c zamienimy stany ze
sªów na multipodzbiory V , dostaniemy klas¦ procesów zwan¡ BPP (Basic Parallel
Processes).

Pierwszy, nieprzemienny wariant odpowiada zªo»eniu sekwencyjnemu procesów, za±
drugi, przemienny � zªo»eniu równolegªemu.



PROCESY NIESKO�CZENIE STANOWE - REWRITE SYSTEMS

T¦ metod¦ generowania procesów, polegaj¡c¡ z grubsza na przepisywaniu zmien-
nych procesowych wedªug reguª postaci α

a→ β, nazywa si¦ rewrite systems. Nakªa-
daj¡c ró»ne ograniczenia na zbiór reguª dostaniemy szereg wa»nych klas procesów:

ograniczenia sekwencyjne równolegªe

α ∈ V ∗, β ∈ V ∗ PDA PN

α ∈ QS, β ∈ QS∗ PDA MSA

α ∈ V , β ∈ V ∗ BPA BPP

α ∈ V , β ∈ V ∪ {ε} FSA FSA

gdzie V = Q]S, FSA = Finite state automata = automaty sko«czone, PDA = Pu-
shdown automata = automaty (sko«czone) ze stosem, MSA = Multiset automata,
a PN = Petri nets = sieci Petriego.



PROCESY NIESKO�CZENIE STANOWE - REWRITE SYSTEMS

W przypadku sekwencyjnym daje si¦ zauwa»y¢ dwie ciekawe rzeczy:

• Najogólniejsza klasach reguª daje, tak samo jak mniej ogólna, PDA

• Chocia» gramatyki bezkontekstowe i automaty ze stosem rozpoznaj¡ t¦ sam¡
klas¦ j¦zyków, to ju» z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu procesów ta druga jest
ogólniejsza. Mo»na pokaza¢ wi¦cej: klasy te s¡ ró»ne z dokªadno±ci¡ do bisy-
mulacji.

Ogólnie mo»na pokaza¢, »e wszystkie wymienione klasy procesów s¡ ró»ne z do-
kªadno±ci¡ do bisymulacji.



PROCESY NIESKO�CZENIE STANOWE - REWRITE SYSTEMS

Mamy teraz do czynienia z niesko«czon¡ przestrzeni¡ stanów, wi¦c nie tyle zªo-
»ono±¢ obliczeniowa jest problemem, co sama rozstrzygalno±¢. Dla bisymulacji
wygl¡da to tak:

FSA

BPA BPP

PAPDA MSA

PN

O(m log n)

rozstrzygalnerozstrzygalne

rozstrzygalne
dla normed

rozstrzygalne
dla normed

nierozstrzygalne

nierozstrzygalne

Za± wszystkie pozostaªe równowa»no±ci ze spektrum van Glabbeek'a s¡ nierozstrzy-
galne dla ka»dej klasy poza FSA.



S�ABA BISYMULACJA

Wró¢my na chwil¦ do zastosowa« praktycznych. Jak mo»na zauwa»y¢ bisymulacja
nie jest a» tak bardzo u»yteczna do wery�kacji � rozró»nia ona zbyt wiele procesów.
Dlatego wprowadzono jej odmian¦ zwan¡ sªab¡ bisymulacj¡.

Wyró»nia si¦ jedno specjalne zdarzenie, zwyczajowo oznaczane τ . B¦dzie ono od-
powiada¢ ka»demu zdarzeniu wewn¦trznemu procesu.

Sender = transmit0.Sent0 + transmit1.Sent1
SentB = transmit ackB.AcknowledgeB

AcknowledgeB = ackB.Sender

Receiver = transmit0.Received0 + transmit1.Received1
ReceivedB = B.SendAckB
SendAckB = transmit ackB.Receiver

System = (Sender||Receiver)\{transmitB, transmit ackB}



S�ABA BISYMULACJA

Graf stanów osi¡galnych:

Sender || Receiver

Sent0 || Received0

Sent0 || SendAck0

Acknowledge0 || Receiver

Sent1 || Received1

Sent1 || SendAck1

Acknowledge1 || Receiver

0 ack0 ack1 1

τ τ

τ τ



S�ABA BISYMULACJA

Aby zde�niowa¢ bisymulacj¦ sªab¡ stosujemy t¦ sam¡ gr¦ co dla zwykªej bisymulacji
(zwanej siln¡), ale zmieniamy krok.

Krok z etykiet¡ a 6= τ to dowolna liczba tranzycji τ nast¦pnie dokªadnie jedna
tranzycja a, a potem znów dowolna liczba tranzycji τ .

Krok z etykiet¡ τ to dowolna liczba tranzycji τ (tak»e 0).



PERFORMANCE EQUIVALENCE

Rozszerzamy de�nicj¦ procesu w ten sposób, »e ka»da równolegªa skªadowa ma
swój lokalny zegar. Wykonanie tranzycji w tej skªadowej powoduje aktualizacj¦
tego zegara.

Dla ustalenia rozszerzmy sobie znan¡ klas¦: BPP do TBPP. Stan procesu b¦dzie
multipodzbiorem iloczynu kartezja«skiego N i V :

t1 � X1||t2 � X2|| . . . ||tn � Xn

Zaªó»my, »e w opisie procesu mamy reguª¦ X1
a→ Y1Y2 . . . Yk. Wówczas wykonanie

tranzycji wygenerowanej z tej reguªy spowoduje zmian¦ powy»szego stanu na:

(t1 + t(a)) � Y1|| . . . ||(t1 + t(a)) � Yk||t2 � X2|| . . . ||tn � Xn



PERFORMANCE EQUIVALENCE

Tranzycje b¦d¡ etykietowane nie tylko samym zdarzeniem, a par¡: zdarzenie i liczba.
Liczba to warto±¢ lokalnego zegara przed wykonaniem tranzycji.

0>X 1>X  1>Y 2>X  2>Y  1>Y

2>Y  1>Y 2>X  2>Y 2>X  1>Y1>X 1>Yε

a,0 a,1

c,0 b,1 c,1 c,2 b,2b,1

c,1

b,1

X
a→ XY

X
c→ ε

Y
b→ ε

Bisymulacja dla TBB nazywa si¦ performance equivalence. Jest ona obliczalna
w czasie wielomianowym.



KONIEC
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