Topologia Algebraiczna I
Elementy teorii homotopii

Pomocnik studenta

Wersja in statu nascendi

Agnieszka Bojanowska Stefan Jackowski

20 lutego 2016






Spis tresci

Kategoryjny punkt widzenia

1.1 Kategorie, funktory, transformacje naturalne . . . . ... ... ... ... .....
1.2 Funktory reprezentowalne . . . . . . . . ... . L L
1.3 Kategoria A i obiekty symplicjalne . . . . . . . ... ... L.
1.4 Funktory sprzezone . . . . . . . ... Lo e
1.5 Produkty i koprodukty, granice i kogranice . . . . ... ... . 0oL
1.6 Kategorie morfizmow . . . . . . . ... e
1.7 Struktury algebraiczne w kategoriach . . . . . .. .. ... oo
1.8 Kategorie przestrzeni topologicznych . . . . . . . ... o000
1.9 Grupoid podstawowy przestrzeni topologicznej . . . . . . .. .. ... ... ....

Przestrzenie przeksztalcen ciaglych

2.1 Generowanie topologii . . . . . . . ..o
2.2 Topologia zwarto-otwarta . . . . . . . ... L Lo
2.3 Topologia 7., a produkt kartezjanski . . . . . . . . ... ... ... ... .. ....
2.4 Przestrzenie przeksztalcen przestrzeni punktowanych . . . . . ... ... ... ...
2.5 Przestrzen drog . . . . . ... oL
2.6 Grupy homotopii . . . . . . . . . . . e

Korozwldknienia i rozwldknienia
3.1 Wstep . . o o e
3.2 Cylinderikocylinder . . . . . . . .. L
3.3 Korozwldknienia i rozwiéknienia . . . .. . ..o Lo
3.3.1 Definicje . . . . . . oL e
3.3.2 Jednoznaczno$é podnoszenia i rozszerzania homotopii . . . . . . . . .. ..
3.3.3 Dualnosé¢ korozwloknien i rozwltéknienien . . . . . . .. ...
3.4 Korozwldknienia i relatywne homotopijne réwnowaznosci. . . . . . . .. .. . ...
3.5  Rozwloknienia i wtokniste homotopijne rownowaznosci . . . . . . . .. .. ... ..
3.6 Lokalny opis korozwtoknien . . . . . . . . ...
3.7 Lokalny opis rozwloknien . . . . . .. .. oL L Lo
3.8 Punktowane i wolne klasy homotopii . . . . . ... ... ... L 0L

Ciagi zbiorow klas homotopii

4.1 Wstep . . . o o e e e e e e
4.2 Ciagi kowlokniste i wlokniste . . . . . .. .. oo oo
4.3 Funktory potdoktadne i ciagi Puppe . . . .. . .. ... o L oL
4.4 Ciagi dokladne grup homotopii . . . . . . . . . . ... ... ... ...

© ot G

10
11
12
15
16
17
20

25
25
26
28
31
31
32

35
35
36
39
39
43
43
46
51
54
56
59



4 SPIS TRESCI
5 CW-kompleksy 75
5.1 Relatywne komérki i multikomorki . . . . . ..o oo 75
5.2 CW-kompleksy i odwzorowania komorkowe . . . . . ... . ... ... .. ..... 76
5.3 Twierdzenie J.H.C. Whiteheada . . . . . . . . .. .. .. ... ... .. ..., 77
5.4 Aproksymacja gladka . . . .. ..o 79
5.5 Aproksymacja komorkowa . . .. ..o 0oL Lo 82
5.6 Homotopijne wlasnosci CW-kompleksow . . . . . . . .. . ... ... ... ... 84
6 Grupy homotopii CW-komplekséw 87
6.1 Grupy homotopii relatywnych komorek . . . . . . .. .. .o 0oL 87
6.2 Grupy homotopii sfer . . . . . . . . . . ... 91
6.3 Stopienn odwzorowania S™ — S™ . . . .. L e e e 93
6.4 Grupy homotopii przestrzeni jednorodnych
grup linfowych . . . .. oL 93
6.5 Przestrzenie Eilenberga-MacLane’a . . . . . . . .. ... .. oo 94



Rozdzial 1

Kategoryjny punkt widzenia

1.1 Kategorie, funktory, transformacje naturalne

Definicja 1.1.1. Kategoria C sktada sie z:
1. Klasy obiektow ob (C).

2. Zbioréw morfizmdéw More(X,Y) okreslonych dla dowolnych dwoch obiektow X, Y € ob (C),
a jesli X =Y wraz z wyroznionym elementem tx € More(X, X), zwanym morfizmem iden-
tycznosciowym.

3. Odwzorowarni sktadania morfizméow
Mor¢(X,Y) x More(Y, Z) 3 (f,9) — gf € More(X, Z)
okreslonych dla dowolnych trzech obiektow X, Y, Z € ob (C), takie, ze:

e dla dowolnych trzech skladalnych morfizméw zachodzi rownosé (fg)h = f(gh) (tzn.
sktadanie jest taczne),

e dla dowolnego morfizmu f € More(X,Y) zachodzi réwnosci: fix = vy f = f (tzn. 1x
jest elementem neutralnym ze wzgledu na sktadanie).

Definicja 1.1.2. Morfizm f: X — Y w kategorii C nazywamy izomorfizmem jesli istnieje morfizm
g:Y — X taki, ze fg = idx oraz gf = idy.

Uwaga 1.1.1. Kategorie oznaczamy na ogot literami A, B, C a zbiory morfizméw miedzy obiektami
X,Y € ob(C) oznaczamy takze C(X,Y).

Definicja 1.1.3. Podkategoria C' C C nazywamy kategorie C’ taka, ze kazdy jej obiekt jest obiek-
tem w C , dla dowolnych X,Y € ob (C’), More/(X,Y) C Morc(X,Y) i skladanie morfizméw oraz
morfizmy neutralne w C’ pokrywaja sie z tymi w C. Podkategoria C’ C C nazywa si¢ petng jesli dla
dowolnych X,Y € ob (C’), More/(X,Y) = More(X,Y).

Pela podkategoria w C jest jednoznacznie zdefiniowana przez podanie klasy jej obiektow.

Definicja 1.1.4. Funktor (kowariantny) F: C — D miedzy kategoriami C i D jest zadany przez
przyporzadkowanie obiektom kategorii C obiektéw kategorii D: F': ob (C) — ob (D) oraz odwzoro-
wania Fx y: More(X,Y) — Morp(F(X), F(Y)), okreslone dla dowolnych obiektow X, Y € ob (C),
ktore zachowujace morfizmy identycznosciowe tzn. Fx x (1x) = tp(x) oraz zlozenie morfizmoéow tzn.
Fx.z(gh) = Fy,z(9)Fx.y (h).
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Uwaga 1.1.2. Nie istnieje kategoria wszystkich kategorii i funktoréw, bowiem funktory miedzy
kategoriami nie musza by¢ zbiorem, a jedynie klasa.
Definicja 1.1.5. Funktor F': C — D jest rownowaznoscia kategorii wtedy i tylko wtedy, gdy

1. F': Mor¢(A, B) — Morp(F(A), F(B)) jest bijekcja dla dowolnych A, B € ob (C);

2. kazdy obiekt Y € ob (D) jest izomorficany z obiektem F(A) dla pewnego A € ob (C).

Definicja 1.1.6. Jesli dane sa dwa funktory F;: C — D, ¢ = 1,2 to ich transformacjq naturalng na-
zywamy przyporzadkowanie kazdemu obiektowi X € ob (C) morfizmu (w D) ®x: Fi(X) — Fa(X)
tak, ze dla dowolnego morfizmu f: X — Y w C nastepujacy diagram w kategorii D jest przemienny:

Fi(X) —2 > Fy(X)
Fl(f)L Fy(f)
Dy

Transformacja naturalna ® nazywa sie naturalng réwnowaznosciq funktoréw jesli dla kazdego obiek-
tu X € ob(C), morfizm ®x jest izomorfizmem.

Definicja 1.1.7. Dla dowolnej kategorii C definiujemy kategorie przeciwna C°P, czyli taka, ze
ob (C°?) = ob(C) a dla dowolnych A, B € ob (C°) definiujemy C°P(A, B) := C(B, A). Funktor
kowariantny F': C°? — D nazywa sie funktorem kontrawariantnym na C.

Przyktad 1.1.1. Przyktady kategorii i standardowe oznaczenia:
1. S lub Set— kategoria zbioréow i ich dowolnych przeksztalcen,

2. P lub Poset — kategoria zbioréow czesciowo uporzadkowanych i przeksztatcen zachowujacych

porzadek,
3. S, lub Set, — kategoria zbioréw z wyréznionym punktem i przeksztalcenn zachowujacych te
punkty,
4. G lub Grp — kategoria grup i homomorfizmow; A C G podkategoria grup abelowych,
5. R lub Ring — kategoria pierscieni z jedynka i ich homomorfizméw,
6. Mg lub Modg — kategoria modutéw nad pierscieniem R (R-modulow) i ich homomorfizmow,
7. Vr lub Vecty — kategoria przestrzeni liniowych nad cialem F i przeksztatcen liniowych,

8. 7T lub 7op — kategoria przestrzeni topologicznych i przeksztalcen cigglych,

9. 7, lub Top. — przestrzeni topologicznych z wyrdznionym punktem i przeksztalceri ciagtych
zachowujacych te punkty,

10. 73, lub T op,, — kategoria homotopii przestrzeni w ktorej obiektami sa przestrzenie topologiczne
a morfizmami klasy homotopii. Istnieje naturalny funktor ilorazowy 7 — 7p,

11. 7.y lub Top;,, — kategoria homotopii przestrzeni z wyréznionym punktem. Obiekty: prze-
strzenie z wyréznionym punktem; morfizmy: punktowane klasy punktowanych homotopii
przeksztalcen. Istnieje naturalny funktor ilorazowy 7, — ZTyp.

Kategorie pochodzace od przestrzeni topologicznych omawiamy doktadniej w osobnym rozdziale.
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Doskonale wyjasnienie motywacji tych definicji, a w szczegoblnosci transformacji naturalnej znaj-
duje sie we wstepie do oryginalnego artykutu [5] , w ktorym zostaly wprowadzone do matematyki
pojecia teorii kategorii. Przytoczymy omawiany tam przyktad:

Przyktad 1.1.2. Zdefiniujemy kategorie skoniczenie wymiarowych, rzeczywistych przestrzeni wek-
torowych Vectﬂém. Jej obiektami sa skonczenie wymiarowe rzeczywiste przestrzenie wektorowe.
Dla dowolnych dwoch przestrzeni V, W € ob (Vect]{;m), morfizmy to odwzorowania liniowe, czyli
Mor(V, W) := Homg(V, W). Zlozenie morfizmoéw to zlozenie przeksztatcen liniowych a element
neutralny to przeksztalcenie identycznosciowe. Tak zdefiniowana Vect]}ém spelnia oczywiscie ak-
sjomaty kategorii Def. 1.1.1. Zauwazmy przy okazji, ze kategoria VectH);m jest rownowazna swojej
podkategorii, ktorej obiektami sa przestrzenie wektorowe N := {R™ |n =0,1,2,...} a morfizmami
wszystkie odworowania liniowe. Istotnie, wlozenie N' — C jest rownowaznoscig kategorii, bo kazda
przestrzen skonczenie wymiarowa jest izomorficzna z pewna, przestrzenia R™.

Na kategorii Vectﬂém rozpatrzymy dwa funktory, znane dobrze z Algebry Liniowej:

e Funktor kontrawariantny przestrzeni sprzezonej *: (Vectﬂéi")ol’ — Vectﬂém przypisujacy prze-
strzeni V przestrzen sprzezona V* := Homg (V, R) oraz odwzorowaniu liniowemu f: V — W
przeksztalcenie liniowe f*: W* — V* zdefiniowane wzorem: f*(¢)(v) := o(f(v)).

e Funktor drugiej przestrzeni sprzezonej, czyli zlozenie funktora * ze soba. Jest to funktor

kowariantny **: Vectﬂém — Vecty,", ktory przypisuje przestrzeni wektorowej V przestrzen
V** .= (V*)* a homorfizmowi f: V — W przeksztalcenie liniowe f**: V** — W**,

Dla kazdej przestrzeni liniowej V istnieje izomorfizm V ~ V* ale do zdefiniowania go konieczny
jest pewien wybor np. bazy w V lub iloczynu skalarnego w V.

Izomorfizm V ~ V** moze by¢ zdefiniowany kanonicznie tzn. wytacznie w terminach przestrze-
ni V, bez odwolywania si¢ do dodatkowych struktur, jak w poprzednim przypadku. Dla dowolnej
przestrzeni V zdefiniujmy przeksztalcenie liniowe ®&v: V. — V** wzorem ®v(v)(p) = ¢(v).
przeksztalcenie ®v jest réznowartosciowe, a wiec dla skoniczenie wymiarowych przestrzeni wek-
torowych jest izomorfizmem, bowiem dim(V) = dim(V**). Znane z Algebry Liniowej okreslenie
Oy jako kanonicznego izomorfizmu znajduje Sciste sformutowanie w postaci stwierdzenia, ze ®v
jest transformacja naturalna (réwnowaznoscia) funktora identycznosciowego do funktora drugiej
przestrzeni sprzezonej. Istotnie, dla dowolnego odwzorowania liniowego f: V — W diagram prze-
ksztatcen liniowych:

jest przemienny.

Zad. 1.1.1. Dla dowolnego cialta F i ustalonej przestrzeni wektorowej V € ob (VectIFm) definiuje-
my funktor Fy : Vect]'f;m — Vect[];m, Fy(W) := Hom(V, W), oraz dla dowolnej liczby naturalnej
n € N funktor F,(W) := W x --- x W (n-krotny produkt). (Zdefiniowa¢ te funktory na morfi-
zmach!) Udowodnié, ze dowolna baza B przestrzeni V zdaje naturalna réwnowaznosé¢ funktorow
(I>B: FV — Fdim(V)~

Zad. 1.1.2. Dla dowolnego zbioru X przez P(X) oznaczamy zbior ktorego elementami sg wszystkie
podzbiory zbioru X . Zdefiniujemy funktor kontrawariantny P': S — S tak, ze P'(X) := P(X) adla
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f: X — Y przeksztatcenie P'(f): P(Y) — P(X) wzorem P'(f)(B) := f~1(B). Zdefiniujmy drugi
funktor F?: § — &, zdefiniowany na dowolnym obiekcie X jako F?(X) = 2% - zbior przeksztalcen
X — {0,1}, a na morfizmie f: X — Y jako F?(f)(¢) := of dla dowolnej funkcji ¢ € 2Y.
Udowodnié¢, ze istnieje naturalna réownowaznosé¢ funktorow P' — F2.

Zad. 1.1.3. Zinterpretuj znang z Topologii IT odpowiednio$é¢ przestrzeni nakrywajacych nad usta-
lona tukowo spdjna i lokalnie jednospdjna przestrzenia X i m (X, zg)—zbiorow jako rownowaznosé
dwoch kategorii: przestrzeni nakrywajacych nad X oraz 71 (X, zg)—zbiorow.

Wiele przyktadéow kategorii ma podobny charakter do kategorii przestrzeni wektorowych: rozwa-
za sie zbiory z pewna dodatkowa struktura (np. dzialaniem grupowym, dzialaniami definiujacymi
strukture piericienia, topologia, porzadkiem) oraz przeksztalcenia zachowujace te struktury. Takie
podejscie pozwala dostrzec analogie miedzy rozmaitymi twierdzeniami i teoriami matematyczny-
mi.!

Zauwazmy, ze dla kazdej z kategorii 1.-9. istnieje funktor zapominania F': C — S prowadzacy do
kategorii zbiorow, polegajacy na przyporzadkowaniu zbiorowi ze struktura samego zbioru, a morfi-
zmom odpowiednich przeksztalcen zbioréw. Funktor zapominania jest oczywiscie roznowartosciowy
na zbiorach morfizmoéw, ale na og6t skleja klasy izomorfizmu obiektéw np. F': G — S przeprowadza
nieizomorficzne grupy Z4 i Zo @ Z2 na izomorficzne zbiory czteroelementowe. Kategorie wyposa-
zone w funktor zapominania do kategorii zbioréw (ktéry mozna opisaé¢ aksjomatycznie) nazywaja
sie kategoriami konkretnymi. Mowiac nieformalnie, sa to kategorie ktorych obiektami sg zbiory z
wyrozniong strukturg (np. porzadkiem, dzialaniem lub topologia) a morfizmami przeksztatcenia
zbioréw zachowujace te strukture.

Chociaz powstanie poje¢ kategoryjnych byto motywowane analogiami teorii matematycznych
i potrzeba sprecyzowania intuicji "naturalnych roéwnowaznosci", to w nastepnych latach okazalo sie,
ze wazne jest takze rozwazanie "matych" kategorii, bedacych uogélnieniem struktur algebraicznych.

Definicja 1.1.8. Kategorie C nazywamy matq jesli klasa obiektow ob (C) jest zbiorem.

Obiekty w malych kategoriach czesto oznaczamy maltymi literami, a wiec ¢ € ob (C). Poszcze-
goblne grupy, zbiory czeéciowo uporzadkowane mozemy rozwazaé jako kategorie.

Przyktad 1.1.3. Niech G bedzie grupa (a nawet monoidem, czyli zbiorem z dzialaniem tacznym
i z jednoscia). Zdefiniujemy kategorie Co jako posiadajaca jeden obiekt *, a zbiér morfizmow
Ca(*, %) := G. Zlozenie morfizméw jest zadane przez dziatanie grupowe, a morfizmem neutralnym
jest element neutralny w grupie. Zauwazmy, ze funktorom miedzy kategoriami zadanymi przez dwie
grupy Cqg — Cpg odpowiadaja doktadnie homomorfizmy grup G — H. Istnieje takze rownowaznosé
(a nawet izomorfizm) kategorii (Cg)°? = Cg.

Zad. 1.1.4. Niech fy, f1: G — H beda dwoma homomorfizmami grup. Udowodnié¢, ze istnieje bi-
jekcja zbioru transformacji naturalnych miedzy wyznaczonymi przez nie funktorami Fy, Fy: Cq — Cgy
a elementami h € H takimi, ze dla kazdego g € G, fi(g) = hfo(g)h™%, czyli fi = cnfo gdzie
cp: H — H jest automorfizmem wewnetrznym wyznaczonym przez element h € H.

Przyktad 1.1.4. Niech (9, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym (poset). Zdefiniujemy

(82781) Jeéll S1 < So

kategorie Cg, w ktorej ob (Cg) := S oraz Mor(sy, $2) = Zlozenie

() w przeciwnym przypadku.
zdefiniowane jest w oczywisty sposob: (ss3, s2)(s2,$1) := (83, 51).

Zad. 1.1.5. Niech fo,f1: S — T beda dwoma morfizmami posetéw (odwzorowaniami zacho-
wujacymi porzadek). Udowodnié, zZe istnieje transformacja naturalna (doktadnie jedna) miedzy

I Maksyma przypisywana Stefanowi Banachowi: Matematykiem jest, kto umie znajdowaé analogie miedzy twier-
dzeniami, lepszym - kto widzi analogie miedzy dowodami, jeszcze lepszym - kto dostrzega analogie miedzy teoriami,
a mozna wyobrazi¢ sobie i takiego, co widzi analogie miedzy analogiami. By¢ moze mlody Eilenberg ustyszal te
maksyme od Banacha i to stanowilo jedna z motywacji powstania pojecia kategorii.


https://en.wikipedia.org/wiki/Concrete_category
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definiowanymi przez nie funktorami Fy, Fy: Cs — Cp wtedy i tylko wtedy gdy fo(s) < fi(s) dla
kazdego s € S.

Male kategorie i funktory miedzy nimi tworza kategorie (bo funktory miedzy malymi kate-
goriami tworza zbior!) oznaczang Cat. Ostatnie przyklady oznaczaja, ze kategoria grup i katego-
ria zbiorow czesciowo uporzadkowanych sg réwnowazne pewnym podkategoriom w Cat. Jedynym
wsp6lnym obiektem obu odpowiednich podkategorii jest zbior jednopunktowy.

Zad. 1.1.6. Mala kategoria C w ktorej dla dowolnych dwoch obiektow ¢, ¢ € ob (C) istnieje co
najwyzej jeden morfizm ¢ — ¢’ jest rownowazna (ale nie identyczna!) z kategoria definiowana przez
poset (zbioér czesciowo uporzadkowany).

Zad. 1.1.7. Jesli w malej kategorii kazdy morfizm jest izomorfizmem oraz miedzy kazdymi dwoma
obiektami istnieje morfizm, to ta kategoria jest rownowazna kategorii definiowanej przez grupe.
Podaj (nietrywialne) przyklady takich kategorii.

1.2 Funktory reprezentowalne

Dowolny obiekt kategorii C wyznacza funktor kowariantny i funktor kontrawariantny do kategorii
zbiorow.

Definicja 1.2.1. Dla X € ob C definiujemy funktory:
e Funktor kowariantny Rx: C — S reprezentowany przez obiekt X € ob (C):
— Rx(U) := More(X,U) dla U € ob (C)
— Rx(f)(g):=fogdlaU LVix LU
e Funktor kontrawariantny RX: C — S reprezentowany przez obiekt X.
— RX(U) := Mor¢ (U, X) dla U € ob (C)
— Rx(f)(g)=gofdlaULVivLx

Definicja 1.2.2. Funktor kontrawariantny F' : C — S nazywamy reprezentowalnym wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje obiekt X € C oraz naturalna réwnowaznosé funktoréow RX — F. Analogicznie
dla funktora kowariantnego.

Przyktad 1.2.1. Funktor F), zdefiniowany w Zad. 1.1.1 jest reprezentowalny, a obiektem go repre-
zentujacym jest przestrzen R”.

Twierdzenie 1.2.1 (Lemat Yonedy). Niech F : C — S bedzie funktorem kontrawariantnym oraz
X € ob(C). Wowczas istnieje naturalna bijekcja miedzy transformacjami naturalnymi funktoréw
®: RX — F a elementami zbiory F(X) zadana przez przyporzqdkowanie

Nate(RY, F) 2 @ ~ ®(X)(idx) € F(X).

Dowdd. Zdefiniujemy odwrotne przyporzadkowanie: kazdemu elementowi x € F(X) przyporzad-
kujemy transformacje ®,: R — F dang wzorem: ®,(f) := F(f)(x). O

Wnhiosek 1.2.1. Dla dowolnych obiektow X,Y € ob (C) przyporzedkowanie f ~ ¢, 74(h) = foh
definiuje bijekcje miedzy elementami zbioru More(X,Y') a transformacjami naturalnymi funktoréw
przez nie reprezentowanych RX — RY .

Whiosek 1.2.2. Jezeli funktor F: C — S jest reprezentowalny, to obiekt go reprezentujgcy jest
wyznaczony jednoznacznie z doktadnosciq do izomorfizmu.
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Dla matlej kategorii C i dowolnej kategorii D niech F(C, D) oznacza kategorie, ktorej obiektami
sg funktory z C — D, a morfizmami miedzy funktorami transformacje naturalne. Jako wniosek z
Lematu Yonedy 1.2.1 otrzymujemy:

Whniosek 1.2.3. Przyporzadkowanie X ~+ RX definiuje funktor, ktdry jest réwnowazinosciq kate-
gorii C z petng podkategorig (p.Def. 1.1.3) F(C°P,S) ztozong z funktorow reprezentowalnych.

Zauwazmy, ze w przypadku kategorii skoriczenie wymiarowych przestrzeni wektorowych funk-
tory RV, Ry maja wartosci w tej samej kategorii, bo zbiér homomorfizméw sam jest przestrzenia
wektorowa. Kategorie majace te wlasno$é nazywamy kategoriami zamknietymi. Innym przykladem
kategorii zamknietej jest kategoria grup abelowych (ale nie wszystkich grup!). Nieco delikatniej-
sza jest kwestia nadania struktury kategorii zamknietej kategorii przestrzeni topologicznych, bo w
zbiorze przeksztalcen ciaglych mozna rozpatrywaé rézne topologie.

1.3 Kategoria A i obiekty symplicjalne

Ogromna role w topologii odgrywa kategoria skoriczonych zbioréw dobrze uporzadkowanych i prze-
ksztalcen zachowujacych porzadek, a dokladniej jej pelna podkategoria A skladajaca sie z ciagow
[n] := n := {0,1,2,...,n}. Geometryczna motywacja wynika stad, ze istnieje funktor A — T
przypisujacy zbiorowi n sympleks A™ C R"*! rozpiety afinicznie na wektorach bazy kanoniczne;
€0,€1,- .-,y (Wspdlrzedne numerujemy 0,...,n). Dowolne przeksztalcenie p: n — m indukuje
przez afiniczne rozszerzenie przeksztalcenie ciggle A™ — A™.

Zad. 1.3.1. Wykaz, ze dowolny morfizm w kategorii A mozna przedstawi¢ jako zlozenie prze-

ksztatcen §cian (face maps) 0°,...,8": [n — 1] — [n], gdzie §' jest injekcja pomijajaca wierzchotek
o numerze i oraz przeksztalcen degeneracji 0°,...,0": [n + 1] — [n] zdefiniowane jako jedyna
surjekcja taka, ze O‘;l(i) = {i,i + 1}. Przeksztalcenia &%, o spelniaja tozsamosci symplicjalne

(simplicial identities):
1. 6;0; = 0;0;—1 jesli 1<y
2. 0j0; = 0,051 jesli i<j
3. 0,0, =id jesli i=j lub i=j+1
4. 0j0; = 0j—15; jesli i>j+1
5. 0j0; = 0041 jesli @ < g

Definicja 1.3.1. Niech C bedzie dowolna kategoria. Obiekt symplicjalny w kategorii C to funktor
A — C. Wartos¢ funktora X : A°? — C na obickcie [n] € A oznaczamy w skrocie X,,. Kategorie
obiektow symplicjalnych i transformacji naturalnych oznaczamy Sp, := Funct(A°,C). Gdy C =S
jest kategoriag zbioréw kategorie obiektow symplicjalnych w S, zwanych zbiorami symplicjalnymi,
oznaczamy Sp.

7 Zad. 1.3.1 wynika, ze aby zada¢ obiekt symplicjalny wystarczy wskazaé ciag obiektow Xg, X1, ...

oraz morfizmy F(c?) = s; oraz F(§') = d; speliajace warunki wynikajace z réownosci w Zad. 1.3.1.

Definicja 1.3.2. Symplicjalnym sympleksem n—wymiarowym nazywamy funktor Afn]: A%? — S
reprezentowany przez [n] € Sp, czyli Aln|([m]) := Mora([m], [n]).

Otrzymujemy szczegoélny przypadek tzw. zanurzenia Yonedy 1.2.3:

Whiosek 1.3.1. Przyporzedkowanie [n] ~ Aln| definiuje funktor, ktéry jest réwnowaznosciq ka-
tegorii A z petng podkategorig kategorii Sp, ztozong z funktoréw reprezentowalnych.

Kategoria zbioréw symplicjalnych Sp odgrywa ogromna role we wspolczesnej teorii homotopii.
Pogladowe wprowadzenie do teorii zbioréw symplicjalnych zawiera artykut [0].
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1.4 Funktory sprzezone

Adjoint functors arise everywhere.

Saunders Mac Lane

Pojecie funktorow sprzezonych (dotgczonych - adjoint functors) nawiazuje do pojecia prze-
ksztalcenia sprzezonego, znanego z algebry liniowej. Jesli (V, (—, —)v ) oraz (W, (—, —)w) sa skon-
czenie wymiarowymi rzeczywistymi przestrzeniami liniowymi wyposazonymi w iloczyn skalarny, to
dowolnemu przeksztatceniu liniowemu f: V — W mozna przypisac¢ przeksztalcenie sprzezone (lub
dolaczone) f': W — V takie, ze dla dowolnych elementow v € V,w € W zachodzi r6wnos¢:
(v, f'(w))v = (f(v),w)w. Puszczajac nieco wodze matematycznej fantazji mozna mysle¢ o przy-
porzadkowaniu parze obiektéw kategorii zbioru morfizméw jako rodzaju "formy dwuliniowej”, ktorej
warto$ciami sg zbiory. Ten punkt widzenia prowadzi naturalnie do definicji funktoréw sprzezonych

dotaczonych.

Definicja 1.4.1. Funktory F': C — D i G : D — C nazywamy sprzezonymi gdy istnieje naturalna
réwnowaznosé funktorow na kategorii C°P x D o wartosciach w S

®: More(-,G(-)) = Morp(F(-),-)

tzn. dla dowolnej pary morfizméw Cy ER C1 w C oraz Dq LR Dy w D diagram:

[
Morc(Ch, G(Dy)) ——2> Morp (F(C1), Dy) (1.1)
G(h) f' hF(f)'
®c,, Dy

MOI‘c(CQ, G(Dg))

MOI‘D (F(CQ), Dg)

jest przemienny. Méwimy, ze funktor F jest lewo-sprzezony do funktora G, a G jest prawo-sprzezony
do funktora F.

Warunek réwnowaznosci funktoréw mozna zapisaé korzystajac z oznaczen dla funktora repre-
zentowanego.

REPN(C) ~ Rp(F(C))

Przyktad 1.4.1. Zbior morfizméw w kategorii zbioréw oznaczamy Map (—, —). Dla trzech zbiorow
X,Y,Z € ob (S) istnieje naturalna rownowaznos¢ funktorow

P(xy,z): Map (X xY,Z) ~ Map (X,Map (Y, 2))

dana wzorem @ (x v, 7)(f)(x)(y) := f(z,y). Ustalajac zbior Y otrzymujemy, ze funktor Ry (Z) = Map (Y, Z)
posiada funktor lewo-dotaczony F(X):= X x Y.

Zad. 1.4.1. Wykazad, ze funktory F': C — D i G : D — C sg sprzezone wtedy i tylko wtedy gdy ist-

niejg transformacje naturalne n: id¢ — F'G oraz e: GF — idp takie, ze ztozenia F I, por < F

oraz G & GFG 5 G sg identycznosciami.

Zad. 1.4.2. Pokazadé, ze jezeli funktor F' : C — D jest réwnowaznoscia kategorii, to istnieje funktor
G : D — C sprzezony do I zaréwno z prawej jak i lewej strony.

Zad. 1.4.3. Pokazaé, ze funktor sprzezony do danego funktora, o ile istnieje, to jest wyznaczony
jednoznacznie z doktadnoscia do naturalnej rownowaznosci funktorow.
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Zad. 1.4.4. Niech S, bedzie kategorig zbioréw z wyr6éznionym punktem. Skonstruowaé funktor
lewo-dolaczony do funktora R% : S, — S, gdzie punktem wyréznionym w R% (Z) := Map (X, Z)
jest przeksztatcenie state w punkt wyrézniony w Z.

Zad. 1.4.5. Niech Vr bedzie kategorig przestrzeni wektorowych nad ciatem F. Skonstruowaé¢ funk-
tor lewo-dolaczony do funktora RY,: Vg — Vi, RY,(W) = Homp(V, W).

Zad. 1.4.6. Niech V]Fm bedzie kategoria skoriczenie wymiarowych przestrzeni wektorowych nad

ciatem F. Skonstruowaé funktor lewo-dotaczony do funktora RY, : Vﬂ{f A VEJ«c m,

Bardzo waznymi przyktadami funktoréw dotaczonych sa funktory dotaczone do funktoréow za-
pominania.

Zad. 1.4.7. Skonstruuj funktory lewo-dotaczone do funktoréw zapominania:
1. S, — S;
2. T — 8, skonstruuj takze funktor prawo-dotaczony;

3. G — Soraz G — S, (punkt wyrdzniony w zbiorze na ktérym okreslona jest struktura grupowa
to element neutralny);

4. A C G, gdzie A podkategoria grup abelowych, oraz A — S;

5. Niech G bedzie grupa, a Sg oznacza kategorie, ktorej obiektami sg G—zbiory a morfizmami
G-przeksztalcenia. Dla dowolnej podgrupy H C G definiujemy funktor zapominania (obciecia
dzialania) Sg — Sg.

1.5 Produkty i koprodukty, granice i kogranice

Definicja 1.5.1. Produktem (kartezjanskim) obiektow X i Y w kategorii C nazywamy obiekt
P wraz z morfizmami P 2% X i P 25 ¥V, ktéry ma nastepujaca wlasnosé uniwersalnosci: dla
dowolnych morfizméow W Lxiwsy istnieje dokladnie jeden morfizm W LN P, dla ktérego
pxoh=fipyoh=y.

(1.2)

w92 o

_ X
"
vy p
Definicja 1.5.2. Koproduktem obiektéw X 1Y w kategorii C nazywamy obiekt S wraz z morfizma-
mi X 25 S§iY 25 S, ktory ma nastepujaca wlasnosé uniwersalnosci: dla dowolnych morfizmow
x4 W iY L W istnieje doktadnie jeden morfizm S LN W, dla ktorego hoix = fihoiy =g.

§<—X (1.3)
N
y — 2 -w

Uwaga. Koprodukt obiektéw X i Y w kategorii C jest produktem w kategorii C°P.

Zad. 1.5.1. Poda¢ definicje produktu i koproduktu dowolnej rodziny obiektow {X;};cs.
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Zad. 1.5.2. Zbadac¢ istnienie produktéw i koproduktéw (skoriczonych i nieskoriczonych) w znanych
kategoriach.

Zad. 1.5.3. Dla obiektéow X i Y kategorii C rozpatrujemy funktor F(-) = R¥X(-) x RY (-), gdzie
x oznacza produkt kartezjanski zbioréw. Funktor F' jest reprezentowalny wtedy i tylko wtedy gdy
istnieje produkt X x Y i jest to obiekt go reprezentujacy.

Z lematu Yonedy (Wniosek 1.2.1) wynika, ze produkt, o ile istnieje, to jest wyznaczony jednoznacz-
nie z doktadnoscig do izomorfizmu. Produkt (odpowiednio koprodukt) rodziny obiektow {X;};cs
oznaczamy:
Produkt H X; Koprodukt H X;
jed jeJ

Produkt rodziny obiektéw nazywamy czasem produktem kartezjariskim a koprodukt sumg prostq.

Zdefiniujemy teraz ogodlniejsza konstrukcje granicy (zwanej tez granica odwrotna) i kogranicy
(zwanej tez granica prosta) diagramu modelowanego na malej kategorii.

Definicja 1.5.3. Niech 7 bedzie mala kategoria. Diagramem w kategorii C modelowanym na 7
nazywamy dowolny funktor F' : 7 — C. Powiemy, ze rodzina morfizméw {f; : W — F(j)},ez jest
zgodna jezeli dla kazdego a;; : ¢ — j morfizmu w Z, F(oyj) o f; = fj.

Definicja 1.5.4. Granicg (lub granica odwrotna) diagramu F : 7 — C nazywamy obiekt L w
kategorii C (oznaczamy go limzF') wraz ze zgodng rodzing morfizméw {p; : L — F(j)};ecob 7,
ktory posiada nastepujaca wlasnosé uniwersalnosci: dla kazdego obiektu W i zgodnej rodziny
{f;j W — F(j)}jeob 7 istnieje dokladnie jeden morfizm g : W — L, dla ktorego pj o g = f;
dla kazdego 7 € ob .

Jezeli odwrocimy strzalki dostaniemy dualne pojecie granicy prostej (zwanej tez kogranica) dia-
gramu.

Definicja 1.5.5. Kogranicg (lub granica prosta) diagramu F : 7 — C nazywamy obiekt C' w ka-
tegorii C (oznaczamy go colim 7F') wraz ze zgodng rodzing morfizméw {s; : F(j) — C}jcob 1,
ktory posiada nastepujaca wlasnosé uniwersalnosci: dla kazdego obiektu W i zgodnej rodziny
{f; : F(j) = W}jecob 7 istnieje dokladnie jeden morfizm g : ¢ — W, dla ktorego g o s; = f;
dla kazdego 7 € ob 7.

Zad. 1.5.4. Granica (odp. kogranica) diagramu modelowanego na kategorii dyskretnej (tzn. w
ktorej istnieja tylko morfizmy identycznosciowe) jest izomorficzna z produktem (odp. koproduktem)
rodziny obiektow.

Zad. 1.5.5. Jesli kategoria Z ma obiekt poczatkowy ig € ob Z (odpowiednio koiicowy i, € ob I),
to dla dowolnego diagramu F': 7 — C mamy limz F' = F(ig) (odpowiednio colim 7 F' = F(ix)).

Przyktad 1.5.1. Opiszemy bardzo wazne konstrukcje granicy i kogranicy diagramu zbioréw. Niech
F: 7T — § bedzie diagramem w kategorii zbioréw.

Granica diagramu F jest podzbiorem zdefiniowanym nastepujaco:
imF = {{z:i} € [ FG) | Vaiimy Fla)(z:) =25}
i€ob T
Morfizmy p;: limz F — F(4) to obciecia rzutowan z iloczynu kartezjariskiego na czynniki.
Kogranice diagramu definiujemy dualnie, jako zbidr ilorazowy sumy roztaczne;j.
colimg F := ( H F(i))/ ~
i€ob T

gdzie ~ jest najmniejsza relacja zawierajaca utozsamienia (x’,7) ~ (z”,j) jesli istnieja morfizmy
a;: 1 — k oraz aj: j — k takie, ze F(a;)(2') = F(oy)(z”). Morfizmy s;: F(i) — colimz F sa
zdefiniowane przez wlozenia w koprodukt.
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Zad. 1.5.6. Opisa¢ konstrukcje produktu i koproduktu w kategorii grup abelowych.

Stwierdzenie 1.5.1. Niech F': T — C bedzie dowolnym diagramem. Obiekt C' € ob (C) z morfizma-
mi strukturalnymi {C — F(i) }icob (z) jest granicq odwrotng diagramu F wtedy i tylko wtedy, gdy
reprezentuge funktor Gg: C — Set dany wzorem Gp(X) = lime More(X, F(—)) (lim w kategorii S)
a morfizmy strukturalne odpowiadajq elementowi id € Gg(C).

Whniosek 1.5.1. Granica i kogranica diagramu, o ile istnieje, to tylko jedna z doktadnoscig do
1zomorfizmu.

Dowdd. ZADANIE. O

Definicja 1.5.6. Niech w kategorii C beda dane beda ponizsze diagramy morfizméw oznaczonych
litymi strzatkami.

Kogranice diagramu morfizmoéw, oznaczonych li- | Granice diagramu morfizmoéw, oznaczonych lity-
tymi strzatkami mi strzatkami

XlQLXl X1 Xx,, Xo = X3

f2 fa f f1

f1 v v f2

Xo > X1 Ux,, Xo Xog ——— Xy
nazywa sie koproduktem kowloknistym (inaczej | nazywa si¢ produktem wioknistym (inaczej pull-
push-out). back).

Zad. 1.5.7. Sprawdz, ze powyzsza definicja produktu wldknistego jest réwnowazna nastepujacej:

Produktem wloknistym morfizmow X L Torazy &1 nazywamy obiekt Z wraz z morfizmami
Zz2 xiz2 v, da ktorych przemienny jest diagram:

z X . X

ol

vy —9

i ktory spelnia nastepujacy warunek uniwersalnosci: dla kazdego obiektu W i morfizmow W rx

iw Ly takich, ze f o h = g o k istnieje dokladnie jeden morfizm W 5 Z, taki ze px or = h i
pyor=k.

Zad. 1.5.8. Zbadaé istnienie granic i kogranic w znanych kategoriach.

Definicja 1.5.7. Granice diagramu modelowanego na kategorii 0 = 1 (czyli dwoch morfizmow
miedzy tymi samymi obiektami) nazywamy ekwalizatorem tych morfizméw (takze jaderem roz-
nicowym) i oznaczamy Eq , a kogranice ich koekwalizatorem (takze kojaderem réznicowym) i
oznaczamy Coeq.

Przyktad 1.5.2. Niech f,g: V = W beda dwoma odwzorowaniami liniowymi. Wtedy Eq(f, g) = ker(f — g)
a Coeq(f, g) = coker(f — g). W szczegdlnosci jesli g = 0, to jadro roznicowe jest po prostu jadrem
przeksztalcenia f, a kojadro réznicowe, jego kojadrem.

Zad. 1.5.9. Opisz ekwalizator i koekwalizator dowolnej pary morfizméw w kategorii zbiorow i
innych znanych kategoriach (zbadaj istnienie).
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Stwierdzenie 1.5.2. Jesli w kategorii C istniejg ekwalizatory dla dowolnej pary morfizméw (odp.
koekwalizatory) oraz produkty (odp. koprodukty) dowolnej (skoriczonej) rodziny obiektow , to istniejq
w niej granice (odp. kogranice) dowolnych (skoriczonych) diagramow.

Dowdd. ZADANIE. O

Stwierdzenie 1.5.3. Funktor dotgczony z lewej (prawej) strony zachowuje kogranice (granice)
diagramow. Tzn. jesli funktor G : C — D jest lewo dotgczony do pewnego funktora, to dla dowolnego
diagramu F : T — C to naturalny morfizm colim¢(G o F) — G(colim¢ F) jest izomorfizmem.

Dowdd. ZADANIE. O

1.6 Kategorie morfizméw

Dla dowolnej kategorii C mozna rozwazaé kategorie jej morfizmoéw Mor(C) ktorej obiektami sa
morfizmy w C a morfizmami miedzy dowolnymi dwoma obiektami f: X — Y i f: X' - Y’ (czyli
morfizmami w C) sa przemienne diagramy morfizmow w C:

czyli pary morfizméw (h, h) w C, dla ktérych powyzszy diagram jest przemienny.

Definicja 1.6.1. Mowimy, ze morfizm f: X — Y jest ortogonalny z lewej strony do f': X' — Y’
jesli dla kazdego morfizmu (diagramu) miedzy nimi istnieje przekatna ¥ — X',

Odpowiednio méwimy, ze f’ jest ortogonalny do f z prawej strony. Jesli M C Mor(C) jest klasa
obiektow w Mor(C) (tzn. morfizméw w C), to klase morfizméw do nich ortogonalnych z prawej
strony oznaczamy M=, a z ortogonalnych z lewej strony +M.

Zauwazmy, ze w dowolnej kategorii C mozna mowié¢ o retraktach:

Definicja 1.6.2. Obiekt ¢ jest retraktem obiektu d jesli istnieja morfizmy ¢ — d — ¢ ktorych
ztozenie jest identycznoscia id.. Morfizm d — ¢ nazywamy retrakcja.

Lemat 1.6.1. Dia dowolnej klasy morfizméw M klasy morfizméw ortogonalnych +M i M+ sq
zamkniete ze wzgledu na retrakcje w kategorii Mor(C).

Dla ustalonego obiektu A mozemy rozwazaé¢ pelng podkategorie C4 kategorii morfizmoéw, ktorej
obiektami sg morfizmy o wartoSciach w A, a morfizmami diagramy w ktorych dolna strzaltka jest
identycznoscia. Morfizmy mozemy wiec utozsamié z trojkatami przemiennymi

A

A
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Dualnie rozwaza sie kategori¢ morfizméw wychodzacych z A, oznaczana C*, ktérej obiektami sa

morfizmy A 7, X a morfizmami sg takze diagramy przemienne:

Kategorie C4 nazywa sie kategoria obiektow nad A, a kategorie C* nazywa sie kategoria obiektow
pod A.

Zad. 1.6.1. Produkt witoknisty morfizmow X LT orary LT w kategorii C jest izomorficzny
z ich produktem w kategorii Cp. Odpowiednio koprodukt kowldknisty morfizmow S I, X oraz

stLyw kategorii C jest izomorficzny z ich koproduktem w kategorii C°.

Zad. 1.6.2. Zbadaé istnienie produktéow wldknistych i koproduktéw kowtdknistych w znanych
kategoriach.

1.7 Struktury algebraiczne w kategoriach

Pokazemy, ze o strukturach algebraicznych takich jak monoid i grupa mozna méwi¢ w dowolnej
kategorii. Niech M oznacza kategorie tacznych monoidéow z jednoscia, a G kategorie grup (grupa to
monoid posiadajacy odwrotnosci). Zauwazmy, ze monoid mozna utozsamiac z kategoria posiadaja-
ca jeden obiekt, a grupe z takim monoidem w ktérym wszystkie morfizmy sa odwracalne. Istnieja

oczywiste funktory zapominania G — M Zs.

Definicja 1.7.1. Struktura grupowa (odp. kogrupowa) na obiekcie Y € ob € nazywamy podniesie-
nie funktora kontrawariantnego reprezentowanego przez obiekt Y, RY : ¢ — &, RY (X) := Mor(X,Y))
(odp. Rx) do kategorii grup i ich homomorfizméw M tzn. funktor RY : C — G taki, ze diagram

RY .7
- z

R
c—X=S8
w ktorym Z: G — S jest funktorem zapominania o strukturze grupy, jest przemienny. Jesli kate-
goria grup G jest zastapiona kategoria monoidéw M, to méwimy o strukturze monoidalnej (odp.
komonoidalnej) na obiekcie X.

Dzialanie grupowe w zbiorze G definiuje strukture grupowa na tym zbiorze jako obiekcje ka-
tegorii: dla dowolnego zbioru X, zbior przeksztalcen Morg(X, G) jest oczywiscie grupa, a prze-
ksztalcenia zbioréw X — Y indukuja homomorfizmy grup. Natomiast w kategorii zbioréw nie ma
obiektow kogrupowych, stad ich mniejsza popularnosé, cho¢ z kategoryjnego punktu widzenia defi-
nicje sg symetryczne. Obiekt grupowy w kategorii C staje sie obiektem kogrupowym w kategorii C°P
i odwrotnie. Obiekty ko-grupowe odgrywaja wazng role w teorii homotopii i w teorii algebr Hopfa.
Konstrukcje obiektéow grupowych i kogrupowych w kategorii homotopii przestrzeni topologicznych
z wyréznionym punktem opiszemy w nastepnym rozdziale.

Zad. 1.7.1. Zalozmy, ze na obiektach X,Y € C zadane sa struktury monoidu. Kiedy morfizm
f+ X — Y nazwiemy homomorfizmem tych struktur?
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Zad. 1.7.2. Zbada¢ zwiazek definicji grupy (topologicznej) z pojeciem obiektu grupowego w kate-
gorii zbioréw (przestrzeni topologicznych) i kategorii zbioréow z wyréznionym punktem (przestrzeni
z wyroznionym punktem). Zbadaé istnienie struktur ko-monoidu w tych kategoriach.

Jesli w kategorii istnieja produkty oraz obiekt koricowy, to definicje struktury grupowej na X mozna
wyrazi¢ rownowaznie w postaci blizszej tradycyjnej definicji grupy.

Zad. 1.7.3. Zakladamy, ze w kategorii C istnieja produkty dowolnych obiektéw oraz obiekt korn-
cowy P. Pokazaé, ze struktury grupowe na X sg w bijekcji z trojkami morfizméow w C:

1. p: X x X — X (dzialanie grupowe),
2. 71: X — X (branie elementu odwrotnego),
3. e: P — X (jedynka).

ktore spelniaja odpowiednie warunki (te warunki prosze wypisa¢ samodzielnie - to nic innego jak
aksjomaty grupy napisane przy pomocy przemiennych diagramow). Wykazaé analogiczne stwier-
dzenie dla obiektéw kogrupowych.

Zad. 1.7.4. Zdefiniowaé dzialanie obiektu grupowego na obiekcie w kategorii oraz dualnie kodzia-
tanie obiektu kogrupowego na obiekcie, tak zeby definicja dzialania w przypadku kategorii zbioréw
i przestrzeni topologicznych pokrywala sie z dobrze znana.

Stwierdzenie 1.7.1. Zatézmy, ze morfizm v : X — X U X zdaje strukture kogrupowgq, za$
Y XY =Y zadaje strukture grupowq w kategorii C posiadajgcej obiekt poczgtkowy P, bedg-
cy jednoczesnie obiektem koricowym. Wtedy dziatania wyznaczone w More(X,Y) przez v i przez u
pokrywajq sie i dziatanie jest przemienne.

Dowdd. Pokrywanie sie obu dziatan i przemiennosé dzialania grupowego wynika z nastepujacego
diagramu:

Xx—* sxux—Y o yvuy

5 A , iduid
§ Jx Jy
XxX T oxxx-I yyy " Jy
w ktorym ex jest zlozeniem X — P — X, jx := (idx,ex) U (ex,idx) (dpowiednio ey i jy),
0 := (id,id) a T := py X p; jest zamiana wspotrzednych. O

1.8 Kategorie przestrzeni topologicznych

Centralng role w naszych rozwazaniach bedzie odgrywata kategoria przestrzeni topologicznych i
przeksztalcenn ciagltych 7 oraz kategorie z niej otrzymane przez rozmaite konstrukcje. Opiszemy
bardziej szczegdtowo kilka z nich:

Kategoria par przestrzeni topologicznych 7,

Jest to podkategoria w kategorii morfizméw Mor(7') sktadajaca sie z morfizméw (czyli przeksztal-
cen ciagtych) bedacych wlozeniami podprzestrzeni w przestrzenn A C X. Morfizmami sa przemienne
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diagramy:
a—L .pB (1.4)
CJ/ C
x—1 oy

a wiec przeksztalcenia f: X — Y takie, ze f(A) C B. Morfizmy w kategorii par przestrzeni
zapisujemy f: (X, A) — (Y, B).

Kategoria przestrzeni i par przestrzeni z wyréznionym punktem 7,.

Podkategorig kategorii par jest kategoria przestrzeni z wyréznionym punktem: rozpatrujemy pary
(X, A) takie, ze A = {xo} jest zbiorem jednopunktowym. Obiektami w 7, sa wiec pary (X, zo)
gdzie X jest przestrzenia, a xo € X; morfizmami z (X, xz¢) do (Y,yo) przeksztalcenia f: X — Y
takie, ze f(zg) = yo, ktore oznaczamy f: (X, zg) — (Y, yo).

Zauwazmy, ze kategorie 7, mozemy utozsamia¢ z kategorig morfizmoéw okreslonych na zbiorze
jednopunktowym {pt} — X.

Zad. 1.8.1. Zdefiniowa¢ kategorie par przestrzeni z wyr6éznionym punktem 7o,.

Kategoria 74 - przestrzeni "pod A"

Dla ustalonej przestrzeni A rozwazamy petna podkategorie 74 kategorii przeksztalcen Mor(7T),

ktorej obiektami sg, przeksztalcenia A 7, X a morfizmami sg diagramy przemienne:

N

f

X Y

Kategoria 7 - przestrzeni "nad B"

Dla ustalonej przestrzeni B rozwazamy pelna podkategorie 7p kategorii przeksztalcenn Mor(7) ,
ktorej obiektami sg morfizmy o warto$ciach w B, a morfizmami przemienne trojkaty przeksztatcen

f

NoA

B

X Y

Kategorie homotopii

7 kazda z powyzszych kategorii mozna zwiazaé jej kategorie homotopii. Zacznijmy od podstawowej
definicji kategorii homotopii przestrzeni topologicznych 7j,.

Definicja 1.8.1. Homotopig nazywamy dowolne przeksztatcenie ciagle F': X x [ — Y, gdzie I =
[0, 1] jest odcinkiem euklidesowym. Przeksztalcenia fo, f1: X — Y nazywamy homotopijnymi jesli
istnieje homotopia F: X x I — Y taka, ze dla kazdego = € X zachodza réwnosci
F(z,0) = fo(z), F(z,1) = fi(x) i oznaczamy fo ~ f1 lub jesli chcemy pamieta¢ jaka homoto-
pia je taczy fo ~r f1 -
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Stwierdzenie 1.8.1. Homotopia ~ jest relacjq réwnowaznosci w zbiorze przeksztatceri Map (X,Y).

Dowdd. Sprawdzimy trzy warunki, ktore musi spelniaé relacja réwnowaznosci:

Zwrotnosé. Kazde przeksztalcenie f: X — Y jest homotopijne ze soba przez homotopie stata:
F: X xI—=Y, F(x,t) := f(z).

Symetria. Jesli F': X x I — Y jest homotopia miedzy fo i f1, to F': X x I — Y, F'(x,t) :=
F(xz,1 —t) jest homotopia miedzy f1 i fo.

Przechodniosé. Jesli F: X x I — Y jest homotopig miedzy fo i fi a G: X x I — Y jest
homotopia miedzy f1 1 fo to H: X x I — Y zdefiniowane przez F' na dolnej potowie walca i przez
G na gornej potowie:

Hxt) F(z,2t)dla0<t< 3
T, t) =
G(z,2t —1)dlai <t <1

jest homotopia miedzy foy a fs. O

Uwaga 1.8.1. Zdefiniowana wyzej homotopie H bedziemy nazywaé¢ konkatenacjg lub ztozeniem
homotopii F' i G.

Zbior klas homotopii oznaczamy [X,Y] = Map(X,Y)/ ~. Zauwazmy, ze
{p}, X] =: mo(X), gdzie {p} — przestrzen jednopunktowa, jest zbiorem sktadowych tukowych
przestrzeni X. Sktadanie przeksztalcen zachowuje relacje homotopii:

Stwierdzenie 1.8.2. Jesli fo, fi: X — Y oraz go,g1: Y — Z oraz fo ~ f1 1 g0 ~ g1, to ich
ztozenia sqg homotopijne: gofo ~ 911

Dowdd. Skonstruujemy homotopie gofo ~ gofi ~ g1f1 1 skorzystamy z przechodniosci relacji
homotopii. Niech F': X x I — Y bedzie homotopia miedzy fo i f1 a G: Y x I — Z homo-

topia miedzy gog i g1. Wtedy ztozenie X x [ Py %, 7 jest homotopia gofo ~ gof1 a zlozenie
XXIM)YXIiZjeSt homotopia gof1 ~ g1.f1- O

Definicja 1.8.2. Obiektami kategorii homotopii przestrzeni topologicznych 7; sa przestrzenie
topologiczne, a dla dowolnych dwoch przestrzeni X,Y morfizmy miedzy nimi to klasy to klasy
homotopii przeksztaltcen, czyli Morg; (X,Y) = [X,Y]

W dalszych rozwazaniach wazng role beda odgrywaty funktory reprezentowane przez obiekty
tej kategorii: RY (X) = [X,Y] i Rx(Y) = [X,Y].

Zauwazmy, ze homotopie F': X x I — Y mozna traktowaé jako rodzine przeksztalcen (mor-
fizméw w 7T) parametryzowana punktami odcinka: fi(x) = F(z,t). Ta obserwacja pozwala w
uniwersalny sposob zdefiniowaé kategorie homotopii dla oméwionych wyzej kategorii pochodzacych
od przestrzeni topologicznych. Morfizmy w kategoriach 75, T, T4, T to odwzorowania odpowied-
nich przestrzeni spetniajace dodatkowe warunki. Ich homotopia bedziemy nazywaé taka homotopie
F: X xI—Y, ze kazde z przeksztalcenn f; spelnia te warunki. Homotopie w kategorii 75 nazywa
sie homotopia par, homotopie w kategorii 7, - homotopia punktowana, w kategorii 74 nazywa sie
homotopiq relatywng rel (A), a w kategorii 7 homotopig nad B lub homotopia wloknista.

Retrakcje

Jak juz zauwazyliSmy, pojecie retrakcji mozna zdefiniowaé¢ w dowolnej kategorii C. Retrakcjg mor-

fizmu A L5 X nazwiemy morfizm X — A taki, ze zlozenie A Lox oA jest identycznoscia. Roz-
wazymy warianty tego pojecia w zdefiniowanych wyzej kategoriach pochodzacych od przestrzeni
topologicznych.

Zad. 1.8.2. Jesli morfizm w kategorii przestrzeni topologicznych f : A — X posiada retrakcje,
to f jest zanurzeniem homeomorficznym A w X. Jesli X jest przestrzeniag Hausdorffa, to podzbior
f(A) C X jest domkniety.
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W dalszym ciagu ograniczamy sie wiec do wlozen podzbioréw.
Definicja 1.8.3. Niech A C X bedzie podprzestrzeniag w X a i4 : A — X oznacza wlozenie.

1. Przeksztalcenie : X — A nazywa sie retrakcjg X na A, jezeli r oiq = id. Podzbior A
nazywa sie retraktem X.

2. Retrakcjar : X — A nazywa sie retrakcjq deformacyjnag, jezeli ztozenie i 4 or jest homotopijne
z idx; podzbior A C X nazywa sie wtedy retraktem deformacyjnym X.

3. Retrakcja r : X — A nazywa sie silng retrakcjqg deformacyjng, jezeli ztozenie i4 o r jest ho-
motopijne z idx wzgledem A tzn. istnieje homotopia H: i40r ~ idx taka, ze H(a,t) = a dla
dowolnych a € A, t € I. Podzbior A C X nazywa sie wtedy silnym retraktem deformacyjnym
przestrzeni X.

Zad. 1.8.3. Zinterpretowac te definicje w jezyku kategorii 74.

1.9 Grupoid podstawowy przestrzeni topologicznej

Waznym narzedziem badania wlasnosci przestrzeni topologicznej jest analiza klas homotopii drog
w tej przestrzeni. Zdefiniujemy i oméwimy wilasnosci tzw. grupoidu podstawowego przestrzeni
topologicznej. Zanim go zdefiniujemy wprowadzimy abstrakcyjna definicje grupoidu i podamy kilka
tatwych wtasnodci.

Definicja 1.9.1. Grupoidem nazywamy mala kategorie w ktorej wszystkie morfizmy sa izomorfi-
zmami.

Grupoidy i funktory miedzy nimi tworza pelng podkategorie kategorii malych kategorii.

Definicja 1.9.2. Sktadowa spdjng obiektu malej kategorii ¢ € C nazywamy pelna podkategorie,
sktadajaca sie z obiektow ¢’ ktore daja sie potaczy¢ tancuchem morfizmoéw z obiektem c tzn. istniejg
morfizmy ¢ < ¢; — ¢o «— ... — . Kategorie nazywamy spojna jesli sktadowa spojna jest réwna
calej kategorii.

Stwierdzenie 1.9.1. Jesli G jest spdjnym grupoidem, to jest on réwnowazny z kategorig wyzna-
czong przez grupe Morg(c, ¢). Dowolny grupoid jest réwnowazny sumie prostej (w kategorii matych
kategorii Cat) kategorii definiowanych przez grupy.

Stwierdzenie 1.9.2. Jesli G jest grupoidem to przyporzgdkowanie G > ¢ — Morg(c, ¢) oraz do-
wolnemu morfizmowi f: c; — co odwzorowania fi(a) = faf~! okresla funktor z G do kategorii

grup.

W grupoidzie podstawowym przestrzeni topologicznej obiektami beda jej punkty a morfizmami
klasy homotopii drog je taczacych. Przypomnimy podstawowe definicje.

Definicja 1.9.3. Drogg w w przestrzeni topologicznej X nazywamy przeksztalcenie w : I — X,
gdzie I := [0,1] jest odcinkiem jednostkowym. Droga w ma poczatek org(w) := w(0) i koniec
end(w) = w(1).

Dla drogi w definiujemy droge odwrotna w™1: w=1(t) := w(1—t). Zauwazmy, ze org(w ') = end(w)
oraz (w™1)7! = w.

Droga stala zaczepiona w punkcie x i oznaczang w, nazywa sie przeksztalcenie state w, (t) = =
dla kazdego t € I.

Droge dla ktorej org(w) = end(w) = x nazywa sie droga zamknieta lub petla zaczepiona w
punkcie x.
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Zauwazmy, ze droge mozna traktowaé jako homotopie miedzy dwoma wlozeniami zbiory jedno-
punktowego: na poczatek i na koniec drogi. Z drugiej strony homotopia F': X x I — Y to rodzina
drog parametryzowanych punktami przestrzeni X.

Zbior wszystkich drog w X oznaczaé¢ bedziemy symbolem P(X).? Podzbiér drog o poczatku
w punkcie z € X i koricu w punkcie y € X oznacza¢ bedziemy symbolem P(X;z,y). Mamy wiec
P(X) = Uwyexxx P(X;2,9).

W zbiorze P(X) zdefiniowane jest dzialanie sktadania (konkatenacji) drog, jesli koniec pierwszej
drogi pokrywa sie z konicem drugiej. Formalnie, rozwazmy pull-back diagram:

P(X) xx P(X) —— P(X)

P(X) X

czyli P(X) xy P(X) = {(wi,ws) |wi(1) = ws(0)} € P(X) x P(X).

Definicja 1.9.4. Definiujemy sktadanie drog *: P(Y) xy P(Y) — P(Y) zdefiniowane jest skta-
danie drog:

(w1 xwa)(t) = {M(%) dla 0= i <

w2 (2t — 1) dla 3 <

Przypisanie przestrzeni topologicznej X zbioru drog P(X) wraz z dzialaniem skladania moz-
na rozszerzy¢ na przeksztalcenia. Zauwazmy, ze dowolne przeksztalcenie f : X — Y definiuje
przeksztalcenie zbiorow fy : P(X) — P(Y) polegajace na “przecigganiu” drog: fi(w) := f ow.
Przecigganie drog przez przeksztalcenie zachowuje sktadanie - fy(w * 1) = fi(w) * fz(n). Ponadto
przyporzadkowanie przeksztalceniu odwzorowania zbiorow drog spelnia zaleznosé: (go f)y = ggo f
oraz idy = id.

Dziatanie * na zbiorze P(X), cho¢ jest naturalne, niestety nie ma dobrych wlasnosci algebra-
icznych — nie jest laczne, petle state nie sa elementami neutralnymi a droga odwrotna nie jest
odwrotnoscia. Sytuacja zmienia sie drastycznie jesli podzielimy zbior P(X) przez relacje réwno-
waznosci zwang homotopia.

Definicja 1.9.5. Homotopig miedzy drogami w,n : I — X o wspdlnym poczatku xg i koncu z;
nazywamy przeksztalcenie F': I x I — X takie, ze dla kazdego t,s € I

F(t,0) =w(t), F(0,s) =m0, F(t,1)=nk), F(1l,s)=ux4

Moéwimy, ze drogi w i n sa homotopijne, co oznaczamy w ~ 1 jezeli istnieje miedzy nimi homotopia,
lub w ~p n jesli chcemy pamietaé¢ o ustalonej homotopii.

2W nastepnym rozdziale zdefiniujemy topologie w tym zbiorze.
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4

X0 X,
N

Rys Homotopia miedzy drogami w i 7.

Zad. 1.9.1.
1. Dowolne dwie drogi lezace w podzbiorze wypuklym w R" sa homotopijne.

2. Jezeli dwie drogi lezace w podzbiorze otwartym R™ sa dostatecznie bliskie (w metryce sup),
to sa homotopijne.

3. Dowolna droga podzbiorze otwartym R"™ jest homotopijna z droga kawatkami liniowa oraz z
droga gtadka.

Stwierdzenie 1.9.3. Homotopia drdg jest relacjg réwnowaznosci w zbiorze P(X).
Dowdd. p. Stw. 1.8.1. O

Klase abstrakeji drogi w oznaczamy symbolem [w], a zbior klas homotopii drog w X taczacych
punkt x z punktem y oznaczamy 7(X;z,y).

Zbior klasy rownowaznosci tej relacji bedziemy oznaczaé II(X). Podobnie jak poprzednio zbior
klas homotopii drég o poczatku w punkcie x € X i konicu w punkcie y € X oznaczamy symbolem
m(X;z,y) i mamy

Ix)= |J =(X;zy).
(z,y)eXxX

Zauwazmy, ze relacja homotopii zachowuje sktadanie drog, to znaczy prawdziwe jest nastepujace
stwierdzenie.
Stwierdzenie 1.9.4. Jezeli w, v’ € P(X;z,y), n,7 € P(X;y,2) orazw ~ W' in ~ 10, to

wHxn~w *n.

Dowdd. Niech F bedzie homotopia miedzy w a 1), zas H homotopia miedzy w’ a n’. Wowczas szuka-
na homotopia miedzy odpowiednimi ztozeniami jest dana wzorem K (t,s) = (F'(-, s)xH (-, s))(t). O

\
a I

%o Ky
& ¢

Rys. Homotopia i sktadanie drég.
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Mozemy zatem zdefiniowaé sktadanie klas homotopii drog, ktére bedziemy oznaczaé tym samym
symbolem % i ma ono nastepujace wtasnosci.

Stwierdzenie 1.9.5. W zbiorze II(X) sktadanie klas homotopii drog
*x:m( Xz y) x m( Xy, 2) — (X2, 2)
zdefiniowane dla dowolnych punktow x,y,z € X ma nastepujgce wtasnosci:
1. Dla kazdej klasy homotopii drog [w] € m(X;x,y) zachodzq réwnosci:

wixlw)] =lwl,  fwlxlo] =[],  [Wxw]=[wl, [w™ ] [w] = [wy]-

2. Dla dowolnych |w] € 7(X;z,y), [n] € m7(X;y,2), [(] € 7(X; 2z,u) zachodzi réwnosé:
(W] [n]) * (€] = [w] % ([n] * [¢])-

Dowdd. a) Udowodnijmy na przyktad, ze [w]x[w™!] = [w,]. Zanim wypiszemy wzor na homotopie
(a takich mozliwych homotopii jest oczywiscie bardzo wiele) wyobrazmy sobie jak ona wyglada.
Dla s = 0 przebiegamy droge w tam i z powrotem, za$ dla s = 1 "stoimy w miejscu” - zatem jezeli
dla dowolnego s dojdziemy do punktu w(l — s) i zawr6cimy, to powinniSmy otrzymacé szukana
ciagla rodzine drog, czyli homotopie. Jezeli zapiszemy to wzorem, to otrzymamy:

H(t,s) = {w(2(1 —s)t)dla t< %

N[ =

b) Zeby udowodnié tacznosé musimy po prostu zmienié “tempo” przebiegania calej drogi od x przez
y do z. Szukany wzor jest nastepujacy:

w((F)t) dla t < 4L
H(t,s) = n(4t — (s + 1)) dla L <

()t + 22)) dl :

gSIQ
t< L

t
51-2 <

<

O

Definicja 1.9.6. Zbiorem obiektow grupoidu podstawowego przestrzeni X, oznaczanego I1(X), sa
punkty przestrzeni X a morfizmami miedzy punktami x, y zbiory klas homotopii drog je taczacych
7m(X; z,y). Sktadanie morfizmow jest zdefiniowane przez sktadanie drog.

Uwaga 1.9.1. Poniewaz konwencja zapisu kolejnosci skladania drég jest odwrotna od zapisu ko-
lejnosci sktadania przeksztalcen, wiec w celu osiagniecia komapatybilnoséci grupoid podstawowy
definiuje sie czesto jako kategorie II(X)°P. My jednak pozostaniemy przy naturalnej definicji przy
ktorej morfizm prowadzi od poczatku do korica drogi. Zato pewne funktory beda kontrawariantne,
a nie kowariantne.

Definicja 1.9.7. Grupa podstawowsg przestrzeni X z wyr6znionym punktem x € X nazywamy
grupe 71(X,x) := 7(X;z,x) klas homotopii petli zaczepionych w punkcie x € X z dzialaniem
sktadania petli. Przestrzen nazywa sie jednospdjna jezeli jest tukowo spojna i jej grupa podstawowa
jest trywialna.

Zauwazmy, ze petle zaczepione w x mozna takze traktowaé¢ jako punktowane odwzorowania
(S1,1) — (X, z) a homotopia drég odpowiada homotopii punktowanej. Zatem m (X, x) = [ST, X]..
Stw. 1.9.2 zastosowane do grupoidu podstawowego daje nam:
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Whiosek 1.9.1. Dowolna droga [n] € ©(X;,x,y) definiuje izomorfizm

hi : (X, 2) = m(Xoy)  hpy(W]) = 7 x [w] ).

a przyporzgdkowanie II(X) 3 x — 7 (X, x) € Gr jest funktorem okreslonym na grupoidzie podsta-
wowym o wartosciach w kategorii grup.

Dowdd. To jest szczeg6lny przypadek Stw. 1.9.2. O

Przyporzadkowanie przestrzeni grupoidu podstawowego mozemy rozszerzy¢ na przeksztalcenia.
Zauwazmy, ze jezeli f : X — Y jest przeksztalceniem, to przeciagniecie drog fy: P(X) — P(Y)
zachowuje relacje homotopii, a wiec definiuje przeksztalcenie f; : II(X) — II(Y'). Przeksztalcenie
[t zachowuje dzialanie sktadania drog:

fa(lwlx [nl) = fa([w]) x fy([n])

wiec przeksztalcenie fy : II(X) — II(Y") jest funktorem. Homomorfizm indukowany przez identycz-
no$¢ na przestrzeni X jest identycznoscia na grupoidzie II(X). Dla przeksztalcen f : X — Y i
g : Y — Z spelnione sa zaleznosci:

(go f)s=gso fy oraz idy = id.

Whiosek 1.9.2. Przyporzqdkowanie przestrzeni topologicznej jej grupoidu podstawowego a prze-
ksztatceniu ciggtemu homomorfizmu indukowanego okresla funktor z kategorii przestrzemi topolo-
gicznych do kategorii matych kategorii.

W szczegdlnosci wynika stad, ze przeksztatcenie f : X — Y indukuje homomorfizm grup
podstawowych f; : m(X,z) — m (Y, f(z)). Homomorfizm indukowany przez identycznos¢ jest
identycznoscia i dla przeksztatcern f : X — Y oraz g : Y — Z, zachodzi réwnosé

(gofg=gro fy:m(X,z) = m(Z,g9f(x)).



Rozdzial 2

Przestrzenie przeksztalcen ciaglych

2.1 Generowanie topologii

Niech X bedzie dowolnym zbiorem a & C P(X) dowolna rodzing jego podzbiorow.

Definicja 2.1.1. Topologia generowang przez rodzine Y C P(X) nazywamy najmniejsza topologie
w X zawierajaca U - czyli przeciecie wszystkich topologii zawierajacych rodzine U. Oznaczamy ja
TU).

Zad. 2.1.1. Jesli {7;}scs jest rodzina topologii w zbiorze X, to ich przeciecie [\ 7; tez jest
ses
topologia.

Konstrukcja topologii 7 (U):
1. Dotaczamy do rodziny U przeciecia skoiiczenie wielu elementéw rodziny U definiujac rodzine:
U = {Uin---NU |U; €U}

Rodzina U" jest juz zamknieta ze wzgledu na branie przecieé¢ skoniczenie wielu zbioréw tzn.
jesli Vi, Vo eU" to Vi NV e U

2. Do rodziny U" dotaczamy wszystkie sumy zbioréw nalezacych do U" definiujac rodzine:
UM ={JVvilvieuy.
i€l
Rodzina (UM)Y jest zamknigta ze wzgledu na branie sum zbioréow tzn. dla dowolnej rodziny
{W;}jes C UM jej suma |J W; e (UM)".
jET
3. TU)= UMY
Zad. 2.1.2. Sprawdzi¢, ze rodzina (U™)Y jest zamknieta ze wzgledu na skonczone przeciecia.

Dla ulatwienia §ledzenia konstrukcji topologii, przestrzenie topologiczne bedziemy w tym roz-
dziale zwykle oznaczaé¢ jako pary (X7T), gdzie X jest zbiorem a 7 C P(X) topologia.

Stwierdzenie 2.1.1. Niech (X,T) bedzie dowolng przestrzeniq topologiczng, Y bedzie zbiorem
oraz V C P(Y) rodzing jego podzbioréw. Przeksztatcenie f: (X, T) — (Y,T(V)) jest ciggte wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego zbioru V €V jego przeciwobraz f~*(V) € T . |

25



26 ROZDZIAL 2. PRZESTRZENIE PRZEKSZTALCEN CIAGLYCH

Stwierdzenie 2.1.2. Rodzina B C P(X) jest bazq topologii T (B) generowanej przez rodzine B
wtedy 1 tylko wtedy, gdy spetnione sqg nastepujgce dwa warunki:

1. Rodzina B jest pokryciem X;

2. Dla dowolnych zbioréw Vyi,Vo € B oraz punktu x € Vi NV, istnieje zbior V € B taki, ze
zeV C V1 N ‘/2

O

2.2 Topologia zwarto-otwarta

Niech (X, Tx), (Y, 7y) beda przestrzeniami Hausdorffa. Zbior przeksztalcen ciggtych Map (X,Y)
mozna utozsamia¢ z podzbiorem produktu kartezjanskiego [] .y Y. gdzie dla kazdego = € X,
Y, =Y. Zbior Map (X,Y) mozna wiec rozpatrywaé z topologia podprzestrzeni produktu karte-
zjariskiego. Topologia ta nazywa sie topologia zbieznosci punktowej, bo zbieznoé¢ ciagu elementow
iloczynu kartezjanskiego jest rownowazna zbieznosci wszystkich ciagow wspotrzednych. Topologie
te oznaczamy 7, i nazywamy topologiq zbieinosci punktowej. Topologia ta jest calkowicie wyzna-
czona przez topologie w Y, a topologia w X okresla jedynie jakie funkcje nalezg do Map (X,Y).
W przestrzeniach przeksztatcen definiuje sie wiec subtelniejsza, topologie, zwana topologia zwarto-
otwarta, lub topologia zbieznosci niemal jednostajnej, ktora zalezy od obu topologii.

Definicja 2.2.1 (Topologia zwarto — otwarta). (X, 7x), (Y, 7y ) — przestrzenie Hausdorffa. Topo-
logiq zwarto — otwartg - oznaczang 7., - nazywamy topologie w zbiorze Map (X,Y) generowana
przez rodzine zbioréw

{(A4, W) | A C X zwarty, W C Yotwarty},

gdzie (A, W) :={f € Map (X,Y) |f(A) C W}.

7Z definicji topologii generowanej przez rodzine podzbioréw wynika, ze baza topologii zwarto —
otwartej sa skonczone przeciecia zbiorow postaci (4, W): (A1, Wi) N---N(A,, W,) gdzie A; C X
sa podzbiorami zwartymi, a W; C Y podzbiorami otwartymi.

Stwierdzenie 2.2.1. Dla dowolnych przestrzeni Hausdorffa zachodzi inkluzja topologii T, C Te,,
a jesli (X, T) jest przestrzeniq dyskretng, to T, = Tc,.

Dowdd. Podzbiory skoriczone przestrzeni Hausdorffa sg zbiorami zwartymi. O
Whiosek 2.2.1. (Map (X,Y),7.,) jest przestrzeniq Hausdorffa.

Zanim przejdziemy do doktadniejszej analizy topologii zwarto-otwartej odnotujmy teorio-mnogosciowe
wlasnosci konstrukeji zbiorow postaci (A, W).

Lemat 2.2.1. Niech X,Y bedqg dowolnymi zbiorami, a dla ich podzbiorow A C X, W C Y
(A, W) == {f € Map(X,Y) |f(A) C W}. Dla rodzin podzbioréw zachodzq nastepujgce réwno-
Sci i inkluzje zbiorow:

1) ((Aa W) =(J A4, W) 2) ({4, W;) = (4, (W)

ieJ i€J i€J i€J
)ﬂAZaWZ UA17UW
i€J ieJ e
Dowdd. Dowody 1), 2), 3) wynikaja natychmiast z definicji. O

Okazuje sie, ze rodzine zbioréw potrzebng do generowania topologii zwarto—otwartej mozna
istotnie ograniczy¢, korzystajac z rodziny generujacej topologie w (Y, 7y) , np. z jej bazy.
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Lemat 2.2.2. Jedli topologia Ty jest generowana przez rodzine F C Ty to rodzina
{{(A,W) | AC X zwarty, W € F} generuge topologie zwarto-otwartg na Map (X,Y).

Dowdd. Oczywiscie rodzina Fuap = {(A, W) | A C X zwarty, W € F} jest zawarta w rodzinie
generujacej topologie zwarto — otwarta (Def. 2.2.1). Trzeba wiec pokazac, ze dowolny zbior postaci
(A, W) gdzie A C X jest zwarty, a W C Y jest otwarty jest zawarty w topologii generowanej przez
rodzing Fap -

Z definicji topologii generowanej wynika, ze dowolny zbior W € T (F) jest suma skonczonych
przecie¢ zbioréw z rodziny F. Zauwazmy najpierw, ze jesli W =Wy N---NW,, gdzie W; € F, to
(p.2.2.1)

(A, W) = (A, (\W:) = (A, W) € T(Fatap )

Pokazemy teraz, ze jesli W = |J W oraz dla kazdego zwartego podzbioru A C X oraz kazdego

seS
s€ S, (A W) € T(Fmap) to (A, W) € T(Fuap)- W tym celu trzeba pokazaé, ze dla dowolnego
f € (A, W) istnieje zbior taki, ze f € (A}, W) N ---N{A,,W,) C (A, W) gdzie A; C X sa
podzbiorami zwartymi oraz (A;, W;) € T (Futap )-

Dla dowolnego punktu a € A istnieje s(a) € S taki, ze f(a) C Wy, a wiec z cigglosci f
wynika, ze istnieje otoczenie a € cla(Va) C A takie, ze f(cla(Va)) C Wy). Zbiory {Va}aca
tworza otwarte pokrycie zbioru zwartego A, mozna wiec wybraé skonczone podpokrycie V,, U---U
Va, = A. Zdefiniujmy zbior zwarty A, := cla(V,). Przeciecie zbiorow () (A,,, Wy,) spelnia nasze

i=1

wymagania:
n n

fe(Aay, Way) 0N (A, Wa,) € (I Aais | Wa,) € (A, W),

O

Pozyteczne bywa tez ograniczenie klasy zbioréw zwartych uzywanych do generowania topologii
zwarto — otwartej:

Lemat 2.2.3. Niech C = {Cs}ses bedzie rodzing zwartych zbioréw w (X, Tx) z nastepujacq wta-
snoscig: dla kazdego zbioru zwartego A C X i otwartego U D A istnieje skorniczenie wiele C; € C

spetniajgeych A C |J C; C U. Niech B C Ty bedzie pewng bazq. Wtedy rodzina
i=1

F(C,B):={{(C,W)|CeC,W e B}
generuje topologie zwarto — otwartg w Map (X,Y).

Dowdd. Na mocy Lematu 2.2.2 wiemy, ze 7 (F.,) = 7 (F(All, B)) gdzie All oznacza rodzine wszyst-
kich podzbioréw zwartych, a baza B generuje topologie. Poniewaz F(C, B) C T (F(All, B)) wiec po-
dobnie jak w poprzednim lemacie, wystarczy wykazaé ze dla dowolnego zbioru zwartego C' C X oraz
zbiory otwartego W € B oraz dowolngo elementu f € (C, W), istnieja zbiory zwarte Cs, , ...,Cs, € C
oraz otwarte Wy,...,W,, € B takie, ze f € (A;,W1)N---N{(A,, W,) C (C,W). Rozwazmy zbior
otwarty U := f~1(W) D C, z zalozenia istnieje skoriczona rodzina zbioréw C,, ..., Cs, € C taka,
n
ze C C |J Cs, C U. Przecigcie zbiorow
i=1

n
(Cs,, W) spelia nasze wymagania:
= =1

1=

n n

fe G, W) =(JCu, W) C (C,W).

i=1 i=1
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Zbadamy przeksztalcenia ciagle przestrzeni Map (X,Y") pochodzace od przeksztalcen X — X'
iy =Y.

Stwierdzenie 2.2.2. Dla dowolnych przeksztatcen ciggtych f: (X, Tx) — (X', Tx/) oraz
g: YV, Ty) — (Y, Ty+), odwzorowania indukowane:

f*: Map (X',Y) — Map (X,Y), f*(¢) == o f

g« : Map (X,Y) — Map (X,Y") g.(¢) :=go ¢

sq ciggte w topologii zwarto-otwartej, a wiec funktory reprezentowane przez dowolng przestrzen Y
(odp. X ), RY (odp. Rx) majq wartosci w kategorii przestrzeni topologicznych.

Dowdd. Ciaglosé¢ wynika tatwo z teorio-mnogosciowych wtasnosci zbioréw generujacych topologie.
Zeby sprawdzi¢, iz f* jest ciagle, wystarczy zauwazy¢, ze dla zbiorow generujacych topologie w
Map (X, Y) zachodzi: (f*)~*((C,W)) = (f(C), W), a wiec jest zbiorem otwartym w Map (X', Y).
Podobnie (g.)~1((C,W')) = ((C, g~ 1 (W"))) jest zbiorem otwartym w Map (X,Y). O

Uwaga 2.2.1. Jesli Y =Y’ = R", to zbior odwzorowan jest przestrzenia liniowg i dla dowolnego
przeksztalcenia f: X — X' przeksztalcenie indukowane f* jest liniowe. Jesli Y, Y’ skoriczenie
wymiarowe przestrzenie liniowe i g : Y — Y’ jest odwzorowaniem liniowym, to g, tez jest liniowe.

Zauwazmy, ze jesli przeksztalcenie f, o ktérym mowa w Stw. 2.2.2 jest surjekcja, to
f*:Map (X',Y) — Map (X, Y) jest injekcja; jesli g jest injekcja, to g« : Map (X,Y) — Map (X,Y”)
tez jest injekcja. Aby byly to zanurzenia homeomorficzne odwzorowania musza spelniaé¢ dodatkowe
warunki:

Stwierdzenie 2.2.3.

1. Jesli przeksztatcenie f: X — X' jest zwarcie-nakrywajgce tzn. dla dowolnego podzbioru zwar-
tego K C X' istnieje podzbior zwarty C C X taki, ze f(C) = K, to dla dowolnej przestrzeni
Y przeksztatcenie f* : Map (X', Y) — Map (X, Y) jest zanurzeniem homemorficznym.

2. Jesli przeksztatcenie g: (Y, Ty) — (Y',Ty+) jest zanurzeniem homeomorficznym, to dla do-
wolnej przestrzeni X przeksztatcenie g, : Map (X,Y) — Map (X,Y”) tez jest zanurzeniem
homemomorficznym.

Dowdd. ZADANIE O

2.3 Topologia 7., a produkt kartezjanski
Stwierdzenie 2.3.1. Rzutowania na wspotrzedne p;: Y1 xYy — Y;, i = 1,2 zadajg homeomorfizm:
(P1e,p2): Map (X, Y7 x Y2) = Map (X, ¥1) x Map (X, Y3)

Dowdd. Ciaglosé odwzorowania (p1x,p2«) wynika z Stw. 2.2.2 a z definicji produktu kartezjan-
skiego iz jest bijekcja. Wystarczy wiec pokazaé iz jest otwarte. Na mocy Lematu 2.2.2 topologia w
Map (X, Y7 xY>2) jest generowana przez zbiory postaci (C, pl_l(W,)> gdziei =1,2, W, € Ty,, C C X
— zwarty. Dla ¢ = 1 zachodzi réwnosé zbioréw

(pl*,Pz*)“Canl(Wl») = <C7 W1> x Map (X, YQ)

i podobnie dla ¢ = 2, a wiec obrazy zbiorow generujacych topologie w Map (X, Y7 X Y3) generuja
topologie w produkcie Map (X, Y7) x Map (X, Y3). O
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Stwierdzenie 2.3.2. Wiozenia i1y,: X — X1 U Xo, k= 1,2 definiujg homeomorfizm
(5,43): Map (X1 U X5, Y) — Map (X1, Y) x Map (Xz,Y).

Dowdd. Dowdd, ze przeksztalcenie (13, 15) jest ciagta bijekcja jest identyczny jak Stw. 2.3.1. Dowod,
ze rodzina generujaca baze w Map (X7 U Xo,Y") przechodzi na rodzine generujaca topologie w
produkcie wynika natychmiast z Lematu 2.2.3 oraz faktu, ze dowolny zwarty podzbiér C' C X111 X,
jest suma roztacznych zwartych zbiorow C' = (C'N X1) U (C'N Xy). O

Interesujace jest, ze w terminach przestrzeni funkcyjnych mozna opisa¢ odwzorowania dwdch
zmiennych f: X xY — Z jako rodziny przeksztalcen jednej zmiennej f,: Y — Z, f.(y) := F(z,y)
parametryzowane w sposob ciagly przestrzenia X. O przestrzeni Y musimy jednak poczyni¢ do-
datkowe zalozenie:

Definicja 2.3.1. Przestrzeni Hausdorffa (Y, 7y ) nazywa sie lokalnie zwarta jesli kazdy punkt y € Y
posiada otoczenie V' 3 y takie, ze jego domkniecie cly (V') jest zbiorem zwartym.

Uwaga 2.3.1. Przestrzenie zwarte sg lokalnie zwarte. Przestrzenie euklidesowe nie sa zwarte, lecz sa
lokalnie zwarte, bowiem domkniecia kul euklidesowych sa zbiorami domknietymi i ograniczonymi,
a wiec zwartymi.

Twierdzenie 2.3.1. Jesli Y jest jest lokalnie zwarta, to przeksztatcenie

Map (X x Y, Z) % Map (X, Map (Y, Z))

e(h)(@)(y) := h(@)(y) := h(z,y)

jest bijekcjg, a nawet homeomorfizmem przestrzeni przeksztatcen z topologia zwarto-otwartg.

Dowo6d  twierdzenia poprzedzimy lematem opisujacym topologie w  przestrzeni
Map (X x Y, 2).

Lemat 2.3.1. Zbiory postaci (Ax B,W) gdzie A C X, B CY sq podzbiorami zwartymi, a W C Z
jest podzbiorem otwartym generujg topologie zwarto-otwartg w Map (X x Y, Z).

Dowdd. Sprawdzimy, ze rodzina zbioréw
{AxBCXxY:ACX, BCY zbiory zwarte}

spelnia zalozenia Lematu 2.2.3. Niech X x Y D U D C bedzie otoczeniem podzbioru zwartego.
Dla kazdego punktu ¢ € C istnieja zbiory otwarte U, C X, V. C Y takie, ze U, x V. C U, a ze
zwarto§ci C' mozna wybraé skoniczone przykrycie otwarte U D (U, X Ve, ) U---U (U, x Ve, ) D C.
Poniewaz C' jest zbiorem zwartym, w to przykrycie mozna wpisa¢ pokrycie C' zbiorami domknietymi
C; C Ug, x V,,. Zachodzg inkluzje

n

Upl(ci) x p2(C;) C U U, x V., CU

i=1 i=1

a zatem znalezliSmy przykrycie zbioru C' produktami zbioréw zwartych, zawartymi w danym oto-
czeniu U D C. O

Dowdd Twierdzenia 2.3.1. Dowod sklada sie z trzech krokdéw.

Najpierw musimy wykazaé, ze przeksztalcenie e jest dobrze zdefiniowane tzn. dla odwzorowania
cigglego f : X x Y — Z przyporzadkowane mu przeksztatcenie h(z)(y) := h(z,y) jest odwzoro-
waniem cigglym X — Map (Y, Z). Zauwazmy najpierw, ze dla kazdego 2 € X, h(z) € Map (Y, Z),
jest to bowiem obciecie h do poziomicy {z} x Y. Teraz sprawdzimy ciaglosé h: X — Map (Y, Z).
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Zalozmy, ze h(z) € (C,W) co oznacza, ze h({z} x C) C W. Z ciaglo$ci h wynika, ze istnieje zbior
otwarty G D {a} x C taki, ze h(G) C W, a ze zwartosci C' wynika (p.Lemat o tubie), ze istnieje
otoczenie U 3 z takie, ze U x C C G, a wiec h(U) C (C,W). Zauwazmy, ze dla poprawnego
zdefiniowania przeksztalcenia e zalozenie lokalnej zwartosci Y nie jest potrzebne.

Przyporzadkowanie h ~~ h jest oczywiscie roznowartosciowe. Pokazemy, ze jest bijekcja tzn. jesli
przeksztalcenie h: X — Map (Y, Z) jest ciagle, to odpowiadajace mu przeksztalcenie h(z,y) :=
h(x)(y) jest ciagle. Niech h(zo,y0) € W tzn. h(zo) € ({yo}, W), a z ciaglosci h(zg) i lokalnej
zwartosci Y wynika istnienie otoczenia V' 3 yo takiego, ze V jest zbiorem zwartym i h(zq) € (V, W).
7 ciaglosci h wynika, ze istnieje otoczenie U 3 zq dla ktorego h(U) € (V, W), a wiec h(Ux V) Cc W
co konczy dowdd, ze przyporzadkowanie h ~~ h jest bijekcja.

Pozostaje sprawdzié, ze jest homeomorfizmem. W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze obraz rodzi-
ny zbioréw generujacych topologie w Map (X x Y, Z), opisany w Lemacie 2.3.1 generuje topologie
w Map (X, Map (Y, 2)). O

Whiosek 2.3.1. Dla dowolnych przestrzeni X, Z oraz lokalnie zwartej przestrzeni Y przeksztal-
cenie e definiuje bijekcje zbioréw klas homotopii [X x Y, Z] = [X, Map (Y, Z)].

Dowdd. Whniosek wynika z Tw. 2.3.1: Map (X x Y x I, Z) % Map (X x I, Map (Y, Z)) — homotopie

przeksztalcen X x Y LNy odpowiadaja homotopiom przeksztatcen X D, Map (Y, Z). O

Przeksztalcenia ilorazowe

Z Tw. 2.3.1 wynika tez pewna wazna wlasnosé przeksztalcen ilorazowych. Przypomnimy, ze prze-
ksztalcenie q: X — Y nazywa sie ilorazowe jesli podzbior V C Y jest otwarty wtedy i tylko wtedy
gdy jego przeciwobraz ¢~ (V) C X jest otwarty. Najwazniejsze przeksztalcenia ilorazowe to pro-
jekcje na przestrzenn warstw relacji rownowazno$ci okreslonych na przestrzeni X. Zauwazmy, ze
wlasnosé ilorazowosci przeksztalcenie ¢ jest réwnowazna nastepujacemu warunkowi: przeksztalce-
nie Z — W jest ciagle wtedy i tylko wtedy gdy ciagle jest zlozenie X - Z — W.

Stwierdzenie 2.3.3. Jesli q: X — Z jest odwzorowaniem ilorazowym, a Y jest przestrzeniq
lokalnie zwartq, to przeksztatcenie g X id: X XY — Z XY tez jest ilorazowe.

Dowdd. Rozwazmy nastepujacy przemienny diagram:

(qxid)*

Map (Z x Y, W) Map (X x Y, W)

12
8
N
12
o
ol

Map (Z,Map (Y, W)) Map (X, Map (Y, W))

Zauwazmy, ze diagram ten jest przemienny takze jeSli zastapimy zbiory przeksztatcern ciagtych
Map (—, —) przez zbiory wszystkich odwzorowan miedzy zbiorami, przy czym podzbiory odwzoro-

wan ciaglych sa zachowywane przez odwzorowania w diagramie. Niech zlozenie X x Y L zxy L w
bedzie przeksztalceniem cigglym; musimy wywnioskowaé stad, ze przeksztalcenie f jest ciggte.
Zauwazmy, ze fq = (¢ x id)*(f) € Map (X x Y,W) a stad wynika, ze ex(fq) = q*ez(f) €
Map (X, Map (Y, W)) jest przeksztalceniem ciaglym. Poniewaz ¢ jest ilorazowe, wiec wynika, ze
ez(f) € Map (Z,Map (Y, W)) jest ciagle. A poniewaz Y jest przestrzenia lokalne zwarta, wiec z
Tw. 2.3.1 wynika, ze f € Map (Z x Y, W), czyli f jest przeksztalceniem ciagltym.

O

Uwaga. Zainteresowanym polecam notatki N. Stricklanda [16] , w ktorych rozpatrywane sa com-
pactly generated weakly Hausdorff spaces, co pozwala nada¢ wielu twierdzeniom o przestrzeniach
przeksztalcen bardziej elegancka forme (w szczegolnosci usuwajac warunek lokalnej zwartosci).
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2.4 Przestrzenie przeksztalcen przestrzeni punktowanych

Jesli (X, z,), (Y, yo) sa przestrzeniami z wyréznionymi punktami to przez Map . (X,Y) C Map (X,Y)
zbior przeksztalcen f: (X,z9) — (Y,y0) z topologia podprzestrzeni. Przypomnijmy, ze bukiet
(X,20) V (Y,90) = (X X {yo} U{xo} x Y, (20,%0)), a smash-produkt jest przestrzenia ilorazowa
(X NY, [xo,90)) := (X xY/X VY, [x0,y0]). Zauwazmy nastepujacy wniosek z Twierdzenia 2.3.1:

Whiosek 2.4.1. Jesli (X, z,), (Y,y0), (Z,20) sq przestrzeniami punktowanymi a przestrzen'Y jest
lokalnie zwarta, to przeksztatcenie e skonstruowane w Tw. 2.53.1 definiuje ciqgtq bijekcje

Map (X AY, Z) = Map (X, Map (Y, Z)).
Dowdd. Dowdd wynika natychmiast z przemiennosci diagramu

Map (X AY, Z) ® > Map ,(X,Map, (Y, 2))

Map (X x Y, Z) ———— Map (X, Map (Y, 2))

w ktérym pionowe odwzorowania sa réznowartosciowe a przeksztalcenie e przeksztalca obraz
. . . . q

odwzorowania ¢* (indukowanego przez przeksztalcenie ilorazowe X X Y — X A'Y na obraz

wlozenia j. O

Whniosek 2.4.2. Dia dowolnych przestrzeni punktowanych (X, xo), (Z,z0) oraz lokalnie zwartej
przestrzeni punktowanej (Y, yo) przeksztatcenie e definiuje bijekcje zbiordw klas homotopii

[X AY, Z], = [X,Map (Y, Z)]..

Dowdd. Dowdd jest w pelni analogiczny do dowodu Wn. 2.3.1, przy czym nalezy zastosowa¢ Wnio-
sek 2.4.1. Zauwazmy jedynie, ze punktowane homotopie X x I — Y sa w bijekcji z odwzorowaniami
punktowanymi X A I™ — Y, gdzie I := (I U {+},+). O

2.5 Przestrzen droég

Dla dowolnej przestrzeni Y bedziemy rozwazaé przestrzen drog w Y, P(Y) :=Y! = Map (I,Y) z
topologia zwarto-otwarta. Dla dowolnego punktu ¢ € I oznaczamy p;: P(Y) — Y przeksztalcenie
ewaluacji w punkcie ¢, py(w) := w(t).

Stwierdzenie 2.5.1. Przeksztatcenia P(Y) xy P(Y) = P(Y) definiowane przez sktadanie drég
oraz przeksztatcenie inv: P(Y) — P(Y) przypisujace drodze droge powrotng sq ciggte.

Dowdd. Patrz [14] Tw. 1.6.8. O

Niech yp € Y bedzie punktem wyroéznionym. W przestrzeni P(Y') wyrézniamy podzbior
QY = Q(Y,y) := {w]|w(0) = w(1)} skladajacy sie z petli zaczepionych w punkcie yo i rozpatru-
jemy w nim topologie podprzestrzeni oraz punkt wyrézniony - petle stata wy,. Przestrzen petli
jest tez wygodnie utozsamiaé z przestrzenia punktowanych przeksztatcenn okregu (S, 1) — (Y, o),
czyli QY = Map (S, Y). Przy tym utozsamieniu, danym przez przeksztalcenie exp: [0,1] — S,

exp(t) := 2™ skladanie drog odpowiada dziataniu w Map (S*,Y) zdefiniowanemu przez prze-
ksztalcenie v: St — St v S1,
2 1)gdy I >0
v(z) = (2 ,Q)g y Im(2)
(1,2%) gdy Im(z) <0
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Zad. 2.5.1. Sprawdz, ze przeksztalcenie v zadaje strukture ko-grupy w kategorii 7,;, na okregu
St (zdefiniuj przeksztalcenia zadajace element neutralny i odwrotny).

Stwierdzenie 2.5.2. Przeksztalcenie QY x QY = QY definiowane przez sktadanie petli wraz z
odwzorowaniem inv: QY — QY zadaje w przestrzeni QY strukture obiektu grupowego w kategorii
homotopii punktowanych przestrzeni topologicznych tzn. dla kazdej przestrzeni punktowanej X zbior
punktowanych klas homotopii [X, QY ], ma strukture grupy zdefiniowang wzorem:

(f*g)(x) := f(z) * g(2).
Strukture kogrupy w kategorii 7, posiada zawieszenie dowolnej przestrzeni punktowanej: vx :=

vAid: SPAX — (SYAX)V (ST A X), oraz z definicji ST A X = X jest zawieszeniem przestrzeni
punktowanej X.

Whniosek 2.5.1. Przeksztatcenie e: Map (XX, Z) = Map (X, QZ) jest morfizmem obiektow gru-
powych w kategorii Ty, i definiuje izomorfizm grup

XX, Z]. &2 [X,07].
Dowdd. Wynika natychmiast z powyzszych rozwazan oraz 2.4.2 1 2.4.1. O

Whiosek 2.5.2. Dla dowolnej przestrzeni punktowanej X, H-kogrupa ¥2X oraz H-grupa Q%(X)
sq abelowe.

Dowdd. Mamy izomorfizmy grup [¥?X, Y], ~ [2X,QY], ~ [X,Q?Y]. a srodkowy zbior z dziata-
niami pochodzacymi od vx oraz *y spelniajg zalozenia Stw. 1.7.1. O

2.6 Grupy homotopii

W badaniu zbioréw klas homotopii [X,Y]. i homotopijnych rownowaznosci szczegolng role odgry-
waja funktory kowariantne na kategorii homotopii punktowanych przestrzeni topologicznych 7.,
reprezentowane przez sfery (5™, 1) dla n = 1,2... zwane funktorami grup homotopii. Dla n > 0 sfe-
ry sa bowiem obiektami ko-grupowymi w kategorii 7.y, a wiec zbiory [S?, X|. posiadaja strukture
grupows.

Definicja 2.6.1. Dla n = 0,1,2... na kategorii 7, funktor kowariantny reprezentowany przez
sfere (8™, 1) oznaczamy 7, (X, o) := [(59,1), (X, zo)]« i dla n > 0 nazywamy n-ta grupa homotopii
przestrzeni punktowanej (X, xo), (dla n = 1 takze grupa podstawows.) Zbior mo(X, zg) jest zbiorem
z wyrdznionym punktem.

Stwierdzenie 2.6.1. Dlan > 0 funktory m, majg wartosci kategorii grup, a dlan > 2 w kategorii
grup abelowych.

Dowdd. Dowod wynika natychmiast z Stw. 1.7.1 oraz Wn. 2.5.1. O
X
87 57
.
S (D g
ks %
Puc. 45

Rys. Wizualizacja dziatania w grupach homotopii (f,g: (S™,1) — (X, z0)).
Trzy strzalki miedzy sfera a bukietem sfer pokazuja dzialanie odwzorowania v. [7]
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Ze Stw. 2.5.1 wynika natychmiast, zZe istnieje naturalny izomorfizm 7 (X, ¢) =~ mg—1 (X, 20), ws,)-

Poniewaz istnieje homeomorfizm S ~ D?/S5% wigc elementy 7,(X, z9) mozna utozsamiaé z
klasami homotopii odwzorowan par [(D?, S971), (X, x¢)], czyli odwzorowaniami z dysku statymi
na sferze, lub dzieki homeomorfizmowi (19,919) ~ (D4, 897 1) z [(1%,019), (X, z0)], czyli odwzoro-
waniami okreslonymi na kostce, stalymi na jej brzegu.

Zad. 2.6.1. Zdefiniowa¢ wprost dzialanie w zbiorze [(I9,0I7), (X, z¢)] i zdefiniowac izomorfizm
grup my (X, zg) >~ [(I%,017), (X, x¢)]. Pokaza¢ wprost, ze to dzialanie dla g > 2 jest przemienne.

B@HE B

.

a7

Puc. 47

Rys. Wizualizacja przemiennosci dziatania w grupach homotopii f, g: (I?/0I%, ) — (X, x0) ).[7]

Stwierdzenie 2.6.2. Dila dowolnych punktowanych przestrzeni (X, xo), (Y,y0) rzutowania na
wspotrzedne Y «— X XY — X zadajg izomorfizm grup

7Tq(X X Y7 (xo,yo)) - 7Tq(X, 3;‘0) X 71-q(va yO)'

Dowdd. ZADANIE. Opisaé¢ izomorfizm odwrotny. O

Zad. 2.6.2. Rzutowania zadaja izomorfizm kategorii II(X x V) ~ II(X) x II(Y).
Pokazemy jak rozszerzy¢ przyporzadkowanie X 3 = — 7, (X, z) do funktora na grupoidzie pod-
stawowym II(X), uogolniajac konstrukcje podang w Stw. 1.9.1. Niech [w] € II(X) bedzie dowolna

droga a [p] € my(X, xo) gdzie p: (D™, S" 1) — (X, z¢) oraz 9 = w(0). Zdefiniujemy odwzorowanie
ho(p): (D™, 1) — (X, x1) gdzie 1 = w(1l) nastepujaco:

ho()(tv) = {jj

(2tv) dla 0<t<3, vesn!
(2t—1) dla 2<t<1,vesr!

Dla n = 1 otrzymujemy funktor opisany w Stw. 1.9.1.

Stwierdzenie 2.6.3. Powyzsza konstrukcja ma nastepujgce wtasnosci.
1. hw*n(@) ~ hw(hn(so));
2. klasa homotopii [h, ()] zalezy tylko od klas homotopii [w] i [¢],
3. odwzorowania hy,: 7, (X, x0) — (X, 1) sq¢ homomorfizmams.

Dowdd. ZADANIE. O
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Rys. Dziatanie grupy podstawowej na grupach homotopii.

Wnhiosek 2.6.1. Przyporzqdkowanie I1(X) > x +— m,(X, x) oraz II(X) > [w] — hy, jest funktorem
z grupoidu podstawowego przestrzeni X do kategorii grup. Dowolne przeksztatcenie f: X — Y
definiuje transformacje naturalng funktoréw m,(X, —) — m, (Y, =) f4, gdzie fu: II(X) — II(Y)
jest funktorem indukowanym przez przeksztatcenie f.

Zad. 2.6.3. Niech G bedzie obiektem grupowym w kategorii 7., (w szczegdlnosci grupa topolo-
giczng), Podaé bezposredni dowod nastepujacych faktow wynikajacego z Stw. 1.7.1:

1. Mnozenie G x G — G zadaje dziatanie grupowe w zbiorach [S?, G, = m,(G, e) identyczne z
dziataniem zdefiniowanym przez strukture kogrupowa na sferze;

2. Grupa podstawowa 71 (G, €) jest przemienna.
Wykazaé, ze dziatanie grupy podstawowej 71 (G, €) na grupach m,(G, e) jest trywialnie.

Zad. 2.6.4. Jesli przestrzen X jest $ciggalna, to dla dowolnego punktu zg € X iq > 0, 74 (X, zo) = 0.



Rozdzial 3

Korozwloknienia 1 rozwidknienia

3.1 Wstep

Wiele problemoéw topologii sprowadza sie do nastepujacych pytan o istnienie rozszerzenia lub pod-

niesienia przeksztalcenia:

Problem rozszerzania Niech j: A — X be-
dzie pewnym przeksztalceniem (zazwyczaj zanu-
rzeniem). Czy dla przeksztalcenia f: A — YV
istnieje rozszerzenie na X, tzn. przeksztalcenie
f: X — Y takie, ze f(j(a)) = f(a) dla a € A?

A

Xoolosy

Przyktad 3.1.1. Pytanie czy dowolne odzrowanie
f: D™ — D™ ma punkt staly (tw. Brouwera)
sprowadza sie do pytania czy istnieje retrakcja
dysku na sfere, a wiec rozszerzenie identycznosci
Sn=1t — §n=1 na dysk D* D S"~ L.

Problem podniesienia Niech p: E — B bedzie
pewnym przeksztalceniem (zazwyczaj surjekcja).
Czy dla dla przeksztalcenia f: X — B istnie-
je podniesienie wzgledem p, czyli przeksztatcenie
f: X — E takie, 7e pf(z) = f(z) dlaz € X ?

X . B
Przyktad 3.1.2. Pytanie, czy na sferze S™ istnieje
wszedzie nieznikajace pole wektorowe sprowa-
dza sie do pytania, czy identycznos¢ na sferze
posiada podniesienie ze wzgledu na rzutowanie
TSy :={(z,v) € S" xR" |z Lv,v#0} 5 5",
p(z,v) :=x.

Zauwazmy, ze oba problemy moga by¢ oczywiscie sformutowane gdy j, f i f, p sa morfizmami
w dowolnej kategorii, ale my ograniczmy sie tu do kategorii przestrzeni topologicznych. Korozw-
toknienia (odp. rozwldknienia) to takie przeksztalcenia j: A — X (odp. p: E — B) dla ktorych
problem rozszerzenia (odp. podniesienia) jest problemem w kategorii homotopii. Doktadniej, jesli
mamy dwa homotopijne przeksztalcenia fy ~ f1 i jedno z nich daje sie rozszerzy¢ (odp. podniesé)
to i drugie mozna rozszerzy¢ (odp. podniesé), co wiecej rozszerza sie (odp. podnosi) homotopia mie-
dzy tymi przeksztalceniami. Z tym zjawiskiem czytelnik zapewne zetknat sic w teorii przeksztatcen
nakrywajacych, ktére stanowia wazny przykiad rozwioknien.

35
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Definicja 3.1.1. Przeksztalcenie j : A — X ma
wlasnosé rozszerzania homotopii (HEP!) jesli dla
dowolnego przemiennego diagramu przeksztaltcen
oznaczanych litymi strzatkami

AX{O}LAXI

j jxid

X x {0} —2—=X x I

istnieje  rozszerzenie

strzatka)

(przerywana
F:X xI—Y tzn. dwa trojkatne diagramy sa
przemienne.

Definicja 3.1.2. Przeksztalcenie p: E — B ma
wtasnosé podnoszenia homotopii (HLP?) jedli dla
dowolnego przemiennego diagramu przeksztatcen
oznaczanych litymi strzatkami

Y E
7
F .
10 p
Y x I B
istnieje  podniesienie, (przerywana strzatka)

F:Y x I — F tzn. dwa trojkatne diagramy sa
przemienne.

Zauwazmy, ze przeksztalcenia j: A — X majace wlasnos¢ HEP to doktadnie te przeksztatcenia
wzgledem ktérych problem rozszerzenia jest problemem w kategorii homotopii; odpowiednio prze-
ksztalcenia p: F — B majace wlasnos¢ HLP to doktadnie te przeksztalcenia wzgledem ktorych
problem podniesienia jest problemem w kategorii homotopii.

W kategorii przestrzeni topologicznych wyréznia sie trzy wiec trzy wazne klasy przeksztatcen:
homotopijne réwnowaznosci, rozwtdknienia, i korozwléknienia. Przekonamy sie, ze te klasy prze-
ksztalcenn generuja wszystkie przeksztalcenia tzn dowolne przeksztalcenie mozna przedstawié jako
superpozycje korozwléknienia i homotopijnej rownowaznoéci, a takze homotopijnej réwnowaznosci

1 rozwloknienia.

Cho¢ definicje rozwltdknienia i korozwloknienia na pierwszy rzut oka wygladaja bardzo abs-
trakcyjnie, to wzajemna interakcja tych klas przeksztalcenn pozwala identyfikowaé typ homotopijny
konkretnych przestrzeni. Z drugiej strony pojecia te posiadaja pewne wlasnosci, ktére moga by¢
przeniesione do dowolnych kategorii, pozwalajac budowaé¢ analogiczne teorie homotopii m.in. w
kategoriach algebraicznych. Kategorie w ktorych wyroznia sie tak nazwane klasy morfizméow, spet-
niajace pewne warunki analogiczne do tych, o ktérych bedzie mowa ponizej nazywa sie closed model

categories.

3.2 Cylinder i kocylinder

Przypomnijmy, ze funktor mnozenia kartezjanskiego przestrzeni przez odcinek X — X x I posiada
funktor dotaczony: Map (X x I,Y) ~ Map (X, P(Y)) gdzie P(Y) := Map (I,Y) jest przestrzenia
drég w Y. Homotopie F': X x I — Y miedzy przeksztalceniami fy ~ f; mozna wiec traktowaé jako
przeksztalcenie F': X — P(Y) awarunek iz Fiy, = fi, k = 0,1 gdzie iy,: X — X x I jest wlozeniem
odpowiednio na dolng i gérna podstawe, odpowiada warunkom ka’ = fr gdzie px: P(Y) — Y jest
ewaluacja pi(w) := w(k). Te rozwazania motywuja definicje cylindra i kocylindra - dla podkreslenia

dwoistosci tych poje¢ umieszczamy je obok siebie:
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Definicja 3.2.1. Niech X bedzie przestrzenia topologiczna.

Cylindrem (lub walcem) o podstawie X nazywa- | Kocylindrem (lub kowalcem) nad X
my wlozenie X % X x I, ig(x) := (z,0). nazywamy projekcje P(X) X% X gdzie
P(X) := X7 = Map (I, X), po(w) := w(0).
Konstrukcje cylindra i kocylindra zadaja funktory z kategorii przestrzeni topologicznych do ka-

tegorii morfizméw w kategorii przestrzeni topologicznych tzn. dowolne przeksztatcenie X Ly
definiuje diagramy przemienne:

/ /

i0 i Po Po
XxI-— yr x— 5 .y

oraz Map (X x I,Y) ~ Map (X, P(Y)), czyli funktory cylindra i kocylindra — x I, P: T — 7T sa

sprzezone.

Stwierdzenie 3.2.1. Dla dowolnej przestrzeni X odwzorowania cylindra X o, X xT i kocylindra
P(X) 2% X sq homotopijnymi réwnowaznosciami.

Dowdd. ZADANIE O

Definicja 3.2.2. Niech f: X — Y bedzie dowolnym przeksztalceniem.

Cylindrem  (lub  walcem) przeksztatcenia f | Kocylindrem (lub kowalcem) przeksztalcenia f,
nazywa sie przestrzen Z(f) z wlozeniem nazywa sie przestrzen P(f) wraz z projekcja
io: Y — Z(f) zdefiniowanym jako push-out | P(f) 2% X zdefiniowane jako pull-back diagra-
diagramu: mu:
f .
x—71 .y P(f) —L— P(v)
%0 10 po‘ Po
XxI—1 ~7(p Xy

Rys. Wizualizacja cylindra przeksztalcenia [7]
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Konstrukcje cylindra i kocylindra przeksztalcenia sa funktorialne ze wzgledu na morfizmy prze-
ksztatcen. Dowolny diagram

X—X
! f

Y —Y'
indukuje odwzorowania Z(f) — Z(f') oraz P(f) — P(f’) dla ktérych odpowiednie diagramy sa
przemienne.
Zad. 3.2.2. Narysuj te diagramy.

Zad. 3.2.3. Sprawdzi¢, ze funktory Z: Mor(7) — Mor(7) i P: Mor(7) — Mor(7) definiowa-
ne przez konstrukcje cylindra i kocylindra sa sprzezone, tzn. istnieje naturalna bijekcja miedzy
diagramami:

y . x X —*= P(f)
io lf’ J{f J{pé
2(f) L=y y 2. x

gdzie 4(z) == (p(f(x)), oz, —))-
Stwierdzenie 3.2.2. Jezeli X jest przestrzeniq lokalnie zwartg, Z dowolng przestrzenig

f

X——Y

"t

XxI-L>z(p)

jest diagramem definiujgcym cylinder przeksztatcenia f: X — Z. Wiedy diagram otrzymany przez
zastosowanie do niego funktora Map (—, Z)

Map (Z(f), Z) ——> Map (X x I, Z)

x x
o %o

Map (Y, Z) Map (X, Z)

jest diagramem definiujacym kocylinder przeksztatcenia f*: Map (Y, Z) — Map (X, Z), a zatem
kostozek P(f*) jest homeomorficzny z przestrzeniq Map (Z(f), Z).

Dowdd. Rozwazmy diagram

P(F*) <= Map (Z(f), Z) —L> Map (X x I, Z) —== P(Map (X, Z))

Do
.

Map (Y, Z) —— Map (X, Z)

Kwadrat to dokladnie diagram powstajacy z diagramu definiujacego cylinder (pierwszy diagram)
po zastosowaniu funktora Map (—, Z). Latwo sprawdzi¢, ze skoro ten wyjsciowy byl push-outem, to
ten jest pull-backiem. Trojkaty to homeomorfizmy przestrzeni z gérnego wiersza z przestrzeniami
wystepujacymi w definicji kocylindra. O
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3.3 Korozwldknienia i rozwloknienia

3.3.1 Definicje

Twierdzenie 3.3.1. Dla przeksztatcen j: A — X i odpowiednio p: E — B nastepujgce warunki
$qg rownowazne:

Dla  dowolnego przemiennego diagramu
przeksztatcen oznaczonych litymi strzatka-
me:

A—ES P (3.1)
7

J ; Po

X 4f> Y

istnieje przeksztalcenie F: X — P(Y) ta-
kie, ze poF' = F oraz fj = F.

Dla przemiennego diagramu przeksztatcen
oznaczonych litymi strzatkami

Ax {0} — ~ AxT (3.2)

istnieje przeksztatcenie F:XxI—Y ta
kie, ze FZO = fo, F(j X ’Ld) =F.

Przeksztatcenie j: Z(5) — Z(id) = X x I
indukowane przez morfizm przeksztatceri:

X
P
X

posiada lewq odwrotnosé r: X x I — Z(j),
czyli Z(j) jest retraktem walca X X I - prze-
ksztatcenie r nazywa sie funkcjg retrahujgcg
korozwtoknienia j.

J
—

(3.3)

<=

—_—
id

b

Dla  dowolnego przemiennego diagramu
przeksztatceri oznaczonych litymi strzatkams

_ " . E (3.4)

0
Y
4
0 .
X

-2 .p

p

Y

istnieje przeksztatcenie F:Y xI — E takie,
zepF:F ZFZO :fo

Dla przemiennego diagramu przeksztatcen
oznaczonych litymi strzatkams

(3.5)

E
P(p) ll’
P(B)—2 B

istnieje przeksztatcenie Z:i: Y — P(E) ta-
kie, ze pyF = F oraz poF = f.

Przeksztatcenie p: P(E) — P(p) indukowa-
ne przez morfizm przeksztatceri:

E
|»
B
ma prawg odwrotnosé tzn. s: P(p) — P(E)
takie, Ze pos = idp(, - przekszlatcenie

s nazywa sie funkcjqg podnoszgcq drogi roz-
wtoknienia p.

id
—_—

&

(3.6)

id

-

&

e
p
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Uwaga 3.3.1. Zauwazmy, ze:

1. Warunki nr (3.3) i (3.6) w definicjach korozwloknienia i rozwloknienia sg wewnetrzne w tym
sensie, ze nie odwoluja sie do trzecich przestrzeni i przeksztalcen.

2. Warunki nr (3.3) i (3.6) oznaczaja, ze wystepujace w nich odwzorowania r i s wpisuja sie w

nastepujace diagramy przemienne:

X x1I

P(p) —— P(B)

Pp‘ ‘/Po
E B

p
_—

. Warunek (3.2) dla korozwloknienia oznacza, ze kwadratowy diagram (3.2) jest "stabym push-
out’em" - przeksztalcenie I’ nie jest bowiem jednoznacznie wyznaczone. Warunek 2 dla roz-
wloknienia oznacza, ze kwadratowy diagram (3.5) jest "stabym pull-back’iem", bo przeksztal-
cenie F' nie jest jednoznacznie wyznaczone.

. Warunki (3.1) i (3.2) w prawej kolumnie sa tozsame z Def. 3.1.1, za$ warunek (3.4) jest
tozsamy z warunkiemm istnienia podniesienia homotopii Def. 3.1.2.

. W warunku (3.2) homotopi¢ F': A x I — Y bedziemy nazywali "rozszerzang homtopia",
odwzorowanie fo: X x {0} — Y warunkiem poczatkowym, a homotopie F: X x I — Y
rozszerzeniem F' z warunkiem poczatkowym fy.

. Analogicznie, w warunku (3.4) bedziemy nazywa¢ F' podnoszona homotopia, fo warunkiem

poczatkowym a F': Y x I — E podniesieniem F' z warunkiem poczatkowym fy.

Definicja 3.3.1. Przeksztalcenie A L X ma-
jace wlasnosé rozszerzania homotopii nazywamy
korozwtdknieniem.

Korozwloknienie A - X nazywamy acyklicznym
jesli j jest jednocze$nie homotopijna réwnowaz-
noscia.

Od nazwisk tworcow tych pojeé¢ rozwitdknienia rozwtdknienieniami Hurewicza

Definicja 3.3.2. Przeksztalcenie E 2, B ma-
jace wlasnosé podnoszenia homotopii nazywamy
nazywamy rozwidknieniem.

Rozwloknienie £ 2 B nazywamy acyklicznym
jesli p jest jednoczes$nie homotopijng réwnowaz-
noscia.

3, a pary przestrze-

ni (X, A), gdzie A C X jest podzbiorem domknietym i wlozenie korozwltoknieniem nazywaja sie

parami Borsuka®.

Zad. 3.3.1. Dowolny homeomorfizm jest zaré6wno korozwldknieniem jak i rozwltéknieniem.

3Witold Hurewicz (£6dz 1904 — 1956 Uxmal, Mexico)
4Karol Borsuk (Warszawa 1905 — 1982 Warszawa)


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hurewicz.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Borsuk.html
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Stwierdzenie 3.3.1.

1. Cylinder przestrzeni ig: X — X x I jest korozwtdknieniem, a kocylinder po: P(X) — X jest
rozwtoknieniem.

2. Dla dowolnych przestrzeni projekcja B x F' — B jest rozwtdknieniem, a wtozenie X C X UY
jest korozwtoknieniem.

3. Dlan > 0 wlozenie n — l-wymiarowej sfery na brzeg n-wymiarowego dysku S™~' C D™ jest
korozwtdknieniem.

Dowdd. Ad 1,2 — ZADANIE.
Ad 3 - ponizszy rysunek.

71N

Puc. 28

Rys. Retrakcja walca na podstawe i powierzchnie boczna [7]

Stwierdzenie 3.3.2. Niech j: A — X bedzie korozwtdknieniem. Wtedy
1. Przeksztatcenie j: A — j(A) jest homeomorfizmem na obraz, a wiec j jest réznowartosciowe.

2. Jesli X jest przestrzeniq Hausdorffa to podzbior j(A) C X jest domkniety.

3. Dowolne korozwidknienie A 2 X jest ztozeniem homeomorfizmu A ~ J(A) i zanurzenia
J(A) C X, przy czym oba te odwzorowania sqg korozwidknieniami.

Dowdd. Ad 1. Odwzorowanie odwrotne do j jest zadane przez obciecie funkcji retrahujacej X x I = Z(j)
do gornego denka X x {1}; z jej definicji wynika, ze r(j(4) x {1}) = A x {1}.
Ad 2. Rozwazmy dwa przeksztalcenia: id, jr: X x I — X x I i zauwazmy, ze skoro X jest
przestrzenia Hausdorffa A x {1} = {(,1) | id(z,1) = jr(x,1)}, jest podzbiorem domknietym.
Ad 3. Wynika natychmiast z 1. 1 2. O
Stwierdzenie 3.3.3. Dla podzbioru domknietego A C X nastepujgce warunki sq réwnowazne:

1. (X, A) jest parq Borsuka;

2. Podzbior X x {0} UA x I C X x I jest retraktem;

3. Podzbior X x {0} UA x I C X x I jest silnym retraktem deformacyjnym.

Dowdd. [1. <= 2.] Wynika bezposrednio z Tw. 3.6.1 pkt. 3.3, bo jesli j: A C X jest domknietym
podzbiorem, to cylinder Z(j) = X x {0} UA x I.

2. <= 3] Niechr: X xI - X x{0}UAxI, r(z,t) = (r1(z,t),r2(z, t)) bedzie retrakcja.
Zdefiniujmy G : X x I x I — X x I wzorem:

G((z,t),8) = (r1(z, (1 — 8)t), (1L — s)ro(z, t) + st).

Latwo wida¢, ze G jest homotopia pomiedzy retrakcja r a id i ponadto dla a € A i dowolnego
s,tel, G((z,t),s) = (z,(1 — s)t + st) = (x,t). W druga strone implikacja jest oczywista. O
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Zad. 3.3.2. Jesli p: E' — B jest rozwloknieniem, to p(E) jest suma pewnych sktadowych tukowej
sp6jnosci B.

Twierdzenie 3.3.2. Nastepujgce konstrukcje zachowujg klasy (ko-)rozwtdknien:
1. Przeksztatcenie izomorficzne w kategorii Mor(T) z (ko- )Jrozwtdknieniem jest (ko-)rozwtoknieniem;
2. Ztozenie (ko-)rozwldknien jest (ko-)rozwtdknieniem;
3. Pull-back (push-out) rozwtsknienia (ko-rozwtdknienia) jest rozwtdknieniem (ko-rozwtoknieniem);
4. Retrakt (ko-)rozwtdknienia w kategorii Mor(T) jest (ko-)rozwldknieniem;
5. Koprodukt i produkt (ko-)rozwtcknien jest (ko-)rozwtdknieniem.

Zad. 3.3.3. Udowodnij ostatnie stwierdzenie, uzywajac do poszczegdlnych tez najodpowiedniej-
szego z rownowaznych warunkow definiujacych (ko-)rozwidknienie.

Nastepujacy nietrudny wniosek z definicji korozwloknienia jest bardzo silnym narzedziem przy
badaniu homotopijnej réwnowaznoéci przestrzeni.

Stwierdzenie 3.3.4. Zatdézimy, Ze wlozenie podzbioru domknietego A — X jest korozwitoknieniem.

1. Jesli podzbior A jest Sciggalny to przeksztatcenie ilorazowe q: (X, A) — (X/A,[ag]) jest ho-
motopiyng rownowaznosciq par przestrzent.

2. Dla dowolnego podzbioru A C X przeksztatcenie q: (X Ug c(A),c(A)) — (X/A,[ao]), gdzie
c(A) jest stozkiem nad A, jest homotopijng réwnowaznosciq par.

Dowdd.

Ad 1. Skonstruujemy przeksztalcenie odwrotne do ¢: (X, A) — (X/A,[A]). Niech F: AxI — A
bedzie $ciagnieciem A do punktu ag € A, czyli F(—,0) = id, F(—,1) = ag. Rozszerzmy F do
odwzorowania F': X x{0}JUAXI — X, ktadac F(z,0) := z. Jest to przeksztalcenie ciagle, poniewaz
zbiér A jest domkniety. Z definicji korozwloknienia wynika, ze istnieje rozszerzenie F': X x I —
X. Zauwazmy, ze F(a,1) = ag a wiec obciecie do gornej podstawy walca F|X x {1} wyznacza
przeksztalcenie par f1: (X/A, [ag]) — (X, A) a homotopia F': idx ~ fiq. Homotopia qf; ~ idx)a

jest wyznaczona przez zlozenie przeksztalcenn X x I 2 x - X/A, poniewaz F(a,t) € A dla

dowolnych (a,t) € A x I a przeksztalcenie X x [ RLIN X/A x I jest ilorazowe (p. Stw 2.3.3).

Zatem odwzorowania ¢, f1 sa wzajemnie homotopijnie odwrotne.
Ad 2. Dla dowolnego podzbioru z faktu, ze A C X jest korozwloknieniem wynika, ze ¢(4) C X U c(A)
jest korozwloknieniem (p. 3.3.2 pkt. 3). Poniewaz stozek jest $ciagalny, wiec teza wynika z pkt. 1.
O

Puc. 71

Rys. Wizualizacja doklejenia stozka nad podzbiorem. [7]

Zad. 3.3.4. Jesli wlozenie domknietego podzbioru A C X jest korozwloknieniem a przestrzen X
jest $ciagalna, to przestrzen ilorazowa X/A jest homotopijnie rownowazna z zawieszeniem X A.
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3.3.2 Jednoznaczno$¢é podnoszenia i rozszerzania homotopii

Twierdzenie 3.3.3. Niech p: E — B b@dzz;e Tozwfo’knieniem a ﬁ‘o, FL: X~ xI—F dwqma homo-
topiami takimi, Ze istniejq homotopia H: pFy ~ pFy oraz homotopia G : Fy|X x {0} ~ F1|X x {0}
takie, ze H(x,0,t) = pG(x.0,t) tzn. diagram litych strzatek:

Xxu— g

XxIxI—~B
w ktorym U =1 x {0,1} U {0} x I oraz

Fo(x,t) gdy s=0

H(x,t,8) = { G(2,0,s) gdy t=0
Fi(z,t) gdy s=1

Jest przemienny. Wtedy istnieje podniesienie H: X xIx1I— E, czyli homotopia H: Fy ~ Fy
bedgca rozszerzeniem G.

Dowdd. Podniesienie istnieje poniewaz pary (I%,U) >~ (I, I x {0}) sa homeomorficzne. O
Przypomnijmy, ze jesli (X, A) jest para przestrzeni to skrotowo oznaczamy X4 := X x {0} U A x I.

Twierdzenie 3.3.4. Jesli (X, A) jest parg Borsuka Fglﬁlz X x I —Y dwoma homotopiami dla
ktorych istnieje homotopia G: Xa xI —'Y taka, ze G: Fo|Xax{0} ~ F1|Xax{0}. Witedy istnieje
homotopia G: X X I x I — 'Y bedgca rozszerzeniem homotopii G.

Dowdd. Na mocy Wn. 3.6.4 produkt par Borsuka (X, A) x (I,0I) = (X x I, X xOUAXTUX x 1)
jest para Borsuka. Wynika stad, ze przeksztalcenie:

Fo(z,t) gdy s=0
F(x,t,s):= ¢ G(x,t,s) gdy a€A lub t=0
Fl(xvt) gdy s=1

rozszerza sie do G: X x I x I — Y. O

3.3.3 Dualnos$é korozwldknien i rozwldéknienien

Dualnosé miedzy korozwloknieniami i rozwloknieniami odzwierciedla nastepujace wazne twierdze-
nie:

Twierdzenie 3.3.5 (K. Borsuk). Jesli przestrzeri X jest lokalnie zwarta a j: A — X jest pa-
rq Borsuka, to przeksztatcenie obciecia j*: Map (X,Y) — Map (A,Y) jest rozwtdknieniem. Jesli
korozwtoknienie j jest homotopijng rownowaznosciq, to rozwtéknienie j* jest homotopijng réwno-
wWaznosciq.

Dowdd. Zauwazmy przede wszystkim, ze przestrzenn A jest lokalnie zwarta, bowiem jest podprze-
strzenia domknieta przestrzeni lokalnie zwartej, a Z(j) = Xa =X x {0} UA x I.

Do ztozenia przeksztalceri Z(j) L xxI54 Z(j) opisanych w tw. 3.3.1 pkt. 2, ktore jest
identycznoscia stosujemy funktor Map (—,Y") otrzymujac zlozenie, ktore takze jest identycznoscia
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(gorny wiersz diagramu 3.7). Korzystajac z tw. 2.3.1 otrzymujemy przemienny diagram w ktérym
pionowe strzalki sa homeomorfizmami (p. Stw. 3.2.2):

Map (Z(j),Y) <~— Map (X x I,Y) <—— Map (Z(j),Y) (3.7)

|

P(j*) < — P(Map (X, Y)) <" P(j*)

Przeksztalcenie r* jest wiec prawa odwrotnoscia j*, o ktorej mowa w 3.3.1 pkt.3, czyli funk-
cja podnoszaca drogi dla przeksztalcenia j*. Stad wynika ze j*: Map (X,Y) — Map (A4,Y) jest
rozwloknieniem. Funktor Map (—,Y") zachowuje relacje homotopii (sprawdz), a wiec homotopijne
réwnowaznosci. O

Przyktad 3.3.1. Przeksztalcenia obcigcia Map (D™, Y) — Map (S™~1,Y) sa rozwltoknieniami. Jesli
wlozenie punktu {z¢} — X jest korozwldknieniem, to ewaluacja ev : Map (X,Y) — Y, ev(f) := f(xo)
jest rozwloknieniem.

Nastepne twierdzenie powiada, ze kazde przeksztalcenie mozna rozlozyé na superpozycje koro-
zwloknienia i homotopijnej réwnowaznosci lub homotopijnej réwnowaznoéci i rozwtdknienia, czyli
kosztem zamiany przestrzeni wartosci lub argumentéw, z homotopijnego punktu widzenia kazde
przeksztalcenie mozna zamienié zaréwno na rozwloknienie jak i korozwioknienie.

Twierdzenie 3.3.6. Dla dowolnego przeksztatcenia f: X — Y istnieje przemienny diagram, funk-
torialnie zalezqcy od przeksztatcenia f (tzn. morfizm przeksztatcen indukuje morfizm diagramdw):

X—>2 s P(f)

. f
if pf

Z(f) ———Y

T0
w ktorym:

y dla yeY

h to-
f@) dla (z,6)e X x1 LMo

o Przeksztatcenia so(x) = (Wy(q), x) oraz ro(y) = {
PYNYML TOWNOWAZN0SCIAMI;
o Przeksztatcenie iy(x) = [z, 1] jest korozwtdknieniem;

o Przeksztatcenie py(z,w) := w(l) jest rozwtdknieniem.

Dowdd. Wykazemy, ze przeksztalcenie iy jest korozwloknieniem. Poniewaz 0I C I jest korozw-
toknieniem, wiec X x I C X x [ jest korozwloknieniem. Mamy push-out diagram, w ktorym
utozsamiamy X x 0 = X U X

Xxol 12 yiux
; i

X x I ———>Z(f)

Przeksztatcenie if jest ztozeniem X — Y UX — Z(f).
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Dualnie, dowiedziemy ze p; jest rozwtéknieniem: Poniewaz 01 C I jest korozwloknieniem, wiec
na mocy twierdzenia Borsuka przeksztalcenie P(Y) = Map (I,Y) — Map (0I,Y) =Y X Y jest
rozwloknieniem. Rozpatrzmy pull-back diagram:

w fxid

P(Y)
Po,1 Po,1

XXY—>YxY
fxid

i zauwazmy, ze W = {(z,y,w) |w(0) = f(z), w(1) =y} = {(z,w) |w(0) = f(z)} = P(f);
ztozenie P(f) =Y x X — Y jest wiec rozwloknieniem. O

Zad. 3.3.5. Sprawdzié, ze przeksztalcenia sy oraz rg sa homotopijnymi réwnowaznosciami.

Definicja 3.3.3. Niech f: X — Y bedzie dowolnym odwzorowaniem.

Homotopijnym kowtéknem f lub stozkiem f nazy- | Homotopijnym widknem (lub kostozkiem) f nad
wamy przestrzen ilorazowa C(f) := Z(f)/i;(X). | punktem yo € Y nazywamy przeciwobraz
F(f,y0) = p5 ' (yo) = {(2,0) | f(z) = w(0), w(1) = yo}.

W1ékno i kowlékno homotopijne wpisuja si¢ w diagram:

F(f,90) = p; " (%0)

X - P(f)
I
if Py
Z(f) Y

C(f) = 2(f)/is(X)

Zauwazmy, ze homotopijne widkno F(f) mozna tez zdefiniowaé jako pull-back:

A
|
Po

7bO)H'B

F(f)——
|
B

gdzie P(B,by) := {w € P(B)|w(1) = by} oraz po(w) := w(0).

Uwaga 3.3.2. Czesto definiuje sie przestrzen P(B,by) := {w € P(B)|w(0) = by}, ale powyzsza
definicja zapewnia zgodnos$é¢ z podang wczesniej definicja homotopijnego wlokna.

P(
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3.4 Korozwlboknienia i relatywne homotopijne r6wnowaznosci

Przypomnijmy, ze dla ustalonej przestrzeni A przez T4 oznaczamy kategorie morfizmoéw okreslo-
nych na A, ktorej obiektami sg przeksztatcenia A — X, a morfizmami sg przeksztatcenia f: X — Y
dla ktorych diagram

N

jest przemienny. Rozwazmy pelng podkategorie 7¢°/4 ¢ T4 sktadajaca sie z przeksztalcen A — X
bedacych korozwtoknieniami. Dla uproszczenia sformutowan dodajmy zalozenie, ze rozpatrywane
korozwloknienia sg inkluzjami podzbioréw, a rozpatrywane przestrzenie sa Hausdorffa, co gwaran-
tuje, ze podzbiory sa domkniete (p. Stw. 3.3.2).

W kategorii 74 mamy relacje homotopii przeksztalceri rel A (podaj doktadna definicje) i od-
powiednie kategorie homotopii oznaczamy (7¢°f4), C (T4);,. Funktor zapominania
T4 35 (A — X)— X € 7T indukuje funktor miedzy odpowiednimi kategoriami homotopii.

X

Twierdzenie 3.4.1. Jesli w diagramie przemiennym przestrzeni topologicznych
A
SN
X—=Y
I

odwzorowania i, j s¢ korozwldknieniami a f jest homotopijng réwnowaznosciq (czyli w kategorii T ),
to f jest homotopijng réwnowaznoscig rel A (czyli w kategorii T4 ).

W terminach kategoryjnych to twierdzenie mozna wystowié¢ nastepujaco: Jezeli funktor za-
pominania przeprowadza pewien morfizm w kategorii (7°°/4);, na izomorfizm w 7}, to jest on
izomorfizmem w (7°°4);,. Ten punkt widzenia jest pomocny w zrozumieniu pierwszych krokow
dowodu, zawartych w lematach o charakterze kategoryjnym. Niech F': C — D bedzie funktorem a
M pewng klasa morfizméw w C, ktore F' przeprowadza na izomorfizmy w D. Szukamy warunkéw
wystarczajacych do tego, aby kazdy morfizm w M byl izomorfizmem. Funktor, ktéry rozwazamy
to funktor zapominania (7°°/4), — 7;,.

Rozpoczniemy od lematu, ktory pozwoli na zredukowanie badania odwracalnosci morfizmu do
znalezienie jednostronnej odwrotnosci. Uog6lnia on nietrudny fakt z algebry, powiadajacy, ze w
aksjomatach grupy wystarczy zalozy¢ istnienie jednostronnych odwrotnosci elementéw (np. lewo-
stronnych), a stad wynika, ze te odwrotnosci sa obustronne.

Lemat 3.4.1. Jesli M jest klasg morfizmow w kategorii C takq, ze kazdy morfizm w M ma
lewostronng (odp. prawostronng) odwrotnosé nalezgceq do M | to kazdy morfizm w M jest izomor-
fizmem.

Dowdd. Dla kazdego morfizmu f € M istnieje ¢ € M taki, ze gf = id. Z zalozenia istnieje
/e M taki, ze f'g = id a wiec: f' = f'(gf) = (f'g9)f = f. Stad wynika, ze g jest obustronna
odwrotnoscia f. O

Ponizszy lemat umozliwia zredukowanie ogélnej sytuacji opisanej w Tw. 3.4.1 do sytuacji gdy
X =Y iznalezienia jednostronnej homotopijnej odwrotnosci rel A dla przeksztalcenia f ~ idx.
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Lemat 3.4.2. Niech F : C — D bedzie funktorem. Zatézmy, Ze dla kazdego obiektu ¢ € ob C i
morfizmu e € More(c, ¢) takiego, ze F(e) = id istnieje lewa (odp. prawa) odwrotnosé w C. Wtedy
dowolny morfizm f € Morc, dla ktdrego istnieje g € Morc takie, ze F(g) jest izomorfizmem oraz
F(gf) =1id w D jest izomorfizmem w C.

Dowdd. Rozpatrzmy klase morfizmow
M ={f € Mor¢ |34 F(gf) =1id, F(g) jest izomorfizmem w D}

Na mocy Lematu 3.4.1 wystarczy pokazaé, ze kazdy morfizm z M posiada lewa odwrotnosé nalezaca
do tej klasy. Rozwazmy endomorfizm gf € C. Na mocy zalozenia istnieje e’ € C taki, ze e/(gf) = id.
Stad ¢’ = €’g jest lewg odwrotnoscia morfizmu f € C. Trzeba pokazaé, ze ¢’ € M. Zauwazmy, ze
skoro F(¢'f) = F(¢')F(f) = id oraz F(¢') jest izomorfizmem, to takze F(fg') = F(f)F(g') = id
a wiec g’ € M. O

Rozwazania topologiczne zacznijmy od nastepujacej obserwacji bedacej natychmiastowym wnio-
skiem z definicji korozwloknienia.

Stwierdzenie 3.4.1. Jeslii: A — X jest korozwtdknieniem, a diagram

N

jest homotopijnie przemienny, to istnieje przeksztatcenie f' ~ f takie, ze f'i = j, czyli diagram
jest $cisle przemienny po zamianie f na f'.

Y

Dowdd. Niech H: A x I — Y bedzie homotopia taka, ze H(—,0) = fi, H(—,1) = j. Rozszerzmy
jana X4 =X x{0}UA x I kltadac H(z,0) := f(z). Z definicji korozwloknienia istnieje retrakcja
X xI 5 X 4. Rozwazmy ztozenie Hor i jego obciecie do gornego denka cylindra: f' := Hor|X x {1},
ktore oczywiscie czyni trojkat Scisle przemiennym oraz f/ ~ f. O

Whiosek 3.4.1. Jeslii: A— X orazj: A — Y sq korozwtéknieniami a w diagramie (czyli morfizmie w T4)

N

X——Y

przeksztatcenie f jest zwyktq homotopijng réwnowaznosciq, to istnieje morfizm w T4

A
N
X~—9% vy

taki, ze gf ~ idx.

Uwaga. Teza lematu oznacza, ze dla dowolnego a € A przeksztalcenie g spelnia warunek g(i(a)) = j(a),
ale homotopia gf ~ idx nie musi by¢ rel (A).

Dowdd. Wynika natychmiast z Lematu 3.5.1 zastosowanego do homotopijnej odwrotnosci prze-
ksztalcenia f. O
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Dowdd Tw. 3.4.1. Dzieki Lematom 3.5.11 3.4.2 wystarczy skonstruowaé¢ lewa homotopijna odwrot-
nos¢ rel (A) dla dowolnego f ~ idx zamykajacego przemienny diagram:

R

~idx

X X

Niech H: X xI — X bedzie homotopia taka, ze H(z,0) = z, H(z,1) = f(z). Rozwazmy homotopie
Ho (i xid): AxI— X irozszerzmy ja na X x I z warunkiem poczatkowym id: X x {0} — X
do homotopii K: X x I — X. Zauwazmy, ze dlaa € A, K(a,1) = f(a) = a, a wiec e(z) := K(x,1)

jest morfizmem
A
X~——"7——X

Udowodnimy, ze e jest szukang lewa homotopijna odwrotnoscig rel A, konstruujac homotopie

ef ~idx rel (A). Rozwazmy kompozycje dwoch homotopii: G := H ' x (Ko (f xid)): X xI — X
okreslona wzorem

H(z,2—-2t) dla 0<

t
Go(z,1) := {K(f(m),t) dla §<t<

Z definicji homotopii K wynika, ze K(f(a),t) = K(a,t) = H(a,t) a wiec dla kazdego a € A droga

Go(j(a),—) = H™'(j(a), —) * H(j(a), )

jest kanonicznie homotopijna z droga stala, jest to bowiem zltozenie drogi z jej homotopijna od-
wrotnoscia. Istnieje wiec (podwojna) homotopia G: A x I x I — X taka, ze G(a,t,0) = Go(a,t)
oraz G(a,0,t) = G(a,1,t) = G(a,t,1) = i(a). Homotopie te rozszerzamy do G: X x I X I — X z
warunkiem poczatkowym Go: X x I x {0} — X. (Korzystamy tu z faktu, ze A x I LN O Y |
jest korozwtoknieniem.) Szukana homotopia ef ~ idx rel (A) dana jest (dla kazdego x € X)) jako

kompozycja obcie¢ homotopii G do trzech bokéw kwadratu:
(GIX x0xI)* (G X x I x1)* (G| X x1xI)""

Homotopia jest zilustrowana na ponizszym rysunku [Bedzie lepszy!].

O

Whiosek 3.4.2. Jesli A C X jest korozwtdknieniem a zarazem homotopijng réwnowaznosciq, to
A jest silnym retraktem deformacyjnym X.



3.4. KOROZWEOKNIENIA I RELATYWNE HOMOTOPIJNE ROWNOWAZNOSCI 49

Dowdd. Stosujemy Tw. 3.4.1 do diagramu:

A
7 N
A X

Jednoznacznos$é rozkladu na korozwléknienie i homotopijng rownowaznosé

Mozemy teraz wykaza¢ homotopijna jednoznacznos$é rozkladu przeksztalcenia na korozwitdknienie
i homotopijna réwnowaznosé.

Stwierdzenie 3.4.2. Niech fy, fi: X — Y beda homotopijnymi przeksztatceniami. Niech dla
k=0,1 dane bedq faktoryzacje:

Zi— .Y
Tk

gdzie iy, jest korozwtoknieniem, a ri homotopijng réwnowaznoscig. Wowczas istnieje homotopijna

rownowaznosé rel X, h: Zg — Z1 :

Zy———r 7

Dowdd. Rozpatrzmy homotopijnie przemienny diagram

2N

T0 T1
Zy<y sz,

w ktoérym przeksztalcenie ri7 ! jest homotopijna rownowaznoscig. Teza wynika teraz natychmiast
z Stw. 3.5.1 oraz Tw. 3.4.1. O

Jako prosty wniosek z powyzszego stwierdzenia otrzymujemy homotopijna jednoznacznosé stoz-
ka przeksztalcenia.

Whniosek 3.4.3. Dla dowolnego przeksztatcenia f: X — Y i jego faktoryzacji X L Z5Y na
superpozycje korozwtoknienia i oraz homotopijnej réwnowaznosci r istnieje przemienny diagram w
ktorym przeksztalcenia oznaczone pronowymi strzatkami sqg homotopijnymi réwnowaznosciams:
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Homotopijna niezmienniczo$é doklejania przestrzeni

Definicja 3.4.1. Niech A C X i niech f : A — Y bedzie przeksztalceniem ciggltym. Wowczas
doklejeniem przestrzeni X do Y wzdluz przeksztalcenia A nazywamy push-out diagram:

A X

/| e

Y — s XUy
czyli X Up Y := X UY)/R gdzie 2Ry <= x =ylubx € Aif(z) =y, ai oraz i sa wlozeniami.

Zauwazmy, ze przestrzen X z podzbiorem A zgniecionym do punktu jest szczegdlnym przy-
padkiem powyzszej konstrukcji — jezeli Y = {x} jest przestrzenia jednopunktowa, to przestrzen
X Uy {*} jest homeomorficzna z X/A. Nastepne twierdzenie uogoélnia Stw. 3.3.4.

Twierdzenie 3.4.2. Niech A 5 X bedzie korozwtéknieniem. Kazdej homotopii F: Ax I —'Y
odpowiada homotopijna réwnowainosé hp: X Uy, Y ~ X Uy, Yrel (Y), przy czym homotopii try-
wialnej odpowiada przeksztatcenie identycznosciowe a kompozycji (konkatenacji) homotopii odpo-
wiada (z doktadnosdciq do homotopii) ztozenie homotopijnych réwnowaznosci. Jesli dwie homotopie
Fo,Fi: Ax T —Y sq homotopigne rel X x {0,1} to wyznaczone przez nie homotopijne réwnowaz-
nosct hp, 1 hp, sq homotopijne.

Dowdd. Niech F' : A x I — Y bedzie homotopia miedzy fo i f1. Wykazemy, ze oba wlozenia
XUp Y C(X xI)UpY dla k = 0,1 sa retraktami deformacyjnymi. Ze wzgledu na symetrie
wystarczy ograniczy¢ sie do k = 0. Zauwazmy oczywisty homeomorfizm, wynikajacy z definicji
doklejania:

XU, Y =(Xx{0UAXxTUpY C (X xI)UpY.

Niech r : X x I — X x {0} U A x I bedzie silng retrakcja deformacyjna (p. Stw 3.3.3) za$
G: X x I x I — X x I homotopig taka, ze G(x,t,0) = (z,t), G(a,t,s) = (a,t), G(z,t,1) = r(z,1).
Ktadac identycznosé na przestrzeni Y retrakcje r rozszerzamy do retrakcji 7: (X x I) Up Y —
X Uy, Y . Poniewaz homotopia G jest stata na X x {0} UA x I, to rozszerza si¢ w oczywisty sposob
do homotopii G: (X x I)Up Y x I — (X x I) Up Y kladac identycznoéé na przestrzeni Y. G jest
homotopia mig¢dzy identycznodcig a retrakcja r. Homotopijna réwnowaznoéé X Uy Y — X Uy Y
wyznaczona przez homotopi¢ F jest zadana jako zlozenie: X Uy Y C (X X I)Up Y L X Ug Y.
Sprawdzenie pozostatych tez stwierdzenia pozostawiamy czytelnikowi. O

Zachodzi takze nastepujaca wersja Tw. 3.4.1 dotyczaca morfizméw miedzy dwoma korozwlok-
nieniami zdefiniowanymi na réznych przestrzeniach. [11] str. 47.

Twierdzenie 3.4.3. Jesli w diagramie

XL)Y

i,] sq korozwtdknieniami, a f oraz d sq homotopijnymi réwnowaznosciami, to (f,d) jest homoto-
PYNG TOWNOWAZN0SCiq Par.
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3.5 Rozwloéknienia i witékniste homotopijne rownowaznosci

Udowodnimy wtasnosci rozwléknien, dwoiste do wtasnosci korozwloknien opisanych w poprzednim
rozdziale. Przypomnijmy, ze dla ustalonej przestrzeni B przez 7p oznaczamy kategorie morfizmow
(przeksztatcen) X — B, w ktorej morfizmami sa diagramy

va

Rozwazmy pelna podkategorie Tg b cTs skladajaca sie z przeksztalcen E — B bedacymi rozwlok-
nieniami. W kategorii 74 mamy relacje homotopii przeksztalcen ~p nazwang wtoknistq homotopiq
(podaj dokladna definicje) i odpowiednie kategorie homotopii oznaczamy (Téf ), C (T5)n. Funktor
zapominania 7 3 (X — B) — X € 7T indukuje funktor zapominania na odpowiednich kategoriach
homotopii.

Twierdzenie 3.5.1. Jesli w diagramie przemiennym przestrzeni topologicznych

odwzorowaniap ,p’ sq rozwtdknieniami a przeksztatcenie f jest homotopijng réwnowaznosciq (czyli
w kategorii T ) , to f jest wtoknistq homotopijng réwnowaznosciq (czyli w kategorii T ).

Zad. 3.5.1. Udowodnij nastepujace odpowiedniki Stw. 3.5.1 i Wniosku 3.5.1 poprzedzajacych
dowod Tw. 3.4.1.

Stwierdzenie 3.5.1. Jesli p: E' — B jest rozwtdknieniem, a diagram

jest homotopijnie przemienny, to istnieje przeksztatcenie f' ~ f takie, ze pf'i = p, czyli diagram
jest $cisle przemienny po zamianie f na f'.

Whniosek 3.5.1. Jeslip;: E; — B, i = 1,2 sq rozwtdknieniami a w diagramie (czyli morfizmie w Tg)

E ! E
B

przeksztatcenie f jest zwyktg homotopijng réwnowaznosciq, to istnieje morfizm w 1g

E<~— —— F'
g
B

taki, ze fg ~ idg .
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Dowdd Tw. 3.5.1. Analogicznie jak w dowodzie Tw. 3.4.1, wystarczy wykazaé, ze jesli
E— 1 .
A
B
jest endomorfizmem rozwidknienia F 2, B takim, ze f ~ idg , to f posiada prawa wioknista
homotopijna odwrotnos¢. Niech H : E x I — E homotopia migdzy f a id. Zeby skonstruowac

wloknista prawg homotopijna odwrotno$é¢ f rozpatrzmy homotopie G := pH : E x I — B i jej
podniesienie G : E x I — E z warunkiem poczatkowym E x 0 “ B

Ex{0}— - F

. G
10 P

pH

ExI B

Niech g(e) := G(e, 1); wykazemy, ze id ~p fg. Zdefiniujmy homotopie Ky := H '%(foG) : id ~ fg:

Role.) H(e,2—2t) dla 0<t<3
e, t) = ~
0 f(Glet)) t<t<t

i rozwazmy pK = G~' G, czyli dla kazdego e € E mamy zlozenie drogi G(e, —)~! z jej odwrot-
noscig G(e,—). Mozna wiec okresli¢ homotopie K : E x I x I — B taka, ze K(e,t,0) = Ky(e,t)
oraz K(e,0,t) = K(e,1,t) = K(e,t,1) = p(e). Podniesmy ja do K : E x I x I — E 7z warunkiem
poczatkowym Ky: Ex0— E. Kompozycja homotopii otrzymanych przez obciecie K do trzech
wolnych bokoéw kwadratu definiuje homotopie id ~p fg (por. dowod Tw. 3.4.1). O

Udowodnimy twierdzenie dualne do Tw. 3.4.2, méwiacego o homotopijnej niezmnienniczosci
operacji doklejania.

Twierdzenie 3.5.2. Niech p: E — B bedzie rozwtoknieniem. Kazda homotopia F': X x I — B wy-
znacza klase wtoknistych homotopijnych réwnowaznosci rozwtdknien indukowanych fGE ~x fiE,
gdzie f; .= F(—,i), i = 0,1. Homotopii statej F(x,t) = fo(x) odpowiada identycznosé, a kompozy-
cji (konkatenacji) homotopii odpowiada (z doktadnoscig do homotopii) 2tozenie wtdknistych homo-
topijnych réwnowaznosci. Jesli dwie homotopie Fy, Fy : X x I — B homotopijne rel (X x {0,1}) to
wyznaczajq te sama klase wtoknistych homotopijnych réwnowaznosci.

Dowdd. Niech E £ X xI bedzie dowolnym rozwltoknieniem nad walcem; oznaczmy E; := p~ (X x {t}).
Pokazemy, ze rozwltd6knienie 2 X xI wyznacza homotopijnie jednoznaczne widkniste przeksztal-
cenie Fy — FE;. Polega ono na przenoszeniu wiokien Ey wzdtuz tworzacych walca X x I na wtokna
rozwloknienia F;.

Zdefiniujmy homotopie Fy x I P T jej podniesienie P: Ey x 0 — E z warunkiem
poczatkowym FEy x 0 C E.

Eyx {0} —~—+F (3.8)
) g
10 p
po Xid

E()XI%XXI
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Z Tw. 3.3.3 wynika, ze dowolne dwa podniesienia P, P sg wlokniscie homotopijne. Oczywiscie, dla
kazdego t € I mamy g(—,t) : Ey x 1 — E, a wiec hg(e) := g(e, 1) jest przeksztalceniem Ey — F;
nad X wyznaczonym jednoznacznie z doktadnoscig do wioknistej homotopii.

Niech teraz E — B bedzie rozwltoknieniem a F': X x I — B bedzie homotopia. Przy jej
pomocy mozemy zdefiniowaé rozwtéknienie F*E — X x I, ktoérego obciecia do podstaw walca
to rozwloknienia f§E i fiE. Opisana konstrukcja zadaje klase wi6knistej homotopii odwzorowan
hr: foF — f{E. )

Kompozycji homotopii mozna przyporzadkowaé ztozenie tych przeksztalcen. Zeby dowiesé, ze
sa to wlokniste réwnowaznosci wystarczy sprawdzi¢, ze klasa wtoknistej homotopii nie zalezy od
wyboru podniesienia g. Wykazemy od razu wiecej - ze dwa przeksztalcenia Fy, Fi: X x I — B
homotopijne rel (X x {0,1}) wyznaczaja te sama klase wloknistych przeksztalcen fiE — f{E.
Niech go : Eg x I — FJE oraz ¢, : Eg x I — F{E beda homotopiami skonstruowanymi wedltug
powyzszego przepisu (Diagram 3.8). Rozwazmy homotopie F : Fy ~ Fyrel(X x {0,1}) czyli
przeksztalcenie F': X x I x I — B spelniajace odpowiednie warunki i rozwtoknienie przeciagniete
F*E — X x I x I oraz homotopie

H:=pyxidxid: BFg xI xI—>XxIxI.
Podnoszac H z warunkiem poczatkowym H,, okreslonym na korytku U:
Hivo:FEoxIx0— E, Hiyl(e,t,0)=ee EyC F*E
Hoxr: Eox0x I — E, Hoxr(e,0,t) = go(e,t) € FfE C F*E
Hiyr:Eox1x1—E, Hix(e,1,t) = gi(e,t) € FfE C F*E

By x U —1u F*E (3.9)

E()XIXIMXX[XI

otrzymujemy homotopie H:EyxIxI—E, ktorej obciecie ﬁ|E0 x 1 x I zadaje szukana wtoknista
homotopie. O

Whiosek 3.5.2. Niech p : E — B bedzie rozwtdknieniem. Przyporzadkowanie kazdemu punktows:

b € B widkna nad nim p~*(b) a klasie homotopii drogiw : I — B klase homotopii hy,) : p~*(w(0)) — p~*(w(1))
definiuje funktor Fib: II(B) — 7}, z grupoidu podstawowego przestrzeni B do kategorii homotopii
przestrzeni topologicznych.

Dowdd. Traktujemy droge w : I — B jako homotopie miedzy wlozeniami punktéow koricowych
i stosujemy Tw. 3.5.1 O

Whiosek 3.5.3. Jesli p : E — B jest rozwtdknieniem, to istnieje wtdknista homotopiyna réwno-
waznos¢ B ~p P,, gdzie P, — B jest kocylindrem odwzorowania p. W szczegdlnosci dla kazdego
puntu b € B wtdkno p~1(b) i homotopijne wiékno Fib(f,b) sq homotopijnie réwnowazne.

Dowdd. 7 konstrukcji kocylindra wiemy, ze istnieje przeksztalcenie witdkniste s : £ — P,, ktore
jest zwykla homotopijna rownowaznoscig. Skoro p jest rozwloknieniem, z Tw. 3.5.1 wynika, ze s
jest wtoknistg homotopijng rownowaznoscia. O

Zad. 3.5.2. Jesli p: F — B jest rozwloknieniem nad przestrzenia tukowo spéjna, a przestrzen E
jest §ciagalna to istnieje homotopijna rownowaznosé: p~1(bg) =~ Q(B, by). (Jest to dualna wlasnosé
do Zad. 3.34 .)

Zad. 3.5.3. Sformulowaé i udowodni¢ wniosek dualny do 3.4.3
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3.6 Lokalny opis korozwléknien

Ponizsze twierdzenie opisuje w terminach wewnetrznych i lokalnych kiedy wlozenie podprzestrzeni
A C X jest korozwloknieniem.

Twierdzenie 3.6.1. [[17] Dla domknictego podzbioru A C X nastepujgce warunki s¢ réwnowazne
1. Wtozenie j: A C X jest korozwtéknieniem (tzn. (X, A) jest parg Borsuka);

2. Istnieje deformacjarel A, D : X xI — X (tzn. homotopia taka, ze D(z,0) = z, D(a,t) = a),
oraz funkcja ¢ : X — I taka, ze A= p=1(0) oraz D(z,1) € A jesli p(z) < 1;

3. Istnieje deformacja vel A, D : X x I — Xoraz funkcja ¢ : X — I taka, ze A C ¢~1(0) oraz
D(z,t) € A jesli p(x) < t;

4. Istnieje otoczenie U D A deformowalnerel A w X do A (tzn. istnieje homotopia H : U x I — X
taka, ze H(z,0) = z, H(a,t) = a, H(x,1) C A) oraz funkcja ¢ : X — I taka, ze A = p~1(0)
ipr)=1dlare X\U.

Jesli korozwtdknienie A C X jest acykliczne (tzn. A C X jest homotopijna réwnowaznosdcig), to
istnieje deformacjarel A, D : X x I — X taka, e D(X x {1}) C A.

Dowdd. [1. = 2.] Poniewaz A C X jest korozwloknieniem, istnieje retrakeja r: X x I — X x {0} U
A x I, ktora postuzy nam do konstrukeji D i ¢, r(x,t) = (r1(z,t),r2(2,t)). Zdefiniujmy ¢ : X — I
wzorem

o(x) :=sup{|t — ra(x,t)| |t €I} oraz D:X xI— X, D(z,t):=ri(z,t).

Mamy ¢~ 1(0) = A bowiem ¢(z) = 0 oznacza, ze r(z,t) € AxI dlat > 0 astad takze r(z,0) € AxI
gdyz A x I C X x I jest podzbiorem domknietym. Jesli ¢(z) < 1 to znaczy, ze dla kazdego ¢,
=1 <t—ro(x,t) <1, czyli ro(x,t) > 0. Stad wynika, ze r(z,t) € A.

[2. = 3.] Oczywiste.
[3. = 1.] Przy pomocy D i ¢ definiujemy retrakcje r: X x I — X x {0} U A x I:
<
(o t) = (D(z,t),0)dlat < p(z)
Istotnie: r(z,0) = (D(z,0),0) = z oraz r(a,t) = (D(a,t),t) = (a,t).

[2. = 4.] Wykorzystujemy funkcje ¢ zdefiniowana w punkcie 4. a deformacje D obcinamy do zbioru
U:=¢([0,1)).

[4. = 1.] Niech dane beda otoczenie U D A, deformacja H oraz funkcja ¢ jak w pkt. 6. Skonstru-
ujemy retrakeje r: X x I — X x {0} UA x I.
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Uwaga 3.6.1. Zauwazmy, ze jesli X jest przestrzenia metryzowalna, to majac dany zbiér domkniety
i jego otoczenie A C U mozna skonstruowaé funkcje, o ktorej mowa w warunku 4:

 d(z, X\ U)
plz) = d(z, A) + d(z, X \U)’

gdzie d jest funkcja odstepu punktu od zbioru. Warunek 4. sprowadza sie wiec do bardzo intu-
icyjnego geometrycznego zalozenia istnienia otoczenia U D A, ktére deformujace sie w X do A.
Mozna stad tatwo wydedukowaé, ze wtozenia podrozmaitosci domknietej w rozmaitosé gtadka lub
podwielo$cianu w wielodcian sg korozwléknieniami.

Whniosek 3.6.1. Jesli X jest przestrzenig normalng (np. metryzowalng) oraz A C U C X sq pod-
zbiorami odpowiednio domknietym i otwartym w X, to jesli wtozenie A — U jest korozwtdknieniem,
to wtozenie A — X tez jest korozwtdoknieniem.

Dowdd. Wynika natychmiast z Tw. 3.6.1 pkt. 6. O
‘Whniosek 3.6.2.

1. Dowolna acykliczna para Borsuka j : A — X jest retraktem walca ig: X — X x I.

2. Dowolne acykliczne rozwitdknienie p : E — B jest retraktem kowalca py: P(E) — E.
Dowdd. Ad 1. Skonstruujemy diagram:

A x PED

X—7 o Xx]J X

w ktorym zlozenia gérnych i dolnych strzatek sa identycznos$ciami. Niech D : X x I — X bedzie
deformacja rel (A) a ¢ : X — I funkcja taka, ze o~ 1(0) = A. Definiujemy j(z) := (x, o(x)) oraz
homotopie:

D(z,min (|1 —t/p(z)]|,1)) dla x¢ A

H(x,t) :=
(2,) {x dla z€ A

Homotopia H jest ciagla: jest to oczywiste dla punktow (z,t) ¢ A x I. Niech (a,t) € A x I oraz
V 3 H(a,t) = a bedzie otoczeniem. Zdefiniujmy zbior otwarty U := {x € X |D({z} x I) C V}.
Poniewaz D(a,t) = a dla kazdego t € I, wiec U jest otoczeniem punktu a i oczywiscie zachodzi
inkluzja H(U x I) C V, co dowodzi ciagtosci H. Sprawdzimy, ze zlozenia poziomych strzalek sa
identycznosciami i diagramy sa przemienne.

Z definicji D(a,1) = a oraz (Hoj)(z) = D(z,min (|1—¢(z)/p(x)|,1)) = D(z,0) =z dlax ¢ Ai
(Hoj)(a) = D(a,0) = a. Podobnie sprawdzamy przemienno$¢ diagraméw: j(j(a)) = igj(a) = (a,0)
oraz H(z,0) = D(z,1).

Ad 2. ZADANIE. O

Whiosek 3.6.3. Jesli j: A — X jest acyklicznym korozwtéknieniem to jest ono lewo ortogonalne
(Def. 1.6.1) do dowolnego rozwtdknienia p: E — B tzn. dla dowolnego przemiennego diagramu
przeksztatcen oznaczonych litymi strzatkamai:

A—L o F (3.10)
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istnieje podniesienie F': X — E.
Dowdd. ZADANIE 0

Whiosek 3.6.4. Jezeli A — X i B — Y sq parami Borsuka, to wtozenia A X B— X X BUAXY — X xY
sq parami Borsuka.

Dowdd. (p. [18]) Poniewaz A, B sa zbiorami domknietymi, to odpowiednie podzbiory w iloczynie
kartezjariskim tez sa domkniete. Niech ¢: X — T oraz H: X xI - X ¢: Y - I, G: Y x I —
Y beda odwzorowaniami, ktorych istnienie zapewnia Tw.3.6.1 pkt.4. Zdefiniujemy odpowiednie
funkcje dla pary X x BUAXY C X xY.

n(x,y) == min(e(z),¥(y)), F(z,y,t):= (H((z,min(t,¥(y)), G(y, min(t, ¢(x))).

Zauwazmy, ze F(z,y,t) € X x BUA XY jesli t > n(z,y). Stad na mocy Tw.3.6.1 pkt. 4 wlozenie
XXxBUAXY — X xXY. jest para Borsuka.
O

Whniosek 3.6.5. Jesli A — X jest parg Borsuka, X4 == X x {0} UA X I ap: E — B dowol-
nym rozwltoknieniem to dla dowolnego przemiennego diagramu przeksztatcer oznaczonych litymi
strzatkami:

X4y—L - F (3.11)
4
P
— Po
XxI-—1 -B

istnieje podniesienie F: X x I — E.

Whniosek 3.6.6. Jesli (X,x0), (Y,y0) sq dobrze punktowanymi przestrzeniami Hausdorffa , to
wlozenie X VY — X x Y jest parg Borsuka.

3.7 Lokalny opis rozwléknien

Przytoczymy najsilniejsze twierdzenie mowiace, ze w odpowiednim sensie wlasno$é podnoszenia
homotopii jest wtasnoscig lokalng. W tym celu musimy zdefiniowaé¢ pewna wlasnosé pokryé zbio-
rami otwartymi:

Definicja 3.7.1. Pokrycie otwarte pokrycia otwartego {U; };cs przestrzeni X nazywamy numero-
walnym jesli dla kazdego ¢ € J mozna zadaé funkeje ¢;: X — [0, 1] tak, ze nastepujace warunki sa
spelnione:

1. Dla kazdego i € J, supp(y;) := cl{z € X |¢;(x) # 0} C U;
2. W dowolnym punkcie x € X, tylko skonczenie wiele funkcji ¢; jest rozne od zera,

3. Dla kazdego x € X, > p(z) =1
i€J

Przestrzenn Hausdorffa, ktorej kazde pokrycie jest numerowalne, nazywa sie przestrzenia para-
zwartg.

Kazda przestrzen zwarta oraz dowolna przestrzen metryzowalna sa parazwarte, choé¢ dowod nie
jest tatwy.
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Twierdzenie 3.7.1 (A. Dold [3]|). Jesli p: E — B jest przeksztatceniem takim, ze dla pewnego
numerowalnego pokrycia otwartego {U; }ier obciecia p: p~1(U;) — U; sq rozwtdknieniami, to p jest
rozwtoknieniem.

Oryginalny dowod znajduje sie w pracy [3]; jest takze opisany w [?], [14] Tw. 2.7.12. oraz [11]
rozdz.7.4.

Whiosek 3.7.1. Jesli p: E — B jest przeksztalceniem o warto$ciach w przestrzeni parazwartej
takim, Ze dla pewnego pokrycia otwartego {U;}ier obciecia p: p~t(U;) — U; sq rozwtdknieniami,
to p jest rozwtoknieniem.

Szczegodlnie wazne z punktu widzenia zastosowari sa przeksztalcenia lokalnie trywialne, a wiec
bedace lokalnie rozwtéknieniami.

Definicja 3.7.2. Przeksztalcenie p: E — B, jest lokalnie trywialne jesli dla pewnego pokrycia
otwartego {U;}ier obciecia p: p~1(U;) — U; sa izomorficzne w kategorii przestrzeni nad U; z
pewna projekcja U; x F; — Uj;, czyli istnieje homeomorfizm h zamykajacy nastepujacy diagram:

UiXFi

Przeksztalcenia lokalnie trywialne nazywa sie czesto wigzkami lokalnie trywialnymi lub po prostu
wigzkami.

Zad. 3.7.1. Jedli p: F — B jest przeksztalceniem lokalnie trywialnym, a przestrzenn B jest spojna
to przestrzenie F; wystepujace w definicji sa homeomorficzne.

Poniewaz projekcja z iloczynu kartezjaiiskiego jest rozwloknieniem, otrzymujemy nastepujacy:

Whiosek 3.7.2. Jesli p: E — B jest przeksztatceniem lokalnie trywialnym o wartosciach w prze-
strzeni parazwartej, to p jest rozwtdknieniem.

W przypadku odwzorowan gtadkich miedzy rozmaitosciami wazne kryterium lokalnej trywial-
nosci mozna sformutowaé¢ w terminach pochodnej.

Twierdzenie 3.7.2. Niech p: M — N jest odwzorowaniem gladkim, ktore jest wlasciwe (tzn.
przeciwobrazy zbioréw zwartych sq zwarte). Jesli p jest submersjg tzn. dla kazdego punktu x € M
pochodna Dp,: TM, — TNy, jest epimorfizmem, to przeksztalcenie p jest lokalnie trywialne.

Dowoéd, korzystajacy z aparatu geometrii rézniczkowej, mozna znalezé w ksiazce Brockera i
Janicha [2].

W definicji wlasnosci podnoszenia homotopii (HLP 3.1.2 ) wymagalismy, aby podnoszona ho-
motopia byla okreslona na dowolnej przestrzeni topologicznej. Zawezajac klase przestrzeni moze
by¢ tatwiej wykazaé¢ wlasnosé HLP.

Definicja 3.7.3. Jesli C jest pewna klasa przestrzeni (np. przestrzenie zwarte, wielosciany, dyski
lub kostki itp.) to bedziemy mowili, ze przeksztatcenie p: E — B ma wlasno$¢ podnoszenia homo-
topii ze wzgledu na te klase, jesli dla dowolnego przemiennego diagramu przeksztalcen oznaczanych
litymi strzatkami

vy g
7
E
10 p
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w ktorym Y € C istnieje podniesienie, (przerywana strzalka) F:YxI—E. Klase przeksztalcen
p majacych te wlasnosé oznaczamy w skrocie HLP(C).

Definicja 3.7.4. Klase przeksztatcen HLP(C), gdzie C := {pt, I' I?, ... I™, ...} jest zbiorem kostek
nazywamy rozwltéknieniami Serre’a.’

Zauwazmy, ze oczywidcie kostki mozna zastapi¢ dowolnymi przestrzeniami z nimi homeomor-
ficznymi np. dyskami D™. Okazuje sie, ze rozwloknienia Serre’a posiadaja HLP ze wzgledu na
znacznie szerszg klase przestrzeni - CW-kompleksy, ktore oméwimy w Rozdziale 7. Kluczowym dla
dowodu lematem jest nastepujace:

Twierdzenie 3.7.3 (Lemat Feldbau® ). Jesli p: E — I™ jest wigzkq lokalnie trywialng, to jest
trywialna tzn. istnieje homeomorfizm h zamykajgcy diagram:

I" x F

N%

I'n.

Dowdd. Niech {U;};es bedzie pokryciem otwartym kostki I™ o ktéorym mowa w definicji lokal-
nej trywialnosci 3.7.2. Poniewaz kostka jest przestrzenia zwarta, z tego pokrycia mozna wybraé
pokrycie skoniczone, ktére ma liczbe Lebesgue’a A > 0. Wybierajac dostatecznie duza liczbe k i
dzielac odcinek [0, 1] na k pododcinkéw dtugosci % otrzymujemy podzial kostki I™ na k™ maltych
kostek, przecinajacych sie wzdtuz jednej Sciany, nad kazda z ktorych wigzka p jest trywialna. Tezy
dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na liczbe kostek nad ktérymi przeksztalcenie jest trywialne.
W przypadku jednej kostki teza jest oczywista. Zauwazmy, ze suma dwoch malych kostek, prze-
cinajacych sie wzdtuz jednej n — 1 wymiarowej $ciany jest zndéw przestrzenia homeomorficzng z
kostka. Dowdd bedzie wiec zakoniczony jesli wykazemy lemat, ktory sformutujemy osobno. O

Lemat 3.7.1. Jesli p: E — I™ jest wigzkq, ktora jest trywialna nad kazdym z dwoch podzbiorow
Ip =171 % [0,1], I :==I""1 x [$,1] to p jest wigzkq trywialng.

Dowdd. Oznaczmy wspélng sciang kostek I ' := I N I = "1 x {3} oraz F = p~1(1,0,...0).
Zauwazmy, ze przestrzeni E jest homeomorficzna ze sklejeniem przestrzeni Iy x F'i I x F' wzdluz
I{fl—l x F. Istotnie, rozwazmy homeomorfizmy h; dla k =0, 1:

LI —>I”><F

\/

oraz nad zbiorem I/, dwa homeomorfizmy :

I X P < p (1Y) 2 I X F

|

Iy

5 Jean-Pierre Serre (Bages, Pyrénées Orientales, F 1926)
6 Jacques Feldbau (Strassbourg F/D 1914 - 1945 Ganacker, D )


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Serre.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Feldbau.html
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i ich ztozenie h := hihg': Iyt x F — I x F, ktory jest postaci h(m,y) = (z, ho(z, y)) Zeby
skontruowa¢ homeomorfizm k: E' — I" X F rozszerzmy homemorfizm h: IO X F — 101 x F do
homeomorfizmu h: I x F' — I x F wzorem:

_ 1 1 p
B2 0),9) = (0, ma(hohi (5, 5) ) gdrie z€ "L te (1], If x F T4 F.

Zdefiniujemy przeksztalcenie k: B — I" x F

= Jhole) dla p(x) e Iy
k(e) =19 @) - n
(hy”(e), mahhi(e)) dla p(z) € I

Latwo sprawdzi¢, ze jest to przeksztalcenie dobrze zdefiniowane i bijektywne oraz zamykajace
diagram:

E%—I"XF

Odwzorowanie k jest takze homeomorfizmem, bo jest homeomorfizmem miedzy zbiorami domknie-
tymi p~1(I) = I x F, k=0,1. O

W
)))

Puc. 54

Rys. Wizualizacja wiazki nad odcinkiem, trywialnej na pétodcinkach. [7]

3.8 Punktowane i wolne klasy homotopii

W praktyce geometrycznej interesuja nas homotopijne réwnowaznosci przestrzeni, a wyrdznianie
punktu ma charakter techniczny, utatwiajac wprowadzanie pomocniczych struktur algebraicznych.
W tym rozdziale zbadamy relacje miedzy zbiorami klas homotopii przy réznych wyborach punktu
wyrdznionego oraz zbiorem punktowanych klas homotopii i wolnych klas homotopii. Niech (X, z¢)
bedzie ustalong przestrzenig dobrze punktowang (tzn. wlozenie {g} — X jest korozwloknieniem),
a (Y, yo) dowolna przestrzenia punktowana.

Stwierdzenie 3.8.1. Przyporzedkowanie IL(Y) 3 y ~ [(X, o), (Y,y)] € S« wyznacza funktor z
grupoidu podstawowego do kategorii zbiorow z wyréznionym punktem. Jesli (X, xg) jest homotopijng
kogrupag, to ma on warto$ci w kategorii grup.

Dowdd. Punktem wyréznionym w zbiorze [(X,zo),(Y,y)] jest klasa przeksztalcenia statego w
y € Y. Dla dowolnej drogi w : I — X laczacej yo z y1 zdefiniujemy przeksztatcenie

iy - (X, 20), (Y,y0)] = [(X,20), (Y, 91)].



60 ROZDZIAL 3. KOROZWEOKNIENIA I ROZWEOKNIENIA

Majac dane f : (X, z0) — (Y, y0) zdefiniujmy F : X x0Uzg x I — Y wzorem: F'(z,0) := f(z) oraz
F(xzp,t) := w(t). Korzystajac z tego, ze przestrzen jest dobrze punktowana mozemy rozszerzy¢ F'
do homotopii F': X x I — Y. Definiujemy hy,[f] := [F'|X x 1]. Pozostaje sprawdzi¢, ze definicja
hj,) nie zalezy od dokonanych wyboréw (p. Tw. 3.3.4 ), Ze hy,] jest homomorfizmem grup oraz
hiwsn) = hig) © hiw)- =

Wnhiosek 3.8.1. Dla dowolnej drogiw wY przeksztatcenie hy,, : [(X, %o), (Y, 90)] — [(X,20), (Y, 91)]
jest bijekcjq, w szczegdlnosci zadagje izomorfizm grup homotopii hy,) : 74(Y, yo) = (Y, y1)].

Stwierdzenie 3.8.2. Niech (Z, zo) bedzie przestrzeniq punktowang i F : ZxI —'Y bedzie homoto-
pig. Oznaczmy w(t) := F(zo,t) oraz w(0) = yo ¢ w(1) = y1. Nastepujacy diagram jest przemienny:

[(X7 1'0)5 (Ya yO)]

Ty
/ J/h[u]

[(X’ [L’o), (Za ZO)] T’ [(X» xO)a (Yv yl)]

Whniosek 3.8.2. Jesli f : Y — Y’ jest homotopijng réwnowaznosciq (niepunktowang!), to prze-
ksztatcenie indukowane fy : [(X,zo), (Y, y0)] — [(X,x0), (Y, f(yo))] jest bijekcja, w szczegdlnosci
grupy homotopii tukowo spdjnych przestrzeni homotopijnie réwnowaznych sq izomorficzne (nieza-
leznie od wyboru punktéw wyrdznionych).

Nastepny wniosek jest pozytecznym kryterium trywialnosci elementu w grupach homotopii,
ktory warto tez udowodnié bezposrednio nie odwolujac sie do powyzszych twierdzen.

Whniosek 3.8.3. Dla odwzorowania o : (5%,1) — (X, xg) nastepujgce warunki sq réwnowazne:

1. (o] =0 wmg(X, z0);

2. a~cy rel (1) (cp, 0znacza przeksztatcenie state w xg);

3. a~ gy

4. « rozszerza sie na dysk tzn. istnieje & : DI — X takie, ze &S = .

Ustalmy teraz punkt wyrézniony yo € Y. Przeksztalcenia hy,) zadaja dziatanie grupy 1 (Y yo)
na zbiorze klas homotopii [(X, zo), (Y, y0)]:

[(Xv 1’0)7 (Yv yO)] X 771(Y7 yO) - [(Xv 1'0)’ (Yv yO)}

Zad. 3.8.1. Jesli (X,z0) = (S, 1) to powyzsze dzialanie jest dzialaniem grupy (Y, o) na niej
samej przez automorfiziny wewnetrzne.

Zad. 3.8.2. Zauwazy¢, ze powyzsze dzialanie jest indukowane przez kodziatanie v : X — X Vv S!
kogrupy S' na przestrzeni X skonstruowane w nastepujacy sposoéb: Definiujemy przeksztalcenie
X x0Uxgx I — X VS jako identycznosé na X x 0 i nawiniecie odcinka xo x I na okrag. Poniewaz
(X, z0) jest dobrze punktowana wiec to przeksztalcenie rozszerza si¢ do X x I — X V S1, ktorego
obciecie do gornej podstawy X x 1 jest kodzialaniem v : X — X v S'.

Stwierdzenie 3.8.3. Jesli przestrzen Y jest tukowo spdjna, to zapominanie o punkcie wyrdznio-
nym zadaje bijekcje:
[(Xa xo)ﬂ (Ya yo)]/ﬂl(}/’ yO) — [X’ Y]

Stwierdzenie 3.8.4. Jesli (Y, yo) jest H-przestrzeniq, to dla dowolnej przestrzeni (X, xo) dziatanie
m1(Y,y0) na zbiorze [(X, o), (Y, 40)] jest trywialne.

Dowdd. Niech p1:Y xY — Y bedzie (homotopijnym) mnozeniem w Y oraz [f] € [(X, zo), (Y, yo)]
a [w] € m(Y,yo). Wzor H(z,t) := pu(f(z),w(t)) definiuje homotopi¢ miedzy f a f , ktora na
tworzacej {zo} x I jest droga [w]. Wynika stad, ze hy,[f] = [f]. O



Rozdzial 4

Ciagi zbior6éw klas homotopii

4.1 Wstep

W tym rozdziale rozpatrujemy przestrzenie z wyréznionym punktem i odwzorowania zachowujace
punkt wyrézniony, czyli pracujemy w kategorii 7, oraz 7.,. Wyr6znianie punktu ma charakter
techniczny, ulatwiajac wprowadzanie pomocniczych struktur algebraicznych. Bedziemy zaktadac,
ze wlozenie punktu wyrdznionego w przestrzen jest korozwldknieniem. Przypomnijmy, ze takie
przestrzenie nazywamy dobrze punktowanymsi. Poniewaz bedziemy rozwazaé tylko przestrzenie do-
brze punktowane, wiec stowo "dobrze" bedziemy z reguty pomijaé¢. Bedziemy tez czesto pomijaé¢ w
oznaczeniach punkt wyrozniony, piszac X zamiast (X, z).

Poznane w poprzednich rozdzialach konstrukcje walca, stozka, zawieszenia itp. maja swoje
odpowiedniki w kategorii punktowanej, okreslane przymiotnikiem zredukowane. Jesli (X, xg) jest
przestrzenia punktowana, to walcem nad (X, z) nazywamy walec w ktorym tworzaca przechodzaca
przez punkt wyrdézniony jest $ciagnieta do punktu, czyli X x I/{z¢} x I. Dla odroznienia od
zwykltego walca nazywamy go czesto walcem zredukowanym. Walec zredukowany o podstawie X
jest homeomorficzny z przestrzenia X A I, stozek zredukowany to X A I/X X 1, zawieszenie
zredukowane XX := S' A X. Wedlug tej samej zasady definiujemy walec i stozek odwzorowania
punktowanego. Zauwazmy, ze jesli przestrzen jest dobrze punktowana to projekcja z konstrukcji
niezredukowanej na zredukowana jest homotopijna réwnowaznoscia, bo polega na $ciaganiu do
punktu jednej tworzacej, czyli podzbioru Sciggalnego.

W przypadku kowalca, kostozka itp. przejscie do kategorii punktowanej polega jedynie na wy-
réznieniu punktu bazowego. Np. kowalcem w kategorii przestrzeni punktowanych nazywamy punk-
towane przeksztalcenie po: (P(X),wy,) — (X, zo) (por. Def. 3.2.1 ).

Zad. 4.1.1. Poda¢ definicje korozwloknienia i rozwloknienia punktowanego i pokazaé, ze jesli

zakltadamy, ze przestrzenie sa dobrze punktowane, to kazde (ko-)rozwloknienie zwykle jest takze
po wyr6znieniu punktu (ko-)rozwloknieniem punktowanym.

4.2 Ciagi kowlokniste i wldkniste

Przypomnimy, w kontekécie punktowanym, definicje walca kowalca przeksztalcenia oraz homoto-
pijnego kowtdkna i homotopijnego widkna znane z Rozdziatu 3.3.

Definicja 4.2.1. Dla przeksztalcenia przestrzeni punktowanych f: (A,ap) — (B, by) definiujemy
stozek punktowany przeksztatcenia (homotopijne kowtdkno) jako push-out w kategorii przestrzeni

61
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punktowanych.

(A, ap) ——~ (B, by) (4.1)

; }
(C(4), a0) —= (C(f).bo)

gdzie i: (A,a9) — (C(A),ap) jest wlozeniem na podstawe zredukowanego stozka. Rownowaznie,
stozek mozemy zdefiniowaé jako przestrzen ilorazowsa zredukowanego walca odwzorowania:

(C(f),bo) = (Zf/A X {1}7b0)

W dalszym ciagu dla oszczednosci miejsca bedziemy pomijaé¢ w zapisie punkty wyréznione, ale
wszystkie przestrzenie i przeksztalcenia beda punktowane.
Definicja 4.2.2. Ciag przeksztalcenn przestrzeni punktowanych X — Y — Z nazywamy homo-
topijnie kowtcknistym jesli jest homotopijnie rownowazny z ciagiem A L4 C(f) tzn. istnieje
homotopijnie przemienny diagram w Z,p:

j#f#O(f) (4.2)
X— =Y Z

w ktérym pionowe przeksztalcenia sa punktowanymi homotopijnymi réwnowazno$ciami.

Definicja 4.2.3. Ko-stozek punktowany przeksztatcenia (homotopijne wtdkno) F(f) definiujemy
jako pull-back:
G}
|
Po

P(B,by) 2~ B

F(f) (4.3)
|

gdzie P(B,by) := {w € P(B)|w(1) = by} oraz pp(w) := w(0). Punktem wyroznionym w F'(f) jest
(ao, we, )
Definicja 4.2.4. Cigg punktowanych przeksztalcen X — Y — Z nazywamy homotopijnie widk-

nistym jesli jest homotopijnie rownowazny z ciagiem F'(f) 24 L B ten. istnieje homotopijnie
przemienny diagram w Z.p:

f
_—

F(f)-2—=A B (4.4)
X——Y —7
w ktérym pionowe przeksztalcenia sa punktowanymi homotopijnymi réwnowazno$ciami.
Ciag przeksztalcen punktowanych ... — X; 1 — X; — X;41 — ... nazwiemy (ko-) wtdknistym

jesli kazde kolejne dwa przeksztalcenia X; 1 — X; — X, sa ciagiem (ko-) wioknistym.

Przyktad 4.2.1. Jesli j : A — X jest para Borsuka to ciag A — X — X/A jest kowloknisty. Jesli
p: E — B jest rozwloknieniem to ciag F' — E — B, gdzie F := p~!(by) jest wioknisty. (p. Rozdz.
3.613.7)



4.2. CIAGI KOWEOKNISTE I WEOKNISTE 63

Zad. 4.2.1. Opisaé naturalne homeomorfizmy C(Xf) ~ XC(f) oraz F(2f) ~ QF(f) i pokazaé, ze
zadaja one naturalne transformacje funktoréow okreslonych na kategorii przeksztatcen (w przypadku
punktowanym i bez punktu wyr6znionego).

Lemat 4.2.1. Jesli cigg X — Y — Z jest kowtoknisty, to cigg XX — XY — X7 tez jest
kowtoknisty. Jesli cigg X — Y — Z jest wtéknisty, to cigg QX — QY — QZ tez jest widknisty.

Dowdd. ZADANIE. O

Twierdzenie 4.2.1. [D. Puppe'| Dia dowolnego punktowanego odwzorowania f: A — B istnieje

5
przeksztatcenie C(f) L B A, zadajace transformacije naturalng odpowiednich funktoréw na kate-
gorii punktowanych przeksztalcen takie, ze ciqg przeksztatceri

Al BioLsaZl s so) - ..

zwany prawym ciggiem Puppe odwzorowania f, jest kowtoknisty. Dualnie, istnieje transformacja

o
naturalna QB —L F(f) taka, ze cigg

o QF() A Lo (2 Al B
zwany lewym ciggiem Puppe odwzorowania f jest wtoknisty.
Dowdd. Zaczniemy od prawego ciagu Puppe. Przeksztalcenie C(f) 2 54 jest zdefiniowane jako
zlozenie projekeji C(f) — C(f)/B i homeomorfizmu C(f)/B ~ YA. Na mocy Lematu 4.2.1
wystarczy pokazaé, ze kowlokniste sg krotkie ciagi rozpoczynajace sie do A, B, C(f).
o Ciag A L B % C(f) jest kowltoknisty z definicji.

e Ciagg B SR c(f) 2 yA jest homotopijnie rownowazny B 4 c(f) 3 C (i) bowiem i jest wtlo-
zeniem B na podstawe stozka C(f), czyli korozwloknieniem, a wigc C(i) ~ C(f)/i(B) ~ X A.

e Rozwazmy ciag C(f) SvaZlvpi zauwazmy, ze istnieje homeomorfizm stozka
YA C(6) =C(C(f)Us ZA

z walcem LA — Z(Xf). Ponizsze rysunki’ pokazujg stozek C(C(f)), ktory doklejamy przy
pomocy 6 do X A:

Rys. Przestrzen C(C(f) gdzie f jest wlozeniem odcinkow A =X =[-1,1] C [-2,2] =Y = B.
(Uwaga: na ponizszym rysunku powinno byé¢ X = A, Y = B)

! Dieter Puppe (Lodz 1930 — 2005 Heidelberg)
2rys. Pawel Ciosmak


http://de.wikipedia.org/wiki/Dieter_Puppe

64 ROZDZIAL 4. CIAGI ZBIOROW KLAS HOMOTOPII

oraz efekt tego przyklejenia, czyli przestrzenn homotopijnie rownowazng z walcem

Z(Sf) = (C(Sf) x I) Uy £B -

2B

Rys. Przestrzen C(§) jest homotopijnie réwnowazna z X B.
Sktadajac wlozenie YA — Z(Xf) z retrakcja deformacyjng Z(Xf) - EB otrzymujemy

przemienny diagram, w ktérym pionowe strzatki sa homotopijnymi réwnowaznosciami:

Ao o)A 00 ~ 2(5f)

lr

YA B

Podobnie dowodzimy wtdknistosé lewego ciagu Puppe. Pierwsze dwa przeksztalcenia sa z defini-
¢ji ciagiem wloknistym. Pozostaje sprawdzi¢, ze ciagi QB 9, F(f) & Aoraz QA Yoo 2 F(f)
sa wlokniste. Przeksztalcenie F'(f) 2 A jest rozwloknieniem, a jego widknem jest

p ' (a0) = {(ao,w) |w(1) = by, w(0) = f(ag) = bo} = QB.

przeksztalcenie QB 2 F (f) jest wlozeniem 9(w) := (ap,w). Dualnie do poprzedniego przypadku
istnieje przemienny diagram:

F(8) = Poy —= QB —2= F(f)

| L ke,

QA QB

w ktorym pionowe strzatki sa homotopijnymi rownowaznosciami. Utozsamienie F'(9) = Py otrzy-
mujemy wypisujac definicje obu przestrzeni:

Fo:={(7, 1) [y € QB, I'(t) = (5(t),7), fA(t) = 7(0), (7(0),70) = (a0, bo), (3(1),71) = (a0,7)}

Poy :={(7, M) |7 € QA, A(t) =y, 7(0) = %(1) = bo, f7 =10}

Parze (v,T') € Fy w ktorej v € QB , T'(t) = (3(¢),v:) przypisujemy pare (¥, A) gdzie A(t) :=~,. O
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4.3 Funktory poéldoktadne i ciagi Puppe

Definicja 4.3.1. Funktor kontrawariantny F': 7., — S, okreslony na kategorii homotopii prze-
strzeni z wyréznionym punktem o wartosciach w kategorii zbiorow z wyréznionym punktem, na-
zywa sie pdtdoktadny (p. [1] jesli

e (MV) Dla dowolnego push-outu punktowanych przestrzeni

A L x, (4.5)

J2 sz

Xy — 5 X, U4 X,

w ktérym odwzorowania 71, jo sa korozwléknieniami, indukowany diagram:

*

J1

F(X7Ua Xo)

T
Jh
-

F(Xy) — = F(A)

F(X1) (4.6)

J3

jest "stabym pull-back’iem" tzn. dla dowolnych elementow xy € F(Xy), k = 1,2 takich, ze
Ji(z1) = ji(x2) istnieje element x € F(X; Uy Xo) taki, ze ji(x) = ) dla k = 1,2.

e (Add) Dla dowolnej rodziny przestrzeni {X;};c; homomorfizm obciecia, definiowany przez
wlozenia sktadnikéw w bukiet: F(\/ X;) — [[ F(X;) jest izomorfizmem.
J J

Nazwa potdoktadny bierze sie stad, ze element x € F(X; U X3), o ktorym mowa w warunku
(MV) nie musi by¢ jedyny: diagram push-out jest przeprowadzany na "staby pull-back", a nie praw-
dziwy pull-back zbioréw. Litery (MV) nawiazuja do nazwisk ciaggu doktadnego Mayera-Vietorisa

bedacego w istocie konsekwencja tego aksjomatu.

Zauwazmy, ze dla dowolnego diagramu przeksztatcern X LN RNELN X5 mozna zdefiniowaé

homotopijny pushout w nastepujacy sposéb. Zamieniamy odwzorowania f; na korozwloknienia

(p. Tw. 3.3.6) Z(f1) BEL R RN Z(f2), a nastepnie konstruujemy zwykly push-out. Retrakcje
Z(fi) — X, definiuja przeksztalcenie Z(f1) Ua Z(f2) — X1 Ua Xo, ktore jednak nie musi byé

homotopijna réwnowaznoscia. Wystarczy rozpatrzyé¢ diagram pt il S ELN pt dla dowolnego

n > 0. Zachodzi jednak:

Stwierdzenie 4.3.1. Jesli w diagramie X, LI N X5 jedno z przeksztatcen jest korozw-
toknieniem, to naturalne odwzorowanie z jego homotopijnego push-out do zwyktego push-out jest
homotoping réwnowaznoscig.

Dowdd. ZADANIE O

Przyktad 4.3.1. Homotopijne kowlokno przeksztatcenia X Ly jest homotopijnym push-outem
diagramu pt «— X Ly,

Przyktad 4.3.2. Najwazniejszymi funktorami potdoktadnymi sa funktory reprezentowalne na kate-
gorii Ty, czyli dla ustalonej przestrzeni punktowanej Y zadane formuta: F(X) := [X,Y].. Okazuje
sie, ze kazdy funktor potdoktadny, ograniczony do podkategorii porzadnych przestrzeni punktowa-
nych (CW-kompleksow - p. Rozdz. 5) jest reprezentowalny. [14] , Rozdz. 7, gdzie funktory potdo-
ktadne nazywaja sie funktorami homotopijnymi.
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Zad. 4.3.1. Zdefiniowa¢ kowariantne funktory potdoktadne. Najwazniejszy przyktad: kowariantny
funktor reprezentowalny na Z.; (p. [10]

Uwaga 4.3.1. Dla dowolnego kontrawariantnego funktora F': 7,; — S, spelniajacego warunek Add
i homotopijnej kogrupy X kodzialanie v : X — X V X definiuje dziatanie grupowe

F(v): F(X) x F(X) — F(X). Podobnie dla dowolnej homotopijnej grupy Y i funktora kowariant-
nego G: T, — Si zachowujacego produkty dzialanie p: Y X Y — Y definiuje dzialanie grupowe
G(p):GY)x G(Y) = G(Y).

Uwaga 4.3.2. Jesli nie prowadzi to do nieporozumien, wartos¢ funktora kontrawariantnego na mor-
fizmie f bedziemy oznaczali f* a kowariantnego f., lub fix w przypadku kowariantnych funktorow
na Zyp.

Twierdzenie 4.3.1. Niech f: A — B bedzie punktowanym przeksztatceniem.

1. Dla kontrawariantnego funktora pétdoktadnego F': T, — S. ponizszy cigg zbioréw z wyrdz-
nionym punktem (zwany kontrawariantnym ciggiem Puppe) jest doktadny:

=H" )

B peeB) B pna) L pe) S FB) L Fa)

= F(EC()))

2. Dla kowariantnego funktora pétdoktadnego G: T, — Si ponizszy ciqg zbioréw z wyrdzinionym
punktem (zwany kowariantnym ciggiem Puppe) jest doktadny:

.= GOF() 2% qa) 25 ) & ar() 2 aa) B aB)

Dowdd. Ciagi otrzymujemy stosujac funktory F' i G do ciaggéw Puppe z Twierdzenia 4.2.1. O

Zauwazmy, ze pierwsze trzy wyrazy ciagéw Puppe opisanych w Tw. 4.3.1 sa jedynie zbiorami z
wyrdznionymi punktami, kolejne trzy grupami, a wszystkie dalsze grupami abelowymi. Odwzoro-
wania zachowuja te struktury. Obecnie opiszemy jeszcze jedna strukture w kontrawariantnym ciggu
Puppe, a mianowicie dziatanie grupy F(C(f)) "przez przesuniecia" na zbiorze F(B) (dzialanie nie
bedzie zachowywa¢ wyrdznionego punktu!). Pokazemy (Stw. 4.3.2) | ze jesli ¢, € F(C(f)) sa
elementami takimi, ze i*(c) = i*(¢’) € F(B) to elementy te leza w tej samej orbicie tego dziatania.
O ile do dowodu tw. 4.3.1 wykorzystywaliémy tylko zachowanie funktora pétdoktadnego na ciagach
postaci X Ly _.c (f), to teraz bedziemy korzystaé z warunku (MV) w pelnej ogolnosci.

Zaczniemy od zdefiniowania homotopijnego kodziatania zawieszenia XA na stozku C(f), czyli
odwzorowania

C(f) L C(f)VIACC(f) x DA

Wzorem

@

([aa 2t]v [a0> 1]) dl 0 <t
(bo,[a, 2t = 1]) dla % <t

ol

<
<

V(b) = (b’ [a071])7 V([a,t]) = {

Zad. 4.3.2. Podaé¢ definicje homotopijnego kodzialania homotopijnej kogrupy S na przestrzeni
punktowanej X, czyli sformulowaé¢ odpowiednie warunki na przeksztalcenie v : X — X V S oraz
zauwazy¢, ze dla dowolnego kontrawariantnego funktora F': 7,; — S, spelniajacego warunek Add
przeksztalcenie v* : (X)X F(S) — F(X) jest dzialaniem grupy F(S) na zbiorze F'(X). Sprawdzi¢,
ze C(f) % C(f) V A jest homotopijnym kodziataniem.

Stwierdzenie 4.3.2. Dla dowolnego f: A — B i kontrawariantnego funktora pétdoktadnego F
przeksztalcenie indukowane przez zdefiniowane powyzej v : C(f) — C(f) VXA definiuje dziatanie
grupy F(XA) na F(C(f)). Dla elementow ¢, € F(C(f)) zachodzi réwnosé i*(c) = i*(c') € F(B)
wtedy i tylko wtedy gdy ¢, ¢’ nalezq do tej samej orbity dziatania grupy F(XA).
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Dowdd. Sprawdzenie, ze odwzorowanie
F(C(f)) x F(S4) = F(C(f)) v B4) £ F(C())

spelnia aksjomaty dziatania grupy na zbiorze pozostawiamy jako ¢wiczenie. Dziatanie elementu
c€ F(C(f) na a € F(XA) oznaczamy jak zwykle ca.

Pokazemy najpierw, ze jesli ¢ = ca dla a € F(XA) to i*(c) = i*(¢'). Rozpatrzmy zlozenie
wlozenia i z przeksztalceniami v, j: C(f) — C(f) V XA, gdzie j jest wlozeniem.

B—=0C(f) # C(f)VEA

Z definicji kodziatania zachodzi réwnosé voi = joi, a wiec i*ov™ = i*oj*. Przeksztalcenie indukowa-
ne j*: F(C(f)VvEA) — F(C(f)) odpowiada przy izomorfizmie F'(C(f)VEA) ~ F(C(f)) x F(XA)
rzutowaniu na pierwsza wspolrzedna. Dla dowolnego elementu (¢, a) € F(C(f)) x F(XA) zachodzi
wiec rOwnosé:

i*(ca) :=1"v*(¢,a) = i"j%(c,a) = i*(c).

Niech teraz ¢,¢’ € F(C(f)) beda dwoma elementami takimi, ze ilc) = i*(¢/). Rozpatrzmy
podzbiér stozka W := i(B) U {[a,t]|0 < ¢t < i}, homeomorficzny z walcem odwzorowania f.
Wilozenie i: B < W jest oczywiscie homotopijng réwnowaznoscia, wiec ¢|WW = ¢|W’. Rozwazmy
push-out diagram:

1% w c(f) (4.7)

C(f) —2— C(f) Uw C(f)

Przestrzen C(f) Uw C(f) = W U C1(A) U C2(A) gdzie C;(A) sa dwoma ezgemplarzami stozka
nad A o wysokoSci 1 takimizze W N C1(A) N Co(A) = {[a,t]|3 < t < 1}. Poniewaz wlozenie
W — C(f) jest korozwtoknieniem, wiec homtopijny pushout jest homotopijnie réownowazny ze
zwyklym pushoutem. Zauwazmy tez, ze Sciagniecie stozka C1(A) (podobnie drugiego) do punktu

definiuje homotopijna réwnowaznosé¢ C'(f) Uw C(f) LN C(f) Vv XA, zamykajaca diagram

C(f) Uw C(f) ~ C(f)vEA (4.8)

w ktorym ji: C(f) — WU C1(A) C C(f) Uw C(f), k = 1,2 sa dwoma wlozeniami. Ponie-
waz wlozenia W — C(f) sa korozwloknieniami, wiec z definicji fuktora potdokladnego istnieje
element x € F(C(f) Uw C(f)) taki, ze ji(z) = ¢, j2(z) = /. Oznaczmy (h*)~1(z) = (’,a) €
F(C(f)) x F(XA) ~ F(C(f) vV XA). Z przemiennosci diagramu 4.7 wynika, ze j*(¢’,a) =’ =¢
oraz v*(c”,a) = 'a = ca. O

Zad. 4.3.3. Przeksztalcenie 6* w kontrawariantnym ciagu Puppe jest dane wzorem §*(a) = cpa
gdzie ¢p € F(C(f)) jest punktem wyréznionym.

Zad. 4.3.4. Skonstruowaé¢ homotopijne dzialanie p : QB x F(f) — F(f) i udowodni¢ odpowiednik
ostatniego stwierdzenia dla kowariantnego ciagu Puppe.
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Kontrawariantny ciag Puppe zastosowany do homotopijnego push-out’u nazywa sie ciggiem
doktadnym Mayera- Vietorisa ® i odgrywa olbrzymia role w topologii algebraicznej. Absolwentom
Topologii II powinien si¢ kojarzy¢ z twierdzeniem van Kampena.

Whiosek 4.3.1. Dla funktora pétdoktadnego F o wartosSciach w kategorii grup abelowych i homo-
topijnego pushoutu punktowanych przestrzeni

A#Xl

|
X2*>P

istnieje cigg doktadny Mayera-Vietorisa

F(A) L2 px) @ F(X)

(i1,i3)
ol

F(P) - F(EA) (Zfl)*7(2f2)*

FEX)) @ F(XXs) « ...
gdzie i, X, — X sq inkluzjams.

Dowdd. Rozpatrujemy kontrawariantny ciag Puppe (Tw. 4.3.1) dla ciagu kowloknistego:
Xl V X2 — P i) YA.
O

Nastepny wniosek wiaze wartosci funktora példoktadnego na bukiecie, produkcie i smash-
produkcie dwoch przestrzeni.

Whiosek 4.3.2. Niech X1, X5 bedg punktowanymi przestrzeniami. Niech iy : X — X1V Xa, ozna-
czajg wltozenia. Dla dowolnego funktora pdtdoktadnego F o wartoSciach w kategorii grup istnieje
cigg doktadny

0—>F(X1 /\XQ)—>F(X1 XXQ)—>F(X1) XF(XQ)—>O

Jesli F' bedzie funktorem potdoktadnym o wartosciach w grupach abelowych, to cigg ten sie rozsz-
czepia.

Dowdd. Stosujemy kontrawariantny ciag Puppe 4.3.1 do ciaggu kowloknistego
X1V X5 Xy x Xy 5 Xy A Xy
Przeksztalceniem odwrotnym z prawej strony do homomorfizmu obciecia
(F(i1),F(i2)): F(X1V X2) 2 F(X;) x F(X>)

jest odwzorowanie F(p1) - F(p2), gdzie pr: X1 x Xo — X} sa rzutowaniami na wspolrzedne. Gdy
grupy sa abelowe, to odwzorowanie jest homomorfzimem. Ten sam wzor zadanie rozszczepienie dla
zawieszen, skad wynika ze ¢ jest roznowarto$ciowe. O

Z ostatniego wniosku wynika kolejny, uogoélniajacy wczesniejsze zadanie o zawieszeniu produktu
sfer:

Whiosek 4.3.3. Dla dowolnych punktowanych przestrzeni X,Y istnieje homotopijna rownowaz-
nosé
Z(Xl X XQ) ~ EXl \ EXQ \Y E(Xl A XQ)

3Leopold Vietoris (Radkersburg 1891 — 2002 Innsbruck)


http://en.wikipedia.org/wiki/Leopold_Vietoris
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Dowdd. Pokazemy naturalng rownowazno$¢ funktoréow kowariantnych reprezentowanych przez obie
przestrzenie. Niech py, i oznaczaja jak poprzednio odpowiednio projekcje na czynniki oraz wto-
zenia w produkt kartezjanski. Dla dowolnej przestrzeni Z definiujemy przeksztatcenie ®»

[ZXl V ZXQ V E(Xl /\XQ),Z} ~ [ZXl,Z] X [EXQ,Z] X [Z(Xl /\XQ),Z] (b—Z> [Z(Xl X XQ),Z]

dane wzorem

Oz (f1, f2, fr) = ([1Xi1) * (faXia) * (fAXq)

gdzie * oznacza mnozenie wyznaczone przez ko-mnozenie v: 3(X; X X2) — X(X; X Xo) V (X7 x Xa).
Przeksztalcenie @, jest transformacja naturalng ze wzgledu na Z, a na mocy Wniosku 4.3.2

jest bijekcja. Stad z lematu Yonedy 1.2.1 otrzymujemy, ze reprezentujace te funktory przestrzenie

sa homotopijnie réwnowazne. O

Zad. 4.3.5. Wskaza¢ homotopijna rownowaznosé, o ktoérej mowa we Wniosku 4.3.3 i udowodnié
bez odwolywania sie do ciagu Puppe, ze jest to homotopijna réwnowaznosé.

4.4 Ciagi dokladne grup homotopii

Niech f: (A, ag) — (B, bg) bedzie przeksztalceniem punktowanych przestrzeni. Podstawiajac w ko-
wariantnym ciggu Puppe G(—) := [S°, —]. otrzymujemy dtugi ciagg homotopii odwzorowania f:

= Tn(F (1), 80) 2 mn(Aya0) L5 0 (B,bo) L w1 (F(f),30) 245

. i Wl(F(f),Zlo) li) 7T1<A, ao) P, 7T1(B,b()) i 7T0(F, ELo) i) 7T()(A,CLO) P, 7T0<B7b0>.
gdzie ag = (ag,wn,) € F(f) jest punktem wyrdznionym w homotopijmym wioknie.

Definicja 4.4.1. Grupy homotopii przeksztalcenia f: (A, ag) — (B, by) definiujemy jako

mq(f, a0) := mq—1 (F(f), o).

Zauwazmy, ze 74(f,ao) jest grupa dla ¢ > 2, abelowa dla ¢ > 3.. Wprowadzajac to oznaczenie
mozemy ten ciag przepisa¢ w postaci:

o= Tt (fr0) > w4 a0) L5 10(B,bo) = Tn(f,80) 2 a1 (A, ag) L ...

Stwierdzenie 4.4.1. Niech f: A — B bedzie przeksztatceniem, a n bedzie liczbg naturalng. Na-
stepujgce warunki sq rownowazne:

1. dla kazdego punktu a € A odwzorowanie fy : my(A,a) — mqy(B, f(a)) jest bijekcjg dla g <n i
surjekcjq dla g = n;

2. dla kazdego punktu a € A, mo(F(f),a) =0 dla ¢ < n.
Definicja 4.4.2.
1. Przeksztalcenie spelniajgce warunki Stw. 4.4.1 nazywamy n-réwnowaznos$cig;
2. oo-réwnowaznosé nazywamy stabg homotopijng réwnowaznoscig;
3. Przestrzen punktowana nazywa sie n-spdjna, jesli wlozenie punktu wyrdznionego jest n-réwnowaznoscia.

Dtugi ciag doktadny grup homotopii odwzorowania ma dwa bardzo wazne szczegdlne przypadki:
gdy przeksztalcenie jest wlozeniem podzbioru A «— X oraz gdy jest rozwloknieniem p: £ — B.
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Ciag dokladny rozwléknienia

Niech F := p~Y(by),e0) — (E,e0) LN (B, by) bedzie punktowanym rozwloknieniem. Poniewaz
w przypadku rozwtoknienia wtokno homotopijne jest homotopijnie réwnowazne z przeciwobrazem
punktu (p. Wn. 3.5.3), wiec wloknisty ciag Puppe ma postaé:

L Laor—or oL FELB

Twierdzenie 4.4.1 (Ciag doktadny rozwloknienia). Dla rozwisknienia (E,eq) 2 (B, by) istnieje
dtugi cigg doktadny:

o (Freq) 2o o (B) 2 m0(B,bo) S mnei (Freo) o ..

. p—#> 7T1(B7b0) i 7T0(F, 60) Zi) 7T0(E, 60) p_#) 7T0(B,b0)

Grupa (B, bo) dziata na zbiorze mo(F, eq) a praeksztatcenie mo(F,eo)/m1(F,eq) ~ mo(E, eq) jest
réznowartosciowe. Przyporzgdkowanie rozwtdknieniu ciggu doktadnego grup homotopii jest funkto-
rialne.

Dowdd. Stosujemy kowariantny ciag Puppe Tw. 4.3.1 do funktora [SY, —].. O

Opiszemy explicite posta¢ homomorfizmu brzegu m, (B, by) LN n—1(F, eg). Dla dowolnego od-
wzorowania f: (D", S""1) — (B, by) rozwazmy przemienny diagram:

(1,1) (E,F) (4.9)

(D", §7 1) —L > (B, by)

Wtlozenie 1 — D™ jest acyklicznym korozwléknieniem, wiec istnieje przekatna tego diagramu.
Zdefiniujemy: A([f]) := [f]S™ ']. Pozostaje sprawdzié, ze definicja ta nie zalezy od wyboru repre-
zentanta z klasy homotopii oraz wyboru podniesienia.

Jesli fo, f1: (D™, 8" 1) x I — (E, F,eg) sa dwoma przeksztalceniami takimi, ze pfo ~ pfi,
czyli istnieje homotopia miedzy nimi F': (D™, 8”1 1) x I — (B, by). Rozwazmy diagram:

(AB — T (B F) (4.10)
fi
J P
o
(D™, 8" 1) x I -2~ (B, by)

gdzie A := (D",S" 1) x {0,1} ULl x IiB:=85""1x{0,1} U1l x I oraz f(z,k) := f(z) dla
k=0,1oraz f (1,t) := eg. Wlozenie A C D™ X I jest acyklicznym korozwl6knieniem, wigc istnieje
podniesienie F' (Srodkowa przekatna), ktore jest homotopia fo ~ f1. To dowodzi, ze odwzorowanie

0 jest dobrze zdefiniowane.

Zad. 4.4.1. Zauwazy¢, ze powyzszy opis odwzorowania 7, (B, bg) 9, mn—1(F, eo) stosuje sie do
dowolnego rozwioknienia Serre’a p: (E,eg) — (B,bo) (p. Def. 3.7.4). Sprawdzi¢, ze 0 jest homo-
morfizmem grup, a ciag z Tw. 4.4.1 jest doktadny.
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Zad. 4.4.2. Opisz dzialanie grupy m (B, bg) na zbiorze mo(F,ep) (punkt bazowy nie jest zacho-
wywany!). Przenanalizuj ciag rozwtoknienia w przypadku gdy p : E — B jest nakryciem i w tych
terminach zrekonstruowaé twierdzenia o grupach homotopii nakry¢ znane z Topologii I [1]. W
szczegolnosci korzystajac z nakrycia p : R — S wykazaé, ze m(S',1) ~ Z oraz m,(S*,1) = 0 dla
q>0.

Zad. 4.4.3. Niech F — E % B bedzie rozwtoknieniem nad tukowo spojng przestrzenia B.

1. Jesli my(F,e9) = 0 dla kazdego g > n to pu: my(E,e0) — my(B,bg) jest izomorfizmem dla
q > n i monomorfizmem dla ¢ = n;

2. Jedli my(E, e9) = 0 dla kazdego ¢ > n to 9: my(B,by) — me—1(F, ep) jest izomorfizmem dla
q > n i monomorfizmem dla ¢ = n;

3. Jesli mg(B,by) = 0 dla kazdego g > n to ix: mg(F,e9) — m4(E, €p) jest izomorfizmem dla
g > n i monomorfizmem dla ¢ = n.

Sformulowaé analogiczne wlasnosci w przypadku gdy znikaja grupy homotopii w niskich wymia-
rach.

Jesli co trzeci homomorfizm w dlugim ciggu doktadnym jest zerowy, to dtugi ciag doktadny rozpada
sie na krotkie ciagi dokladne. Np. jesli i : my(F,e0) — mo(E,e0) jest trywialny dla wszystkich
q > 0, to dla kazdego n > 0 otrzymujemy ciag dokladny:

0— WWL(EveO) p—#> 7"'n(Bvl’O) i ﬂ-n—l(F7 60) — 0.

Stwierdzenie 4.4.2. Niech F — E % B bedzie rozwtoknieniem. Jesli wtozenie F' — E jest
homotopijne z przeksztatceniem statym, to dla kazdego n > 1 cigg

0 — mn(E, e0) 225 ma(B,by) L 71 (F,eq) — 0.

jest doktadny i rozszczepialny. W szczegdlnosci mp (B, by) = mn(E, eg) X mn—1(F, €0) oraz w1 (F, ep)
jest abelowa.

Dowdd. Zadanie. Wsk. Homotopia H : F' X I — E definiuje homomorfizm rozszczepiajacy
Wn_l(F,eo)Hﬂ'n(B,bo). D

Ciag dokladny pary

Niech (X, A, ag) bedzie punktowana para tzn ag € A C X. Teraz rozwazane przeksztalcenie bedzie
wlozeniem punktowanej podprzestrzeni (A4, ag) — (X, ap). Dla ¢ > 1 Relatywne grupy homotopii
definiujemy jako:

Wq(X, A, ao) = ’/qul(.F((—>7 ao), (G,mwao)).

Funktorialno$é konstrukeji homotopijnego wiokna implikuje, ze relatywne grupy homotopii definiu-
ja funktor z kategorii punktowanych par do kategorii grup. Grupy relatywne pary maja tez bardziej
geometryczng interpretacje w terminach przeksztatcern dyskéow w X. Dla dowolnej pary punkto-
wanej (X, A, ag) rozwazmy zbior klas homotopii przeksztalceri trojek (D?,9971 1) — (X, A, ag),
ktory oznaczamy [(D?,S5971), (X, A)].. W zbiorze tym mozna wprowadzi¢ dziatanie przedtuzajac
komnozenie S¢~1 X §9-1 v §9-1 do przeksztatcenia punktowanych par:

(D9,8971 1) % (D7v D7, 8971 v 971 1),
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Rys. Dziatanie grupowe w zbiorze [(D?, 5971 1), (X, A, ao)].

Stwierdzenie 4.4.3. Dla q > 2 istnieje naturalny izomorfizm grup
(X, A, ap) ~ (D1, 8771 1), (X, A, ap)].
Dowdd. 7 definicji wtdékna homotopijnego mamy réwnoscé:
F(—)={we P(X)|w(0) e A, w(l) =ap}.

a stad
Map , (ST F(—)) € Map,(S? ', Map ,(I", X)) ~ Map , (ST A TT, X))

oraz
SITYANTT ~ ST [/{1} x I

Obrazem Map ,(S971, F(—)) w Map , (S9! x I/1 x I, X) jest podzbi6r

{f: (ST % T —X|f(1xI)=aog, f(ST"x1)=ag, f(ST!x0)C A} ~
~Map,(a: ST xI/ST71 x 0 — X|f(1,t) = ag, f(ST! x0)C A) ~
~ Map,(a: D! — X | f(1,t) = ag, f(ST') C A)

Po przejéciu do klas homotopii, pamietajac, ze wlozenie odcinka I C D? ~ S%71 x [/§971 x (
jest korozwtoknieniem, otrzymujemy bijekcje:

’/TQ(XaAvaJO) =~ [(Sq_lvl)v (F<(_>)’ (G'vaao))] = [(qusq—l’ 1)7 (X7Ava0)}'

Rys. Element relatywnej grupy homotopii.

Whiosek 4.4.1. 7,(X, ag, ap) =~ m¢(X, ao)
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Zad. 4.4.4. Element [o : (D?,57711) — (X, A, a0)] € my(X, A, ap) jest trywialny wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje homotopia H: (D9,897 1) x I — (X, A) taka, ze dla kazdego H(p,0) = a(p)
oraz p € D%, H(p,1) € A.

Zad. 4.4.5. Opisac strukture grupowa w zbiorze klas homotopii przeksztatcen [(17, 017, 0,19), (X, A, aop)]
gdzie 17 jest kostka g-wymiarowa a 919 := 917\ Int(1971) x {1} [RYSUNEK] tak, aby zachodzit
izomorfizm grup

Wq(Xv Aa aO) =~ [(Iqa aqu 8l-Z’q)v (X7 Av aO)]‘

Relatywne grupy homotopii sa funktorem zdefiniowanym na kategorii punktowanych par prze-
strzeni topologicznych. Projekcja na przestrzen ilorazows X — X/A zadaje naturalng transforma-
cje funktorow 7, (X, A, a0) — me(X/A, [ag]), ktora jednak na ogoél nie jest izomorfizmem (nawet
dla par Borsukal).

Podobnie jak w przypadku absolutnym, oméwimy zaleznosé relatywnych grup homotopii 7, (X, 4, a)
od wyboru punktu wyréznionego a € A. Dla dowolnej drogi w : I — A mozna zdefiniowa¢ homo-
morfizm hy,) : my (X, A, a0) — 7y (X, A, a1).

Dla drogi w: I — A i sferoidu a: (D*, S*1 1) — (X, A.ag) definiujemy przeksztatcenie

H: S" 1x{0}UlxI — A, H(x,0) := a(x), H(1,t) := w(t), ktére rozszerzamy do H: S"~1 x [ — A,
a nastepnie definiujemy przeksztatcenie H': D™ x {0} U S"~! x I — X wzorem H'(x,0) :=
a(z), H'(z,t) := H(z,t) dla x € S"~1, ktére rozszerzamy do H”: (D", 8" 1) x I — (X, A). Defi-
niujemy hy,)([a]) := [H"”(—,1)]. Homotopijna jednoznacznosé¢ podanych definicji oraz nastepujace
stwierdzenie wynikaja z Tw. 3.3.4.

Stwierdzenie 4.4.4. Jesli F: (D", 8" 1)) x I — (X, A) jest homotopiq taka, Ze
F(1,0) = ag, F(1,1) = a1, to [F(—,1)] = hy([F(—,0)]) gdzie w(t) :== F(1,t).

Zachodzi Stwierdzenie analogiczne do 2.6.1.

Stwierdzenie 4.4.5. Przyporzqdkowanie 11(A) > a — m,(X, A,a) oraz TI(A) > [w] — hy,) jest
funktorem z grupoidu podstawowego przestrzeni A do kategorii grup. Dowolne przeksztatcenie par
f: (X, A) — (Y, B) definiuje transformacje naturalng funktorow m,(X, A, —) — m, (Y, B, =) f4.
Zad. 4.4.6. Zinterpretuj homomorfizm przenoszenia relatywnych sferoidow wzdluz drég w termi-
nach definicji relatywnych grup homotopii jako grup homotopii homotopijnego wlokna wtozenia
podprzestrzeni (p. Stw. 4.4.3).

Z ostatniego stwierdzenia wynika natychmiast, ze homomorfizmy hy,) : 7, (X, A, a0) — 74(X, 4, a1)
sa izomorfizmami oraz grupa m (A, ag) dziala na grupach 7, (X, 4, ao).
Twierdzenie 4.4.2 (Ciag doktadny pary). Dla dowolnej punktowanej pary X D A 3 ag istnieje
dtugi cigg homotopii

o 4 , o A
= T (X, A, a0) S (A ag) 2 ma(X,a0) o ma(X, A, ag) 2 o1 (A, ag) o .
gdzie (A, agp) AR (X, ap) EN (X, A, ap). Przyporzgdkowanie punktowanej parze ciggu doktadnego grup

homotopii jest funktorialne.

Dowdd. Wynika natychmiast z definicji grup relatywnych i ciaggu Puppe Tw. 4.3.1. O

Podobnie jak w przypadku ciagu homotopii rozwloknienia, homomorfizm 7,11 (X, A, ag) 9, (4, ag)
latwo jest opisa¢ geometrycznie. Jeli f: (D", S" "1, 1) — (X, A, ap), to definiujemy O([f]) := [f|S™1].
Ta definicja oczywiscie nie zalezy od wyboru reprezentanta z klasy homotopii [f], a latwo jest
sprawdzié, ze ciag w Tw. 4.4.2 jest dokladny.

Whiosek 4.4.2. Homomorfizm brzequ w ciggu doktadnym homotopii pary (D™, S"~1 1),
9: (D™, 8" 1 1) — my_1(S" 1, 1) jest izomorfizmem dla g > 1.

Zauwazmy, ze wlozenie punktowanych par (D", S"~1 1) — (R", (R™\ {0}, 1) jest homotopijna
réwnowaznoscia, w wiec 7, (D", S 1) ~ 7 (R™, R™ \ {0}, 1).
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Ciag dokladny trojki
Niech (X, A, B, by) bedzie punktowana trojka przestrzeni tzn. by € B C A C X.

Twierdzenie 4.4.3 (Ciag doktadny trojki). Dia dowolnej punktowanej tréjki (X, A, B,bg) istnieje
dtugi cigg homotopii

o Tt (X, A, bo) 2 (A, BLbo) 2 10 (X, B, bo) 22 1 (X, Bubo) 2 ma_1 (A, By bg) 5 ...

gdzie (A, B,by) AR (X, B,by) EN (X, A,by) sq inkluzjami par. Przyporzqdkowanie punktowanej
trdjce ciggu doktadnego grup homotopii jest funktorialne.

Dowdd. Homomorfizm brzegu m,11(X, A, by) 3, (A, B, by) definiujemy jako zlozenie
Tot1 (X, A, o) 2 ma(A,bo) = T (A, B, bo),

gdzie @ jest homomorfizmem brzegu w ciagu punktowanej pary (X, A,by) a drugi homomorfizm
jest indukowany przez wtozenie A C B. Sprawdzenie dokladnosci pozostawiamy Czytelnikowi. [

Zastosowania ciagéw dokladnych do obliczen grup homotopii poznamy w Rozdziale 6.



Rozdzial 5

C'W—kompleksy

5.1 Relatywne komorki i multikomoérki

Przestrzeni powstala przez doklejenie dysku wzdluz brzegu (sfery) do innej przestrzeni bedziemy
nazywali relatywna komorka. Dysk jest oczywiscie relatywna komoérka, bo powstaje przez doklejenie
dysku do sfery; takze sfera jest relatywna komoérka, bo powstaje przez doklejenie dysku do punktu.
Doktadniej:

Definicja 5.1.1. Relatywna n-wymiarowa komorka nazywamy pare przestrzeni (Hausdorffa) (X, A)
taka, ze istnieje przeksztalcenie ¢: S"~! — A oraz homeomorfizm par rel A, (X, A) ~ (D"U,A, A).

Zauwazmy, ze para (D" U, A, A) jest homeomorficzna rel A z parg (C(y), A), gdzie C(p)
jest stozkiem odwzorowania ¢. Mozemy nieco uogdlnié pojecie relatywnej komorki, rozwazajac

relatywne multikomorki.

Definicja 5.1.2. Relatywna multikomorks nazywamy pare przestrzeni (X, A) taka, ze istnieje
rodzina przeksztatcen {¢;: S;.”_l — A}jes oraz homeomorfizm par rel A:

(X,4) ~ ([T P}*) Ui, A, A).

jeJ

Relatywng multikomérke nazywamy n-wymiarows jedli dla kazdego j € J, n; = n.

Rys. Realtywna multikomorka, przestrzen A z dwoma doklejonymi komoérkami, 1- i 2-wymiarowa.

(0]



76 ROZDZIAL 5. CW-KOMPLEKSY

Jedli doklejamy wigcej niz jeden dysk, to multikomoérka nie jest stozkiem odwzorowania ¢ = Lig;,
bo wnetrza doklejanych dyskow pozostaja rozltaczne!

Zauwazmy, ze jesli (X, A) jest n-wymiarowa relatywna multikomorka, to kazde odwzorowanie
;j rozszerza si¢ do odwzorowania par @;: (D™, S""!) — (X, A), ktore jest homeomorfizmem na
wnetrzu dysku D" = pn \ §"~1. Odwzorowanie ¢; nazywamy odwzorowaniem doklejajacym ko-
morke, a jego rozszerzenie ¢; odwzorowaniem charakterystycznym komorki. Podprzestrzen X \ A
jest wiec suma roztaczna podzbiorow [ ] e, C; gdzie kazda sktadowa C; jest homeomorficzna z
wnetrzem n-wymiarowego dysku. Domkniecia zbiorow C; w X tez latwo opisa¢ w terminach prze-
ksztalcenia charakterystycznego: cl(C;) = cd(p(D™) = @;(D™). Zbiory ¢;(D™) bedziemy nazywali
komoérkami lub "bablami”, a zbiory @(D") wnetrzem komorek lub babli (sa to wnetrza w sensie
topologicznym).

Jesli (X, A) jest dowolna multikomoérks, to po usunieciu jednego punktu z; € ©(D") z wnetrza
kazdego babla istnieje retrakcja deformacyjna (X \ {z;};ecs, 4) — (4, 4) C (X, A), bowiem dla
dowolnego dysku istnieje retrakcja deformacyjna (D™ \ {p},S"~!) — (S"~1,871) c (D, S"),
gdzie p € D",

Stwierdzenie 5.1.1. Jesli (X, A) jest relatywng multikomdrka, to jest parg Borsuka (tzn. wtozenie
A C X jest korozwldknieniem,).

Dowdd. Dow6d wynka natychmiast z faktu, ze wlozenie S"~* C D™ jest korozwloknieniem (3.3.1),
oraz Tw. 3.3.2 pkt. 4, 3. O

5.2 (CW-kompleksy i odwzorowania komérkowe

Definicja 5.2.1. Przestrzen topologiczna Hausdorffa nazywamy C'W-kompleksem jesli jest w niej
wyrézniony wstepujacy ciag podprzestrzeni domknietych: X(© ¢ XM ¢ .. c X" ¢ ... taki, ze:

1. X jest przestrzenia dyskretng (ktorej elementy nazywane sg wierzchotkami X);

(oo}
2. X = x(,
n=0

3. Topologia w X jest staba ze wzgledu na podprzestrzenie X (™ tzn. zbior A C X jest domkniety
wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego n > 0 zbiér AN X ™ jest domkniety:

4. Dla kazdego n, para (X, X("=1) jest n-wymiarowa multikomorka.

Sktadowe spojne zbioru X () \X(”_l) nazywaja sie n-wymiarowymi komorkami kompleksu X.
CW-kompleks X jest n-wymiarowy jesli n jest najmniejsza liczba taka, ze w X nie ma komorek
m-wymiarowych dla m > n.

Jesli X, Y sag CW-kompleksami to przeksztalcenie ciagle f : X — Y nazywamy komdrkowym
jesli dla kazdego n, f(X™) c Y. Kategorie CW-kompleksow i przeksztatceri komorkowych
oznaczamy CW.

Zad. 5.2.1. Jesli CW-kompleks jest przestrzenia spdjna, to jest takze tukowo spdjna.

Z warunku, ze topologia CW-kompleksu jest staba ze wzgledu na filtracje szkieletami wynika,
ze jesli X jest CW-kompleksem, to przeksztalcenie f: X — Y jest ciggle wtedy i tylko wtedy gdy
jego obciecie do dowolnego szkieletu f: X () — Y jest ciagtle.

Definicja 5.2.2. Podkompleksem A C X nazwywamy taki podzbiér domkniety, ze filtracja
A c AW ¢ . c AW ¢ ... gdzie A™ := AN X" spetnia warunki definicji C'TW-kompleksu.

Przyktad 5.2.1. Szkielety sa podkompleksami w X.
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Uwaga 5.2.1. 7 definicji podkompleksu wynika, ze A\ A1 = (X \ X(»=D) N A jest suma
pewnej rodziny n-wymiarowych komorek w X (™).

Zad. 5.2.2. Jesli A C X jest podkompleksem, to przestrzen ilorazowa ma naturalng strukture
CW-kompleksu, taka ze odwzorowanie q: X — X /A jest komorkowe.

Twierdzenie 5.2.1. Wlozenie podkompleksu w CW -kompleks jest parqg Borsuka.

Dowdd. Niech A C X bedzie podkompleksem. Dla kazdego n para (X (™), A™) jest relatywna
n-wymiarowa multikomoérks, a wiec na mocy Stw. 5.1.1 jest para Borsuka. Pozostaje wykazaé, ze
o0
(X,A) = [J (X™, A™) jest para Borsuka. O
n=0
Zachodzi wazne twierdzenie o aproksymacji komorkowej 5.5.1 moéwiace, ze dowolne odwzoro-
wanie miedzy C'W-kompleksami jest homotopijne z odwzorowaniem komorkowym.
Na zakonczenie wspomnimy o nietrudnym, ale pozytecznym pojeciu relatywnego CW-kompleksu,
bedace uogodlnieniem pojecia multikomorki (Def. 5.1.2).

Definicja 5.2.3. Relatywny CW-kompleks to para (X, A) gdzie A C X jest domknieta pod-
przestrzenia oraz wyrézniony wstepujacy ciag podprzestrzeni domknietych, zwanych szkieletami :
XOcxMc. . cX™ c .. taki, ze:

1. X = AUV, gdzie V jest przestrzenia dyskretna (wierzchotki CW-kompleksu (X, A)) i
X:UXw

2. Topologia w X jest staba ze wzgledu na podprzestrzenie X (™) tzn. zbior B C X jest do-
mkniety wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego n > 0 zbior B N X ™ jest domkniety;

3. Pary (X", X("=1) s3 n-wymiarowymi relatywnymi multikomérkami.

Przyktad 5.2.2. Dowolna relatywna multikomorka (X, A) jest relatywnym CW-kompleksem. Jesli
A C X jest podkompleksem CW-kompleksu X, to para (X, A) jest relatywnym C'W-kompleksem,
dla ktorej X" = X U A,

Zad. 5.2.3. Opisz szczegolowo strukture CW-kompleksu powierzchni dwuwymiarowych (sfera,
torus, precle, ptaszczyzna rzutowa, butelka Kleina...).

5.3 Twierdzenie J.H.C. Whiteheada

Twierdzenie 5.3.1 (J.H.C. Whitehead !). Niech f: Y — Z bedzie n-réwnowaznosciq (Def. 4.4.2)
(1 <n<oo) Wtedy dla dowolnego CW -kompleksu X przeksztatcenie indukowane

fe [ X, Y] — [X, Z].

jest surjekcjg jesli dim X < n oraz jest injekcjg jesli dim X < n. Jesli przeksztatcenie f jest
stabg homotopijng réwnowaznosciq (4.4.2), to dla dowolnego CW -kompleksu X odwzorowanie
fu: [ X, Y], — [X, Z]. jest bijekcjq.

Uwaga 5.3.1. Zauwazmy, ze jesli n > 2, to réwniez odwzorowania zbioréw niepunktowanych klas
homotopii fg : [X,Y] — [X, Z] sa bijekcjami.

Whiosek 5.3.1. Jesli Y, Z sq punktowanymi CW -kompleksami wymiaru < n < oo, gdzie 1l <n ,
a f:'Y — Z jest homotopijng n-rownowaznosciq, to f jest homotopijng réwnowaznoscig. Jesli f
jest stabg homotopijng rownowaznosciq, to jest homotopijng rownowaznosciq.

LJohn Henry Constantine Whitehead (Chennai (Indie) 1904 — 1960 Princeton (USA))


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Whitehead_Henry.html
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Dowdd. Wynika natychmiast z lematu Yonedy 1.2.1. O

Dowod twierdzenia Whiteheada zaczniemy od waznego takze dla innych zastosowari twierdzenia
o podnoszeniu przeksztalcen ze wzgledu na rozwiéknienia, ktorych wlokna maja trywialne grupy
homotopii w niskich wymiarach.

Twierdzenie 5.3.2. Zatozmy, ze F — FE 2B jest rozwitdknieniem takim, ze mi(F,eq) = 0 dla
k < m. Niech (X, A) bedzie relatywnym CW-kompleksem wymiaru < n. Wtedy ponizszy przemienny
kwadratowy diagram litych strzatek ma przekgtng:

X—B

Przeksztaltcenie f bedziemy konstruowaé¢ metoda "szkielet po szkielecie, komoérka po komorce”,
ktora precyzyjnie opisuje nastepujacy lemat:

Lemat 5.3.1. Niech n bedzie liczbg naturalng. Jezeli dla kazdego q < n teza Twierdzenia 5.3.2
zachodzi dla pary dysk-sfera (D9,S97Y), to zachodzi dla dowolnego relatywnego CW -kompleksu
(X, A) wymiaru < n. Jesli teza 5.5.2 zachodzi dla kazdego q, to zachodzi dla relatywnego CW -
kompleksu dowolnego wymiaru.

Dowdd. Podniesienie f konstruujemy indukcyjnie, po szkieletach. Korzystajac z zalozenia dla
pary (D', S%) konstruujemy podniesienie fj: X©) . E. Zalézmy, ze mamy juz podniesienie
fo-1: X(@=1) _ F - rozszerzamy je do fq: X (@ — E komorka po komorce. O

Dowdd Tw. 5.5.2. Namocy Lematu 5.3.1 wystarczy wykazaé twierdzenie dla pary (X, A) = (D4, S771)

gdzie ¢ < n. W tym celu rozpatrzmy rozwtéknienie indukowane (pull-back): f*E L, D". Prze-
ksztatcenie f : S9~! — E definiuje przekroj s : S9~1 — f*FE rozwloknienia p’ nad sferg S9-!, dane
wzorem s(z) := (z, f(x)). Rozszerzenie tego przekroju na dysk D¢ wyznaczy podniesienie f.

Poniewaz dysk jest przestrzenia Sciagalna, wiec na mocy Tw. 3.5.1 istniejejg wzajemnie odwrot-
ne wlokniste homotopijne réwnowaznosci h, g - w diagramie zaznaczono tez przekrdj s, oraz jego
rozszerzenie §, o ktérym piszemy dalej:

DI x F F*E

g
P1 P
S
5

D1 Sa-1
B

Zlozenie go s : S971 — DI x F jest przekrojem, a wiec jest postaci: (g o s)(z) = (z,a(r)) gdzie
a: 8971 — F. Poniewaz 7, (F,ep) = 0 dla k < n a wiec «a rozszerza si¢ do odwzorowania dysku
a: DY — F iwzor 5(x) = (x,a(z)) zadaje rozszerzenie g o s. Ztozenie h o § jest przekrojem
p’ nad dyskiem takim, ze h o 5/S7°! = h o g o s, niekoniecznie réwnym s. Widknista homoto-
pia h o g ~ps idf.p definiuje wioknista homotopi¢ przekrojow 5|8971 ~pa s, ktora oznaczmy
H: S9! x [ — f*E. Rozpatrzmy diagram:

DIx0USIx [ —2 o g

D1
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w ktérym pp jest rzutowaniem na dysk, j - wlozeniem (pustej szklanki w pelna, a wiec korozw-
l6knieniem i homotopijna réwnowaznoscia, a H(z,0) := 5(x), H(z,t) := H(z,t) Poniewaz p’ jest
rozwloknieniem istnieje wiec podniesienie pp. Szukane rozszerzenie przekroju s jest dane wzorem:
$(x) :=pp(x,1). O

Dowdd twierdzenia Whiteheada 5.5.1. Niech f:Y — Z bedzie n -réownowaznoscia (1 < n < 00).
Rozwazajac kazda sktadowa tukowa osobno, mozemy zaltozyé¢ ze obie przestrzenie sg tukowo spojne.
Zastepujac przestrzen Y kowalcem odwzorowania f mozna zakladaé, ze f jest rozwldknieniem z
wioknem oznaczanym F. Zalozenie iz f jest n-réwnowaznoscia jest rownowazne znikaniu grup
homotopii wiokna: 7 (F, z9) = 0 dla k < n (p. Stw. 4.4.1). Trzeba pokazaé, ze dla CW-kompleksu
X przeksztalcenie indukowane fz : [X,Y]. — [X,Z]. jest surjekcja jesli dim X < n oraz jest
injekcja jesli dim X < n.

Dla pokazania surjektywnosci fx zastosujemy Tw. 5.3.2 do CW-pary (X, z¢) i dowolnego od-
wzorowania k: X — Z:

{zo} 4>Y

—Z

Oczywiscie fu([k]) = [f o k] = [k].

Zalozmy teraz, ze dim X < n i przypusémy , ze fu([k] = fu([F']. Niech H: X x I — Z
bedzie punktowang homotopia f o k ~ f o k’. Zastosujemy tw. 5.3.2 do CW-pary (X x I,S) gdzie
S:i=Xx{0tU{zo} x TUX x {1}

kEUyo UK’

S———Y

XxI—"2 .7

Podniesienie H : X x I — Z jest szukang homotopia b~k O

5.4 Aproksymacja gladka

Dowod twierdzenia o aproksymacji komorkowej 5.5.1 opiera sie na wariancie twierdzenia Sarda,
by¢ moze znanego Czytelnikowi z Analizy Matematycznej, ktore zastosujemy do odwzorowan re-
latywnych komorek.

Definicja 5.4.1. Odwzorowanie relatywnych komorek f: (X, A) — (Y, B) nazywa si¢ regularne
jesli przy pewnym wyborze odwzorowarni charakterystycznych ztozenie odwzorowan (oznaczane f)

Gi=xd(G) X2 x\ALy\B2X pm

ma wartosé regularna tzn. istnieje yo € D™ taki, ze dla pewngo otoczenia U D f‘l(yo) odwzoro-
wanie f|U jest gladkie oraz pochodna jest epimorfizmem.

Przypomnijmy, ze jesli f : M — N odwzorowaniem gladkim miedzy rozmaitodciami, to punkt
x € M nazywamy krytycznym jesli Df, : TM, — TN, nie jest epimorfizmem. Punkt y € N na-
zywa sie wartoscig reqularng jesli dla kazdego x € f~(y), Dfy: TM, — TN, jest epimorfizmem.
Zauwazmy, ze jezeli dim M < dim N, to y € N jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy f~1(y) jest
zbiorem pustym.
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Twierdzenie 5.4.1 (Twierdzenie o aproksymacji gltadkiej). Dla dowolnego odwzorowanie relatyw-
nych komdrek f: (X, A) — (Y, B) istnieje odwzorowanie regularne g: (X, A) — (Y, B) takie, ze
f~grel(A).

Dowod (p. [13|Lekeja 2 opiera sie na tw. Weierstrassa i tw. Sarda i przebiega metoda "koncen-
trycznych dyskow". [RYSUNEK].

Twierdzenie 5.4.2 (Twierdzenie Weierstrassa). Dla kazdego przeksztatcenia ciggtego f: U — R™
okreslonego na otwartym podzbiorze U C R™ , podzbioru zwartego K C U oraz € > 0 istnieje
odwzorowanie gtadkie f: R™ — R™ takie, ze |f(x) — g(x)| < € dla x € K. O

Dowdd Tw. 5.4.1. Zdefiniujmy funkcje odstepu punktu od brzegu zbioru G: pi= d(-,0G): D" > R.
D;”/Q C D™ bedzie koncentrycznym dyskiem o $rednicy 1 > r > 0. Podzbior f~(D T /2) cGcD"”
jest zwarty, bo XA(f YD 1/2)) = fYxms(D 1/2) jest podzbiorem domknietym w X i zawartym
w X \ A. Stad funkcja p jest. ogranlczona z dotu przez pewna liczbe dodatnia: p(z) > 24 dla
re f~YD 1/2) Miedzy zbior f- YD 1/2) a G mozna wpisa¢ dwa zbiory zwarte

fﬁl(D?}Q) C f%gg C Ky5 C ID((; C K5 C é

gdzie Ky := {z € G: d(x,0G) > \}.

Poniewaz K jest zbiorem zwartym, wiec istnieje 0 < € < % takie, ze e-otoczenie zbioru f (K5s)
jest zawarte w D™,

Zastosujemy twierdzenie Weierstrassa do f G — D™ Istnieje funkcja gtadka f: R® — R™
taka, ze dla € K; zachodzi nierownosé |f(z) — f(z)| < e.

Zdefiniujemy homotopie F:GxI—Dm

f(z) dlaze G\ Ks
F(x,t) = (1—t’)(’cfg_5)f(x)+th(ac) dlaxz € K5\ Kags
(1—t)f(z)+tf(x) dlaz e K

Oznaczmy fi(x) := F(z,t). Zauwazmy, ze
L. fo(z) = f(=)
2. |fiz) — f(z)| <e< itdlazed

3. fiz) = f(x)
4. () f(z) dla z € G\ K;
)

x) dla z € Ky, a wiec f1 jest gladkie na Kos O f‘l(D;”)

5. ( 1/4 C Kys oraz f_l(D’{%l) C Kos

Zauwazmy, ze z puktéw 3 i 5 wynika, ze dla dowolnego punktu y € DT} T4 zachodzi réwnosé:

fl (y) = f~1(y). Poniewas przeksztalcenie f jest gladkie, wice f* jest takze gladkie na Kas a wice
na mocy tw. Sarda posiada wartosé regularna yg € D;’; 4» €O czyni przeksztalcenie f; regularnym.

Przy pomocy homotopii £ zdefiniujemy homotopie F': (X,A) xI— (Y,B)

_ Jxs(FOG @),t) dlazeG
Fla,t) = {f(x) dlaz € X \ ya(Ks)

Homotpia F' ma nastepujace wlasnodci:

1) F(a,t) = f(a), a wiec F jest homotopig rel A.
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2) F(z,0) = f(z)
3) Dla

xe(filxz'(z)) dlaze @

fi(@) = F(x,1) = {f(x) dlaz € X \ xa(Ks)

Y\B) = X\ f}B) oraz xz' o fi oxa = fi na G a wiec przeksztalcenie
f1: (X, A) — (Y, B) jest regularne.

O

Uwaga 5.4.1. Ostatnie twierdzenie zachodzi takze dla odwzorowan (X, A) — (Y, B) gdzie (X, A)
jest relatywna komorka, (Y, B) jest relatywna multikomorka a odwzorowanie regularne definiujemy
tak, ze we wnetrzu kazdej komorki (Y, B) ma istnie¢ warto$¢ regularna.

Whiosek 5.4.1. Jesli (X, A) jest relatywng komorkq, o (Y, B) jest relatywng multikomdrkq oraz
dim(X \ A) < dim(Y \ B) to dowolne odwzorowanie f: (X, A) — (Y, B) jest homotopijne rel A z
odwzorowaniem g: (X, A) — (Y, B) takim, ze g(X) C B.

Dowdd. Na mocy tw. o aproksymacji gtadkiej 5.4.1 kazde odwzorowanie jest homotopijne z odwzo-
rowaniem regularnym, mozemy wiec zakltadaé, ze f: (X, A) — (Y, B) jest odwzorowaniem regu-
larnym. Wobec nier6wnosci wymiaréw oznacza to, ze w kazdej komorce istnieje punkt y; € Y\ B
taki, ze y; ¢ f(X). Relatywna multikomoérke po usunieciu punktu z kazdego "babla” mozna defor-
macyjnie zretrahowaé na (B, B). O

Whniosek 5.4.2. Jesli (Y, B, by) jest punktowanym relatywnym CW —kompleksem, a (X, A, ag) k-
wymiarowq punktowang relatywng komdrkq, to dowolne przeksztatcenie f: (X, A) — (Y, B) jest
homotopijne rel A z odwzorowaniem g: (X, A) — (Y, B) takim, ze g(X) C Yl(gk). W szczegolnosci
znikajq relatywne grupy homotopii w1, (Y, Y™ by) = 0 dla 0 < k < n (tzn. para (Y, B,by) jest
n-spdjna,).

Dowdd. Niech a: (X, A, a9) — (Y, Yf(gn), bo). Poniewaz dysk D* jest przestrzenia zwarta, wiec obraz
a(D¥) jest zawarty w pewnym skoriczonym podkompleksie, a wiec mozemy zakladaé, ze Y jest

skoniczonym kompleksem wymiaru m > k. Pokazemy indukcyjnie, ze

a~ 0y (X,A, ao) — (Yém_l)a YBgn)a bO)

dlai =1,..., m—n. Wynika to natychmiast z poprzedniego wniosku zastosowanego do odwzorowan
ait (X, A, a0) — (VS 2,70 ). O

‘Whiosek 5.4.3. Dia dowolnego CW -kompleksu i dowolnego n > 0 homomorfizm indukowany przez
wtozenie X C X) indukuje izomorfizm 7y (X ™ x0) = m,(X,20) dla ¢ < n i epimorfizm dla
q=n. U

Uwaga 5.4.2. Ostatnie tw. zachodzi tez dla relatywnych CW—kompleksow, tylko trzeba skorzystaé
z ciaggu dokladnego homotopii trojki przestrzeni.

Whiosek 5.4.4. Dla dowolnego przeksztalcenie relatywnych komdrek f: (X, A) — (Y, B) takich,
ze dim X \ A < dimY \ B istnieje homotopia rel A, F: (X, A) — (Y, B) taka, ze F(z,0) = f(x),
F(z,1) € B.
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5.5 Aproksymacja komoérkowa

Korzystajac z Tw. 5.4.1 podamy dwa dowody twierdzenia o homotopijnej aproksymacji komoérkowej
przeksztatcerni miedzy CW-kompleksami.

Twierdzenie 5.5.1. Jesli f : X — Y jest odwzorowaniem CW-kompleksow, A C X podkom-
pleksem na ktorym f jest komdrkowe, to istnieje komdrkowe przeksztatcenie g : X — Y takie, Ze
f~grel A.

Dowdd 1. Dowdd przebiega metoda '"komorka po komorce" przeksztatcenie g konstruujemy roz-
szerzajac je na kolejne szkielety g, : X(™ U A — Y. W celu skrocenia zapisu, na uzytek obecnego
dowodu? wprowadzamy oznaczenie XIE‘”) = X" U A. Podzbior Xx(:) C X jest oczywiscie podkom-
pleksem, a wiec wlozenia XXL) C XXLH) C X sg korozwloknieniami. Podczas wszystkich krokow
dowodu pozostawiamy przeksztalcenie f niezmienione na podkompleksie A. Dla ulatwienia Sledze-
nia dowodu czytelnik moze przyjac, ze A = ().

Przeksztalcenie komorkowe gq: Xi‘o) — Y otrzymujemy laczac drogami punkty ze zbioru
f(X©) z wybranymi wierzchotkami, czyli elementami Y (). Drogi te definiuja homotopie Gy : X1(40) xI =Y
miedzy f|Xo a go. Zalézmy, ze mamy juz:

e przeksztalcenie komorkowe g, 1 : Xl(f_l) — Y@= C Y oraz
e homotopie G,,_1 : Xl(:fl) x I —'Y miedzy f|X1(4n71) agn_1-
Chcemy rozszerzy¢ homotopie G,_1 do G, : Xiln) x I —Y tak, aby
gn = Gp(—,1): X,(an) — Y™ ¢ Y,

czyli g, bylo przeksztatceniem komorkowym homotopijnym z f|X ("), Homotopia G,,_; rozszerza
sie do przeksztalcenia

Groi(z,t)dla(z,t) € XU x T

Gl (X {ou XV xD) - Y, Gy (at) =
n—1 ( A { }) ( A ) n 1( ) f(x)dla(:mO) €X1(4n) % {0}
Poniewaz wlozenie Xg"_l) - XXL) jest korozwloknieniem, wiec G),_; rozszerza si¢ do homotopii
G, : Xin) x I — Y. Polézmy g/, = Gn\XXL) x {1}. Z definicji wynika, ze g}, jest odwzorowaniem
par
ghr (X, XG7Y) = (v v )
(n—1)

i oczywiscie f |XXL) ~ g,,. Poprawimy przeksztalcenie g, pozostajac w klasie homotopii rel X",

) Y (™) zmieniajac g, na kazdej komorce n-wymiarowej osobno (wne-

do odwzorowania g, : XXI
trza komorek n-wymiarowych w Xj(éln) sa rozlaczne).

Niech (D", S"~1) 2, (XXL),XXL_D) bedzie odwzorowaniem charakterystycznym pewnej ko-
morki n-wymiarowej i rozpatrzmy zlozenie

(D", 577 % (7, XG) 2 (v Y (),

Poniewaz dysk D™ jest zwarty, a wiec jego obraz g,_1(@(D™)) jest zawarty w pewnym szkielecie
Y() c Y, a takze przecina sie jedynie ze skoriczona liczba komorek k-wymiarowych, czyli jego
obraz jest zawarty w zbiorze

Y=Yy g (DFYU---UB.(DF) c Y,

2Nie myli¢ z oznaczeniem X 4 := X x {0} U A x I wprowadzonym w rozdziale o korozwtoknieniach.
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gdzie f3; sa odwzorowaniami charakterystycznymi pewnych komorek k-wymiarowych. Jesli k < n
to nie musimy zmienia¢ przeksztalcenia g], na tej komorce. Zatoézmy wige, ze k > n. Bedziemy
"zsuwaé" odwzorowanie g/, z kolejnych komoérek 3;(D¥). Rozwazmy g/, jako odwzorowanie par

XV uamm), x) I, (YD U B (DF) U -+ U B (D¥), YD U By(DF) U -+ U B,(D¥))

Obie pary sa oczywiscie relatywnymi komorkami, mozemy wiec zastosowaé Wniosek 77 i znalezé
homotopie rel Xg"_l)
F: (X0 0D, X0 )1 — (Y*DUB (DF)U---UB.(DF), Y =D U By (DF)U- - -U B, (DF))

taka, ze F'(—,0) = g}, oraz g, :== F(—,1): Xgn_l) Ua(D") — YE=D U By (DF)U- - -UB.(D*), a wiec
zsunelismy odwzorowanie g/, z komérki 3 (DF). Powtarzajac te procedure najpierw homotopijnie
spychamy obraz komorki a(D™) do Y (#=1) " a nastepnie powtarzamy to samo postepowanie w
odniesieniu do kazdej komorki n-wymiarowej z osobna. Powtarzamy procedure, az zepchniemy
obrazy wszystkich komorek n-wymiarowych do n-szkieletu Y (). Zauwazmy, ze homotopie G,
sa zgodne tzn. Gn|X1(4n71) = (G,_1. Stad wynika, ze odwzorowanie G: X x I — Y jest dobrze
zdefiniowane wzorem F'(x,t) := G, (x,t) jesli x € Xl(qnfl). Jego cigglosé wynika stad, ze topologia
w X jest staba ze wzgledu na filtracje szkieletami, a odcinek jest przestrzenia zwarta (p. Stw. 2.3.3).

O

Whniosek 5.5.1. Jesli dwa przeksztatcenia relatywnych CW —komplekséw fo, f1: (X, A) — (Y, B)
sq homotopijne, to istnieje homotopia bedgca odwzorowaniem komérkowym F: (X, A)xI — (Y, B)
tgczqcea fo 2z fi.

Dowdd. Rozbijmy odcinek na dwie komorki O0-wymiarowe (korce) i jedna l-wymiarowa i zadaj-
my w (X x I,A x I) strukture produktowego CW-kompleksu. Wtedy X x {0,1} € X x I
jest oczywiscie podkompleksem i teze otrzymujemy stosujac Tw. 5.5.1 do wyjsciowej homotopii
H: (X,A) xI— (Y,B) miedzy fo i f1. O

Zad. 5.5.1. Jesli X jest CW-kompleksem takim, ze dimX < 2n — 2 to wlozenie
S™v 8™ C 8™ x S™ indukuje bijekcje zbioréw klas homotopii [X, S™ V S"] ~ [X, 5™ x S"]. Uwa-
ga: Na mocy tw. Sarda ta sama teza jest prawdziwa jesli w zadaniu zastapi¢ CW-kompleks X
rozmaitoscia gtadka M taka, ze dim M < 2n — 2.

Podamy alternatywny dowdd twierdzenia o aproksymacji komoérkowej 5.5.1, analogiczny do
dowodu twierdzenia Whiteheada 5.3.1, korzystajacy z twierdzenia o podnoszeniu przeksztatcern
Tw. 5.3.2.

Lemat 5.5.1. Jesli (Y, B,by) jest punktowang parg przestrzeni takq, ze 7y(Y,B,by) =0 dla g < n
to dowolne przeksztatcenie relatywnego CW-kompleksu f: (X, A, a0) — (Y, B,bp) dim(X \ A) < n
jest rel A homotopijne z przeksztatceniem g: (X, A,a9) — (Y, B,bg) takim, ze g(X) C B.

Dowdd. Teza wynika natychmiast z Tw. 5.3.2 jezeli rozwazymy rozwtdknienie rownowazne z wlo-
zeniem ¢: (B,by) C (Y,by). Grupy jego homotopijnego wlokna to z definicji grupy relatywne
(Y, B, bo) := my—1(F(¢,bo), (b, wp,)). Niech p,: P(t) — Y bedzie homotopijnym kocylindrem
odwzorowania ¢. Rozwazmy diagram

i
A=——— P()=——=B 5.1

T P —=5, (5.1)
J ‘/pL L

X———Y
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w ktérym przemienny kwadrat wynika z Tw. 5.3.2 , a prawy trojkat z Tw. 3.3.6. Odwzorowanie g
definiujemy jako zlozenie ¢ o pp o f gdzie pp jest homotopijng odwrotnoscia so: pp(b,w) :=b. O

Dowdd 2 Tw. 5.5.1. Aproksymacje komorkows konstruujemy szkielet po szkielecie. Oznaczmy
Lff_lmz X=X oraz ¥ Y — Y wlozenia n-tych szkieletow i rozpatrzmy diagram (p.
Diagram 5.1) :

Ly Fa
X (=1 P(Y) (5.2)
7
X fu Py
xm 1 Y

Dlan = 1 konstruujemy przeksztalcenie fo: X (0) — P(:¥) taczac obrazy wierzchotkow f(z) droga-
mi z wierzchotkami w Y. Postepujac indukcyjnie otrzymujemy ciag przeksztatcen f,: X (™ — P(y)
taki, ze diagramy:

X I p,) (5.3)
1 1
fn+1

X(n+1) _ P(LnJrl)

sa przemienne. Zauwazmy, ze kazde z przeksztalceil fn: X(n) — P(1,) definiuje homotopie F, : X (n)x
I — Y taka, ze F,,|X(n —1) x I = F,,_; oraz F,(2,0) € Y oraz Fy,(z,1) = f(r), a wiec otrzy-
mujemy zgodng rodzine homotopii, ktoére definiujg homotopie F': X x I — Y. O

5.6 Homotopijne wlasnosci C'V-komplekséw

Udowodnimy wazne twierdzenie o wtasnosciach homotopijnych CW-komplekséw, bedace wnio-
skiem z twierdzenia o aproksymacji komoérkowe;j.

Zad. 5.6.1. CW-kompleks X jest spojny wtedy i tylko wtedy gdy szkielet X (1) jest tukowo spojny.

Twierdzenie 5.6.1. Niech X bedzie k-spojnym CW-kompleksem (tzn. mqy(X,20) =0 dla g < k).
Wtedy X jest homotopijnie réwnowazny z CW-kompleksem 'Y takim, ze Y ¥) = {0} oraz wszystkie

odwzorowania doklejajgce komdrki sq punktowane, czyli x : \/jeJnH(Sn’ 1) — (Y™ y).

Dowdd. Indukcyjnie zbudujemy ciag homotopijnych rownowaznosci CW-kompleksow
X—-Yy—=Y —----2Y,

takich, ze Yq(l) = {yo} dla i < q. Wowczas CW-kompleks Y}, bedzie tym szukanym.

Zacznijmy od przypadku g = 0, czyli X jest przestrzenia spojna i wybierzmy wierzchotek {xq}.
Kazdy inny wierzcholek {x;} e, mozna polaczyé z x droga lezaca w szkielecie XM (por. zad 5.6.1
lu tw. o aproksymacji komorkowej 5.5.1) . Kompleks Yy zbudujemy w trzech krokach. Doklejajac
komorki 1 i 2 wymiarowe zbudujemy kompleks Y{, ktorego X jest podkompleksem, tak ze wlozenie
X < Yy jest homotopijna réwnowaznoscia, oraz w Yy istnieja roztaczne komérki jednowymiarowe
(krawedzie) taczace xo z wierzchotkami z;.
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Krok 1j. Dla kazdego j € Jy przyklejamy komoérke 1-wymiarowa UJQ, przy pomocy odwzorowania
(D',1) D (8°,1) — (X 20), 0 — {x;}, 1 — {x0}. (Na rysunku wierzcholki oznaczone sa e;, a
doklejone komorki to tuki zaznaczone grubsza linia.)

Krok 2y. Dla kazdego j € Jy przyklejamy komorke 2-wymiarowa przy pomocy odwzorowania
(D%,1) D (S*, 1) — (XM, z), ktére na gornym potokregu St jest komorka doklejona w Kroku 1,
a na dolnej S droga w;. Tak otrzymany kompleks nazywamy Y. Oczywiscie X jest podkomplek-
sem i retraktem deformacyjnym, bo dla kazdej dwuwymiarowej komérki dolna potsfera S~ jest
retraktem deformacyjnym dysku. (Na rysunku doklejone dyski sa zaznaczone rownoleglymi liniami
pionowymi.)

Krok 35. W kompleksie Y? podkompleks 1-wymiarowy Kg := \/ iedo a? (bukiet odcinkow) jest
Sciagalny. Zatem odwzorowanie ilorazowe Y° — YO°/\/ jedo a? =: Yy jest homotopijna réwno-
waznoscia. Kompleks Yy ma tylko jedna komorke zerowymiarows, ktora nadal oznaczamy {zg}.
Dostajemy wiec homotopijng rownowaznosé (X, zg) — (Yo, 2o). Zauwazmy, ze 1-szkielet w Yy jest
bukietem okregow.

Zalozmy, ze zostal skonstruowany kompleks Y,_1, czyli Y@= = pt, a wiec V(@ jest bukietem
sfer g-wymiarowych. "Zabijamy" ten szkielet analogicznie jak w przypadku 0-wymiarowym. Opisze-
my te konstrukcje skrotowo: Dla dowolnej komoérki ¢ wymiarowej rozpatrzmy odwzorowanie charak-
terystyczne x;: (D?,S8971,1) — (X(@ 24, x), ktore definiuje wlozenie x;: (S9,1) — (X o).
Poniewaz 7,(X,z0) = 0, rozszerza si¢ ono do odwzorowania (D47!,1) — (X, x¢). Na mocy tw. o
aproksymacji komoérkowej mozemy wybrac to odwzorowanie tak, zeby x (DY) c X (¢+1) Rozwaz-
my sfere 911 jako CW-kompleks sktadajacy sie z czterech komoérek: O-wymiarowej, g-wymiarowej
(rownik) i dwoch ¢ + 1-wymiarowych (dwie polsfery), oznaczanych Sfrl, 59+ Stworzymy CW-
kompleks Yq’ 1 doklejajac dla kazdej komorki g-wymiarowe]j egzemplarz sfery S}IH przez skonstru-
owane wyzej przeksztalcenie (D971, 1) — (X, x¢), gdzie dysk D?+! identyfikujemy z dolng polsfera

S91 W powstatym CW-kompleksie bukiet komorek K, := \é ngl jest podkompleksem $ciggal-
JE€Tn

nym, zawierajacym szkielet X (9. Zlozenie odwzorowan ¥ — Y, — Y,/K, =Y, jest homotopijna
réwnowaznoscig, a Yy jest szukanym CW-kompleksem, w ktorym (Yq)(‘” = xg. Sprawdzenie, ze
mozna zapewni¢ iz zachowujac typ homotopii, mozna zapewnié, ze przeksztalcenia charaktery-
styczne wszystkich komoérek sa punktowane pozostawiamy czytelnikowi jako ZADANIE. O

Puc. 34

Rys. Doklejanie komorek 1-wymiarowych w celu $ciagniecia 0-szkieletu do punktu. [7]
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Rozdzial 6

Grupy homotopii C'W-komplekséw

CW -kompleks powstaje przez sukcesywne doklejanie komoérek. Jezeli chcemy policzyé jego gru-
py homotopii, to naturalnym jest pytanie, jak zmieniaja sie one po doklejeniu jednej komorki.
Zaczniemy od odpowiedzi na nie.

6.1 Grupy homotopii relatywnych komoérek

Niech (X, A, ap) bedzie n-wymiarowa relatywna komorka z wyrdznionym punktem. Zbadamy grupy
homotopii 7 (X, A, ag) dla k < n. Przypomnijmy, ze elementy tej grupy moga by¢ interpretowane
jako klasy homotopii przeksztalceri (D¥, S¥=1 1) — (X, A.ag) a dowolna droga w: I — A taka, ze
w(0) = ag, w(1) = a1 wyznacza izomorfizm hy,j: (X, 4, a0) — (X, A,a1) (p. Wn. 4.4.5) ; a
wiec grupa podstawowa w1 (A, ag) dziala na grupie relatywnej 7, (X, 4, ag). Jesli k > 2 to grupa
relatywna 7 (X, A4, ap) jest abelowa, a wiec dzialanie 7 (A, ag) rozszerza sie do struktury modutu
nad pier§cieniem grupowym Z[m (A, ag)].

Zad. 6.1.1. Opisz zbior m (X, A,ap) = 0 jesli (X, A, ap) jest 1-wymiarowa relatywna komorka.
Twierdzenie 6.1.1. Niech (X, A, ag) bedzie n-wymiarowq (n > 2) punktowang relatywng komdrka
ax: (D", 8" 1 1) — (X, A ag) jej odwzorowaniem charakterystycznym. Wtedy

1. Grupa mp(X, A, a0) =0 dla k < n.

2. Grupa m,(X, A, ag) jest generowana przez elementy (A, ag)-orbity klasy homotopii [X].

3. Gdy n > 2 grupa m,(X, A, ag) jest wolnym Z[m1 (A, ag)]-modutem generowanym przez klase

homotopii [X].
Uwaga 6.1.1. Przypadek n = 2 jest de facto pokryty przez twierdzenie van Kampena, ktore opisuje
homomorfizm m (4,a9) — (X, ag), bowiem ciag mo(X, A, ag) 9, m1(A4,a0) — m(X,a0) jest
doktadny.

Zauwazmy, ze pkt.1 wynika natychmiast z twierdzenia o aproksymacji przeksztalceri komorek
przeksztalceniem regularnym p. Wniosek 5.4.4 oraz Zad 4.4.4. Dow6d punktu 2. poprzedzimy
lematami. Dow6d punktu 3 bedzie wymagat wprowadzenia nowego pojecia - stopnia przeksztalcenia
oraz pewnej wiedzy o nakryciach.

Lemat 6.1.1. Niechn > 2 oraz {p1,...,pr} C D" c D" bedzie skoriczonym podzbiorem wnetrza
dysku. Wiozenia (D™, D™\ {p1,...px},1) C (D™, D"\ {pi},1) i dla ¢ < n indukujg izomorfizm
grup homotopii

k k
71-q(l)rzl)n \ {pla"'pk}al) - Hﬂq(DnaDn \ {pi}’l) = @ﬂ-q(Dnan \ {pi}vl)

i=1
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przy czym element [(D™, S"~1, 1) C (D™, D"\{p;},1)] € m.(D™, D"\{p;}, 1) jest obrazem elementu
(D™, 8" 1 1) X5 (D™, D"\ {p1,...px},1)] € mu(D", D™\ {p1,...pr},1) bedgcego przeciggnieciem
afinicznego zanurzenia (D™, 8", 1) <5 (D™, D"\ {p1,...pr},1) na dysk o srodku w punkcie p;,
nie zawierajgcy zZadnego innego punktu p;, przez droge tgczgeq w, D™ \{p1,...px} punkt 1 z 1;(1).

W dowodzie lematu 6.1.1 skorzystamy z wtasnosci jednorodnosci przestrzeni euklidesowej, opi-
sanej w nastepujacym zadaniu.

Zad. 6.1.2. Jesli n > 1 to dla dowolnych dwoch ciggéow roznych punktéw pi,...px € R™ oraz
pi,...p, € R™ istnieje homeomorfizm h: R™ — R™ taki, ze dla kazdego 1 < i < k, h(p;) = pj.
Co wiecej mozna wybra¢ homeomorfizm h o zwartym nosniku (tzn. taki, ze poza pewnym zbiorem
zwartym jest identycznoscia.).

Dowdd. Korzystajac z Zad.6.1.2 mozemy zalozy¢, ze p; = (0, —1+ k%rl, ...,0). Majac tak wygodnie
rozmieszczone punkty rozpatrzmy bukiet B := D?_l \VARERV D,?:ll ztozony z k — 1 dyskéw n — 1
wymiarowych zaczepionych w punkcie 1 i dzielacych dysk D™ na k podzbioréw, z ktoérych kazdy
zawiera dokladnie jeden punkt p;. Na rysunku pokazano taki podzial dla n = 2 i k = 3. Podzial
dysku D? dla wiekszej k punktéow uzyskujemy rozkladajac je na osi pionowej i wprowadzajac
k —1 siecznych, a w wyzszych wymiarach przez zawieszenie dysku 2-wymiarowego z wyréznionymi
siecznymi.

DA2

Rys. Podzial dysku D? na sektory zawierajace po jednym punkcie p;. B = D V D3
Wtlozenie bukietu jest korozwléknieniem, bukiet jest §ciagalny a wiec odwzorowanie ilorazowe

k
(Dn’Dn \ {pi}’l) 22, (Dn/B’Dn \ {pi}/Bal) = \/(Dn7Dn \ {pi}71)

i=1
jest homotopijng rownowaznoscia. Mamy wiec dla n > 2 izomorfizm

k k
(D", D"\ {p1, ..ok}, 1) = mn(\/ (D™, D"\ {p;}, 1) = @wn(D”,D” \ {pi}, 1).

i=1
Ostatni izomorfizm wynika z twierdzenia o aproksymacji komérkowej p. dowod Tw. 6.2.2, poniewaz

k k

k k
m(\/ (D", D"\ {pi}, 1) ~ mpa (\/(S"7,1) ~ @wn_l(sn—l, 1) ~ @ﬂn(pn, D"\ {p;i},1).

=1 =1
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(Znajomosé grupy m,_1(S"~1,1) nie jest koniecznal)
Rozpatrzmy teraz element w m, (D™, D™\{p;}, 1) zadany przez wlozenie (D™, S"~1 1) C (D™, D™\ {pi}, 1).
Odwzorowanie to jest swobodnie homotopijne z wlozeniem ¢} : (D", S"~1) C (D™, D"\ {p;}) na
dowolny dysk o $rodku w punkcie p;. Zatem element [(D™, 5™, 1) C (D™, D"\ {pi},1)] = huy[1]]
dla pewnej drogi W/ (p. Stw. 4.4.4). Odwzorowania ¢; : (D", S"~11) — (D", D"\{p1,...pr},ti(1))
i droga w; takie, ze pg o t; = ¢} i pp o w; = W] spelniaja teze. Zauwazmy takze, ze zlozenie

k
(D™, D"\ {p;},1) =% (D"/B, D"\ {p:}/B,1) = \/ (D", D"\ {p;}, 1) — (D", D"\ {p;}, 1)
i=1
jest oczywiscie homotopijne z wlozeniem (D™, D™\ {p1,...px},1) C (D™, D™\ {p;},1). O

Uwaga 6.1.2. Dla n = 2: ma(D? D?\ {p1,...px},1) = m1(D?\ {p1,...px},1) jest grupa wolng
nieabelowa o k-generatorach.

Whniosek 6.1.1. Niech a: (D™, 1) — (X,, z0) bedzie odwzorowaniem takim, Ze przeciwobraz pew-
nego punktu y € X, y # g jest zbiorem skoriczonym, zawartym we wnetrzu dysku
ten. a~Hy) = {p1,...,px} C D". Jeslin > 2, to sferoid

[O‘: (Dnvsnilv 1) - (X’X \ {y}axO)} € Wn(XvX \ {y},xo)

jest postaci £hy, j([c1]) £ -+ £ hy, ) ([ar]) gdzie D} C D" jest dyskiem o srodku w p;, nie zawie-
rajgeym zZadnego punktu p; dla i # j, oy = a|(D}?, D? \ {p:}) , a [wi] jest drogg w X \ {y} taczqcq
punkt a(1;) z xg.

Dowdd. Wynika natychmiast z Lematu 6.1.1 O

Lemat 6.1.2. Niech 0 € U C R™ oraz f : (U,U \ {0}) — (R™,R™\ {0}) bedzie dyfeomorfizmem.
Wtedy istnieje otoczenie U’ 3 0 takie, ze f ~ Dfy: (U, U"\ {0}) — (R™,R™\ {0}).

Dowdd. Zdefiniujemy homotopie H : D fy ~ f na dowolnym dysku U’ C U o srodku w 0 € U’ przy
pomocy ilorazu réznicowego:

Ho ) = fv)/t dla t>0
YT\ Dy dla t=0

O

Lemat 6.1.3. Dowolny izomorfizm liniowy A : (R™,R™\ {0}) — (R™,R™ \ {0}) jest homotopijny
z identycznodcig I : (R™,R™\ {0}) — (R™,R™\ {0}) lub odbiciem w hiperpowierzchni
R’:(R™ R\ {0}) — (R™,R™\ {0}).

Dowdd. Wystarczy przypomnieé¢ (zad. lub p. [1]), ze grupa liniowa GL(n,R) ma dwie sktadowe
tukowej spdjnosci sktadajace sie odpowiednio z macierzy o wyznaczniku dodatnim i ujemnym. [

Dowdd Tw. 6.1.1 pkt. 2. Niech (X, A, ap) = (D" Uy A, A,1x) bedzie n-wymiarows relatywna ko-
morka z punktem wyréznionym 1y := [1]. Dla dowolnego punktu z € D™ wlozenie (X, A, ag) C (X, X \ {2}, ao)
jest homotopijna rownowaznoscia.
Niech a: (D™, 8" 1 1) — (X, A, ag) bedzie dowolnym sferoidem. Na mocy Tw. 5.4.1 mozemy
zaktadaé, ze odwzorowanie o posiada wartosé regularna. Dla wygody mozemy zalozyé, ze jest
to érodek doklejonego dysku Ox € X \ A oraz oznaczy¢ a~*(0x) = {p1,..,px} C D". W kazdym
punkcie p; zdefiniowana jest pochodna Day, i jest ona izomorfizmem, a wiec o jest dyfeomorfizmem
W pewnym otoczeniu D" > U; 3 p; (p. rysunek ponizej).
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DY

Rys. Dzialanie przeksztalcenia a wokot punktow regularnych.

Zastosujemy Stw. 6.1.1 do odwzorowania

a: (D™, D" \A{p1,...p}, 1) = (X, X \ {y}, z0).
Dla kazdego punktu p; wybierzmy maly dysk D; > p; o srodku w p;, taki ze

a; = a|D;: (Di, Di \ {pi}) — (X, X \ {0x})

jest dyfeomorfizmem na obraz. Pozostajac w klasie homotopii mozna zmienié¢ a; tak, zeby «;(1;) = 1x.
Na mocy Lematéow 6.1.2 i 6.1.3 odwzorowanie to jest homotopijne z wlozeniem matego dysku lub
z odbiciem, a wiec odwzorowaniem +y gdzie

x: (D", D"\ {0}) — (X, X\ {0x})

odwzorowaniem charakterystycznym komorki. Z Lematu 6.1.1 otrzymujemy, ze

[a] = £hp, (IX]) £ - - £ Ay, (IXD)

gdzie [w;] € m (X \ {0x},1x) ~ m(A,1x). Udowodniliémy w ten sposob, ze m,(X, A,ag) jest
71 (A, 1x)-modutem z jednym generatorem (co wystarcza nam do wykazania twierdzenia o do-
klejaniu komorki Tw. 6.1.2). Zeby pokazaé, ze jest to modul wolny, trzeba skorzysta¢ z teorii
nakryé. O

Twierdzenie 6.1.2. Niech (X, A) bedzie n + 1-wymiarowq relatywng komdrkg (n > 1), a
X : (8™, 1) — (A,a9) odwzorowaniem doklejajgcym. Wiozenie j : A — X jest n-réwnowaznosciq,
przy czym ker{ju : m;(A, ap) — mi(X, a0)} jest m1(A, ag)-modutem generowanym przez klase [x]

Uwaga 6.1.3. W przypadku n = 1, ker{m (4, ao) I#, m1(X,ap)} jest podgrupa normalna gene-
rowana przez klase [a]. Ponizszy dowod obejmuje tez te sytuacje; inny dowod opiera sie na tw.
Seiferta - van Kampena [TOPOLOGIA II]

Dowéd Tw. 6.1.2. Rozpatrzmy ciag dokladny grup homotopii pary (X, A, ap):

= w1 (X, A ag) 9, mi(A, ao) #, mi (X, bo) 2%, mi(X, A, ag) 9,

ktory jest ciagiem 71 (A, ap)-modutéw. Z Tw. 6.1.1 pkt. 1 wiemy, ze m;(X, A,a0) =0dlai < n,a
wiec jyu : (A, a0) — mi (X, ap) jest izomorfizmem dla ¢ < n i epimorfizmem dla ¢ = n.
7 doktadnodci ciagu pary wynika, ze

ker{mi(A, a0) 25 mi(X, a0)} = im{mns1 (X, A, a0) L 1 (A, ao)}.

Teza wynika wiec natychmiast z Lematu 6.1.1, bowiem 9[x] = [x]. O
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6.2 Grupy homotopii sfer

Grupy homotopii sfer 7;(S™,1) stanowia jedna z najwiekszych zagadek topologii. Znanych jest
wiele szczegotowych wyliczen dla "bliskich" wartosci k, n a takze kilka fundamentalnych twierdzen
o zachowaniu wszystkich grup homotopii np. twierdzenie J. P. Serre’a moéwiace, ze dla kazdego
k > 0 i dostatecznie duzych n grupy m,1x(S™, 1) sa skoriczone. Wiecej informacji mozna znalezé
w Wikipedii a znacznie bardziej zaawansowany przeglad wynikéw 1 metod tutaj.

W tym rozdziale zajmiemy sie grupami homotopii w "poczatkowych" wymiarach. Wyniki po-
przednich rozdzialéw pozwalajg udowodnié¢ nastepujace:

Twierdzenie 6.2.1. Niech (S™, 1) bedzie sferq euklidesowq.

0 dia n=1,k>1
" 0 dia k<n
V=32 de k=
Z

dla k=3, n=2

Generatorem grupy 7,(S™, 1) jest klasa identycznosciid: (S™,1) — (S™, 1), a grupy 73(S?,1) klasa
rozwtdknienia Hopfa p: (S3,1) — (S2,1).

Zaciekawionego czytelnika poinformujemy, ze grupy ms (S3,1) ~ 75(5*,1) ~ - -+ =~ 1,41 (S™, 1) =~ Zy
- zgodnie ze wspomnianym twierdzeniem Serre’a jest to grupa skoriczona. Dowdd niestety wykracza
poza narzedzia omodéwione w tym skrypcie.

Dowéd Tw. 6.2.1. Dlan = 1 teza wynika z teorii nakry¢ - badamy nakrycie uniwersalne p: R — S*.
Sfera S™ jest oczywiscie relatywna komorka - powstaje przez doklejenie dysku do punktu. Punkt 1
wynika wiec natychmiast z Tw. 6.1.1 pkt. 1. Z punktu 2 tego samego twierdzenia wynika, ze grupa
T (S™, 1) jest grupa cykliczng generowana przez identycznosé, nie wiemy jednak czy jest wolna.
Bedzie to wynikalo z istnienia nietrywialnego homomorfizmu deg: m,(S™,1) — Z, czyli stopnia
odwzorowania, ktory omawiamy w nastepnym podrozdziale.

Obliczenie 73(S52, 1) jest mozliwe korzystajac z rozwloknienia Hopfa. Analizujac poczatkowe wy-

razy ciggu doktadnego homotopii tego rozwloknienia otrzymujemy, ze homomorfizmy: 73(S®) 2, 1y (S?)
oraz m(S?) 2, 71(S1) ~ Z sa izomorfizmami. Zauwazmy, ze przy okazji obliczyliémy innym spo-
sobem grupe ma(S?). O

Wazne przykltady nietrywialnych przeksztalcen sfer sa definiowane przy pomocy struktur mul-
typlikatywnych (mnozenia) na przestrzeniach kartezjariskich. Okazuje sie, ze dwuliniowe mnozenie
R™xR™ — R™ mozna sensownie zdefiniowa¢ tylko w przypadkach, gdy n = 1, 2,4, 8. To twierdzenie
jest jednym ze spektakularnych osiagnie¢ topologii algebraicznej. ponizej fragment z materiatow
do wyktadu z Topologii Algebraicznej I w jezyku angielskim:

A structure of a normed associative and commutative R-algebra (i.e. a sensible multi-
plication) can be defined only on the caretesian spaces R” for n = 1,2 where R! = R
- real numbers, R? = C - complex numbers (pairs of real numbers.) A structure of
an associative but not commutative R-algebra can be defined for n = 4 on pairs of
complex numbers R* = H - quaternions. Further, if we omit the associativity assump-
tion, then a R-bilinear multiplication can be defined for n = 8 on pairs of quaternions
R® = O-octonions. Moreover, we have inclusions of R-algebras R ¢ C C H € O and a
conjugation on O restricts to the usual conjugation of quaternions and complex num-
bers. A norm on O is defined as usual ||o]|?> = 0o* thus ||od’|| = ||o]|||o||. If F = R, C, H, O
then any cartesian space F™ carries a structure of an F-module (vector space) via mul-
tiplications of coordinates and an F-valued (hermitian) scalar product is defined in the


https://en.wikipedia.org/wiki/Homotopy_groups_of_spheres
http://math.mit.edu/~guozhen/homotopy%20groups.pdf

92 ROZDZIAL 6. GRUPY HOMOTOPII CW-KOMPLEKSOW

usual way: (v, w) := X v;w], where * denotes conjugation. Vectors of lenght 1 constitute
a group for F = R, C,H and an H-space for F = O (i.e. multiplication is not associative,
but associative up to homotopy) .

Niech F =R, C, H, O i oznaczmy dr := dimg F. Jednopunktowe uzwarcenie F bedziemy utoz-
samiaé ze sferg S%. Definiujemy odwzorowania S24—1 2 Fu {00} ~ 8% zadane przez dzielenie
par elementéw odpowiedniego ciala: pp(x1,z2) := x1/x9. Przeciwobrazy punktoéw przy odwzoro-
waniach pr sa homeomorficzne ze sferami S%~!. Przeksztalcenia py sa nazywane wigzkami Hopfa'.

Zad. 6.2.1. Przeksztalcenie pg jest homeomorficzne (w kategorii 7°° 'y dwukrotnym nakryciem
py ST — S pa(2) = 22, a przeksztalcenie pc jest homeomorficzne (w kategorii 7 S* 4 rozwlok-
nieniem Hopfa p: $3 — S2.

Stwierdzenie 6.2.1. Wigzki Hopfa sq lokalnie trywialne, a wiec sq rozwtdknieniami.

Dowdd. Na podzbiorze otwartym F C S% definiujemy przekroj so: F — S?%~1 wzorem
so(y) == ||(y,1)||7(y, 1) i odpowiednio s : (F\0)U{oc} — S2%~1 Przekroje zadaja trywializacje
np.
ho: F x p (1) = pg ' (F)
dang wzorem: ho(y,x) := so(y)x. O

Zad. 6.2.2. Korzystajac z ciagu dokladnego rozwloknienia dla wiazek Hopfa i Stwierdzenia 4.4.2
wykaz nastepujace izomorfizmy grup homotopii sfer:

° 7Ti<S4> ~ 71'1‘(57) D 7Ti,1<53> dla ¢ > 2,
L] 7'('7;(58) >~ ’/Ti(Sls) @7’1’1',1(57) dla ¢ > 2.
Wywnioskowaé stad, ze wiazki Hopfa nie sa homotopijne z odwzorowaniami stalymi.

Twierdzenie 6.2.1 oraz twierdzenie o aproksymacji komoérkowej 5.5.1 pozwola nam obliczy¢

grupy homotopii produktu i bukietu sfer. Niech \/ S™ bedzie bukietem sfer n-wymiarowych, in-
icJ
deksowanym pewnym zbiorem J.

Twierdzenie 6.2.2.
wn(\/ Sl ~

icJ

F(J) dla n=1
Fup(J) dla n>1

gdzie F(J) (odp. Fop(J)) oznacza grupe wolng (odp. wolng abelowq) generowang przez zbior J.
Generatory sq zadane przez wtozenia sfer w bukiet.

Dowdd. Zauwazmy, ze dla kazdego n wystarczy udowodni¢ twierdzenie dla skoriczonych zbioréw
wskaznikow, bowiem \/ S™ = colim j/; \/ S™ gdzie J' C J przebiega podzbiory skoniczone w J.
icJ ieJ

Poniewaz sfera a takze jej iloczyn przez odcinek sa przestrzeniami zwartymi, wiec obraz dowolnego
sferoidu a takze homotopii miedzy sferoidami miesci sie w pewnym skoriczonym bukiecie.

Dla n = 1 teza wynika z twierdzenia van Kampena, ktére moze byé wykazane przy pomocy
teorii nakryé.

Dla n > 1 i zbioru skoiiczonego J' rozpatrzmy grupe homotopii produktu

ﬂn(H S"1) =~ Hﬂ'n(S’”, 1) >~ @Z ~ Fup(J")
T T Z

Rozwazmy rozbicie produktu sfer na CW-kompleks wyznaczone przez rozbicie sfery na dwie ko-

morki. Wtedy szkielety (S™ x --- x §™)() = ... = (87 v...8")@=1) = g7 v ... v S" Wynika
stad, ze dla n > 1 wlozenie bukietu w produkt indukuje izomorfizm grup homotopii w wymiarach
< 2n—2. O

IHeinz Hopf (Gribchen k/Wroctawia 1894 — 1971 Zollikon k/Zurichu)


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hopf.html
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6.3 Stopienn odwzorowania S" — S"

Kazdemu odwozrowaniu f: S™ — S™ mozna przypisa¢ liczbe caltkowita deg(f) € Z w taki sposob,
ze definiuje ona homomorfizm deg: 7, (S™,1) — Z. Jest kilka metod konstrukeji stopnia: przy po-
mocy topologii rozniczkowej (p. [12] lub homologii (p. []). Stopien mozna zdefiniowaé w ogdlniejszej
sytuacji, odwzorowan dowolnych rozmaitosci zorientowanych f: M — N tego samego wymiaru,
zakladajac, ze N jest spojna. Odsylajac czytelnika do odpowiednich zrodel, podsumowujemy tutaj
wtasnosci stopnia:

Twierdzenie 6.3.1. Niech f: S™ — S™. Przyporzqdkowanie f ~» deg(f) ma nastepujgce wtasno-
Sci:

1. Jest homotopijnym niezmiennikiem, wiec definiuje odwzorowanie deg: m,(S™,1) — Z
2. Odwzorowania deg: m,(S™,1) — Z jest homomorfizmem,
3. deg(id: 8™ — S™) =1, a wiec deg: 7,(S™, 1) — Z jest epimorfizmem.

Whniosek 6.3.1. Homomorfizm deg: 7,(S™,1) — Z jest izomorfizmem.

Zad. 6.3.1. Dla danego d € Z wskaz odwzorowanie stopnia d.

Zauwazmy, ze stopienn odwzorowania mozna okresli¢ dla dowolnego odwzorowania n-wymiarowych
relatywnych komorek, majac wybrane (klasy homotopii) odwzorowan charakterystycznych. Dowol-
ne odwzorowanie f: (X, A) — (Y, B) wyznacza przeksztalcenie przestrzeni ilorazowych (strzatki
pionowe sa odwzorowaniami ilorazowymi)

X

(D", 8™ 1) (X,A) (D", S™1) (6.1)

. N

(57,1) (X/A, %) —— (Y/B, %) < (§",1)

ol

Definiujemy deg(f) jako stopien ztozenia przeksztatcen przestrzeni ilorazowych (dolny wiersz). Dla

dowolnej n-wymiarowej komorki (X, A), n > 1 stopien wyznacza homomorfizm deg: 7, (X, 4, a9) — Z

- zauwazmy, ze jest to ztozenie homomorfizmow 7, (X, A4, ag) 2, T (S™, 1) RNy ,edzie ¢: (X, A, a0) — (S™,1,1)

jest odwzorowaniem ilorazowym.

Stwierdzenie 6.3.1. Dla dowolnej n-wymiarowej komdorkin > 1 homomorfizm deg: m,(X, A, ag) — Z
jest epimorfizmem. Jesli przestrzen (A, ap) jest jednospdjna, to jest to izomorfizm.

Dowdd. Stopieri odwzorowania charakterystycznego komorki x: (D", S"~1) — (X, A) jest réwny
1, bo odwzorowanie ilorazowe definiowane przez  jest identycznoscia. Jesli przestrzen A jest jedno-
spojna, to na mocy Tw. 6.1.1 grupa 7, (X, A, ap) jest cykliczna, a wiec deg jest izomorfizmem. [

Zad. 6.3.2. Rozwazajac nakrycie uniwersalne relatywnej komorki (X, A) udowodnij Tw. 6.1.1 pkt. 3.

6.4 Grupy homotopii przestrzeni jednorodnych
grup liniowych

Dla ciat F = R, C, H grupa multiplikatywna F* :=F \ {0} dziala wolno na przestrzeni F**1\ {0}
przez mnozenie przez skalar na kazdej wspolrzednej. Definiujemy n-wymiarowa przestrzen rzutowa
nad cialem F jako przestrzen orbit tego dzialania: FP(n) := (F**1\ {0})/F*. Zauwazmy, ze
Sd==1 < F* jest podgrupa, mnozenie przez elementy ze sfery S ~! C F* zachowuje norme,
mamy wigc S%(+1)-1/gdr=1 — FP(p),
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Zad. 6.4.1. Rzutowanie na przestrzen orbit pp : G=(nt1)—=1 _, FP(n) jest przeksztalceniem
lokalnie trywialnym, a wiec rozwléknieniem.

Dowdd. Wystarczy wskazaé¢ przekroje nad zbiorami z kanonicznego atlasu przestrzeni rzutowej,
czyli zbiorach postaci Uy := {[xo, ..., Tn] |z # 0}.

1 Tn T1 Tp

se(@) = 1=, =T =),

T T T T
Majac przekroje konstruujemy trywializacje tak jak w przypadku wiazek Hopfa (p. Stw. 6.2.1). O

Rozwloknienia pf : S&(+D)=1 _ FP(n), ktorych wloknami sa sfery S ~! pozwalaja powiazac
grupy homotopii sfer z grupami homotopii przestrzeni rzutowych.

Zad. 6.4.2. Oblicz m;(FP(n)) dla cial F = R, C,H i matych i.

Zad. 6.4.3. Udowodnij, ze m,(5?) = 7,(S® x CP(00)) dla kazdego n. Udowodnij, Zze S? nie jest
homotopijnie réwnowazne S® x CP(oc0). Jak pogodzié¢ ten przyklad z twierdzeniem Whiteheada?

Dla cial F = R, C oznaczamy GL(n,F) grupe macierzy odwracalnych a O(n,F) C GL(n,F) jej
podgrupe skladajaca sie z przeksztalcen zachowujacych norme (a wiec iloczyn skalarny na F = R
i iloczyn hermitowski dla F = C).

Zad. 6.4.4. O(n,F) C GL(n,F) jest zwarta oraz jest silnym retraktem deformacyjnym. Wsk.
przeksztalcenie odwrotne GL(n,F) — O(n,F) jest dane przez ortonormalizacje Grama-Schmidta.

Definiujemy odwzorowania ev : O(n,F) — S"¥ =1 ey(A) := A(1,0,...,0). Istnieje homeomomor-
fizm O(n,F)/O(n — 1,F) ~ S"¥%~1 przy ktérym projekcja ilorazowa odpowiada odwzorowaniu
ev.

Zad. 6.4.5. przeksztatcenie ev : O(n,F) — S™%~! jest lokalnie trywialne, a zatem jest rozwlok-
nieniem. Wsk. Aby skonstruowaé trywializacje wystarczy znalezé przekrdj ev nad S\ {v}.

Zad. 6.4.6. Grupa liniowa GL(n,C) jest spéjna, a GL(n, R) ma dokladnie dwie sktadowe spojne.

Zad. 6.4.7. Niech i: O(n — 1,F) — O(n,F) bedzie zanurzeniem grup zdefiniowanym przez natu-
ralng incluzje F*~! C F*. Wykaz, ze i jest (ndp — 2)-réwnowaznoscia. Zauwaz, ze dla danej liczby
i > 0 1 dostatecznie duzej liczby n grupy m;(O(n,F)) nie zaleza od n. Oblicz je dla malych i.

6.5 Przestrzenie Eilenberga-MacLane’a

Przestrzeniami Eilenberga’ -MacLane’a® nazywamy tukowo spéjne przestrzenie, ktoérych tylko jed-

na grupa homotopii jest rozna od zera. Dokladniej:

Definicja 6.5.1. Niech 7 bedzie grupa a n liczba naturalng. Lukowo spojna przestrzen X jest
przestrzenia Eilenberga-MacLane’a (EM) typu K (7, n) jesli

m dla g=n
me(X, o) =

0 dla gq#n.
Mowimy, ze tukowo spdjna przestrzeni X jest przestrzenia Eilenberga-MacLane’a (EM) w wymiarze
n jesli X jest typu K(m,n) dla pewnej grupy .

2Samuel Eilenberg (Warszawa 1913 — 1998 New York)
3Saunders MacLane (Taftville, CN, USA 1909 — 2005 San Francisco)


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Eilenberg.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/MacLane.html
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Poniewaz grupy homotopii w wymiarze > 1 sa przemienne, wiec przestrzenie EM typu K (m,n) dla
n > 1 mogg istnieé¢ tylko jesli 7w jest abelowa.

Twierdzenie 6.5.1. Dla dowolnej grupy = istnieje CW -kompleks typu K(m,1). Dla dowolnej
grupy abelowej m i liczby n > 1 istnieje CW -kompleks typu K (mw,n).

Dowdd. Dowdd opiera si¢ na znajomosci grup homotopii bukietéw sfer 6.2.2 oraz twierdzeniu o
doklejaniu komorki 6.1.2.

Dla n = 1 rozpatrzmy prezentacje grupy 7 jako iloraz grupy wolnej (nieabelowej) m# = F/N.
Konstruujemy kolejno szkielety szukanej przestrzeni zaczynajac od X (1) = \/ S! - bukietu okregow
takiego, ze (X (1),370) = F. Nastepnie wybieramy generatory podgrupy normalnej N (moga
to by¢ wszystkie jej elementy, choé¢ to wybor nieekonomiczny) i doklejamy do 1-szkieletu dyski
D?, otrzymujac kompleks X(?). Na mocy twierdzenia van Kampena (czyli Tw. 6.1.2 dla n =
1) otrzymujemy, ze w1 (X, 29) = 7. Przestrzen X(® moze posiada¢ nietrywialne elementy w
grupie s (X @), xo), ktore "zabijamy” doklejajac komorki 3-wymiarowe. Postepujac tak w kolejnych
wymiarach otrzymujemy C'W-kompleks X typu K (m,1).

W przypadku gdy n > 1, grupa 7 musi byé¢ abelowa, wiec przedstawiamy ja w postaci ilorazu
7 = Fu/N, gdzie Fyy, jest wolna grupa abelowa. Zaczynamy konstrukcje od szkieletu X (™) =\/ S™

- bukietu sfer n-wymiarowych takiego, ze m, (X, z) = Fy;. "Zabijamy” elementy w kolejnych
wyzszych grupach homotopii tak jak w przypadku n = 1, otrzymujac przestrzen X typu K(mw,n).
O

Dla dowolnej grupy 7 mozna skonstruowaé przestrzen typu K (1) inna metoda, korzystajac z
homotopijnych wtasnosdci przestrzeni nakrywajacych. Wystarczy w tym celu znalezé przestrzen
Sciagalna Em na ktorej grupa 7 dzialta tak, aby projekcja na przestrzen orbit Em — (E7)/m =: Bn
byta nakryciem (a wiec rozwidknieniem). Stad m1(Bw) ~ 7 oraz m,(Bw) = 0 dla ¢ > 1. Dla kon-
kretnych grup mozna czesto wskazaé taka przestrzen analizujac geometryczng interpretacje grupy
np. jako grupy izometrii przestrzeni euklidesowej. Dla dowolnej grupy , przestrzen Em mozna zbu-
dowa¢ jako polaczenie (join) przeliczalnie wielu egzemplarzy grupy 7 rozpatrywanej z topologia
dyskretna. Jest to szczegblny i tatwiejszy przypadek tzw. konstrukcji Milnora, przy pomocy ktorej
dla dowolnej grupy topologicznej G buduje sie przestrzen $ciagalng EG z wolnym dzialaniem grupy
G, takim ze projekcja EG — EG/G =: BG jest odwzorowaniem lokalnie trywialnym ([9]).

Przyktad 6.5.1. Przyktady poznanych przestrzeni EM:

e Okrag S jest przestrzenia typu K(Z,1);

e Rzeczywista oo-wymiarowa przestrzen rzutowa RP(00) jest przestrzenia typu K (Zo, 1);

e Zespolona co-wymiarowa przestrzen rzutowa CP(co) jest przestrzenia typu K(Z,2);

o Jesli X jest przestrzenia typu K (m,n) to przestrzen petli QX jest przestrzenia typu K (w,n — 1).
Uwaga. Kwaternionowa przestrzen rzutowa HP(oo) nie jest przestrzenia EM. Dlaczego?

Zad. 6.5.1. Jesli p : X - X jest nakryciem miedzy tukowo spéjnymi przestrzeniami i jedna z
nich jest przestrzenia EM w wymiarze 1, to druga tez jest. W szczegélnosci dowolna powierzchnia
M? (orientowalna lub nieorientowalna), poza sfera i plaszczyzna rzutowa, jest przestrzenia typu
K(m (M), 1).

Jesli dwa CW-kompleksy sa typu K (m,n) to sa homotopijnie rownowazne. W tym celu wyka-
zemy ogoélniejsze twierdzenie $wietnie ilustrujace konstruowanie przeksztatcen z C'W-kompleksow
metoda "szkielet po szkielecie”.
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Twierdzenie 6.5.2. Niech (X, xo) bedzie spojnym punktowanym CW-kompleksem, a (Y, yo) prze-
strzeniq punktowang. Niech n > 0 bedzie takq liczbg, ze mi(X,20) =0 dla i < n oraz 7;(Y,yp) =0
dla i > n. Wtedy przyporzadkowanie

[X,Y]. 2 f ~ fg € Hom(m (X, z0), mi(Y, y0))
jest bijekcjq.

Dowdd. Na mocy Tw. 5.6.1 mozemy zalozy¢, ze szkielet X ("~ = pt, a zatem szkielet X () = \/ Ssr
jest bukietem sfer. Pokazemy najpierw, ze przyporzadkowanie f ~» fu jest surjekcja, konstru-
ujac dla danego homomorfizmu ¢: m,(X,z9) — 7. (Y,yo) odwzorowanie f: (X,z9) — (Y, o)
takie, ze fu = ¢. Przeksztalcenie f konstruujemy indukeyjnie: ("1 (zq) := yo. Grupa m,(X, zo)
jest generowana przez wlozenia sfer ¢;: S — X, Definiujemy f(™ := \/ $(c;). Poniewaz w
grupie 7, (X, zo) odwzorowania doklejajace komorki (n 4 1)-wymiarowe sa trywialne, wiec f(™)
rozszerza sie do f(»1): X+ ¥ a4 na kolejne szkielety dzieki znikaniu wyzszych grup ho-
motopii 7 (Y, yo). Podobnie konstruujemy homotopie miedzy dwoma przeksztalceniami takimi, ze
fox = f1#, rozszerzajac odwzorowanie z (X x {0,1}) U {zo} x I na X x I.

O

Whniosek 6.5.1. Jesli X jest CW-kompleksem typu K(G,n), a Y jest CW-kompleksem typu
K(H,m). Wtedy
0 jesli n>m

Hom(G, H) jesli n=m.

Jeslin = m oraz grupy G, H sq izomorficzne, to CW-kompleksy X, Y sq homotopijnie réwnowazne.
Dowdd. Dowéd wynika natychmiast z Tw. 6.5.2. O

Jesli m > 1 to oczywiscie [X,Y ], = [X,Y]. Zauwazmy, ze opis klas homotopii [X,Y], w
przypadku gdy n < m jest bardzo trudny.

Bedziemy przyjmowac, ze rozpatrywane przestrzenie Eilenberga-MacLane’a sg CW-kompleksami
i przez K(m,n) bedziemy oznacza¢ dowolna przestrzen typu K (m,n). Jesli G jest grupa abelowa to
dziatanie grupowe G x G — G jest homomorfizmem grup, a wiec dla kazdego n > 0 wyznacza klase
homotopii odwzorowania K (G x G,n) — K(G,n) (dla n = 0 przyjmujemy K(G,0) = G). Ze Stw.
2.6.2 wynika, ze K(G x G,n) ~ K(G,n) x K(G,n), a wiec dziatanie grupowe definiuje dzialanie
K(G,n) x K(G,n) — K(G,n), ktore zadaje na K(G,n) strukture obiektu grupowego w kategorii
homotopii (H-grupy). Funktory kontrawariantne na kategorii homotopii przestrzeni punktowanych
reprezentowana przez przestrzenie Eilenberga-MacLane’a [—, K (G, n)]. odgrywaja bardzo wazna
role w topologii. Okazuje sie, ze dla CW-kompleksu X, grupa [X, K(G,n)]. jest naturalnie izo-
morficzna z n-tq singularng grupg kohomologii X o wspotczynnikach w G. Grupy te sa latwiej
obliczalne niz grupy homotopii i maja wiele waznych interpretacji i zastosowan geometrycznych, o
czym bedzie mowa w ramach przedmiotu Topologia Algebraiczna II.
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