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Zad. 1. Udowodni¢, ze funktor kohomologii de Rhama zdefiniowany na kategorii gtadkich roz-
maitosci i gtadkich odwzorowan spelnia aksjomaty teorii kohomologii tzn. Aksjomat Homotopii,
Aksjomat Mayera-Vietorisa, Aksjomat Addytywnosci i Aksjomat Wymiaru.

Zad. 2. Udowodnié, ze na kategorii par par rozmaitosci istnieje naturalny izomorfizm funktoréw
o wartosciach w kategorii R-algebr z gradacja Hyy,, (M) ® Hfy,(N) ~ Hfy, (M x N).

Zad. 3. Opisac formy rézniczkowe, ktorych klasy kohomologii generuja grupy: Hg, (S™), Hg,(RP(n))
- dla nieparzystych n, Hz, (CP(n)"), H2} (CP(n)), Hp,(Py) gdzie P, jest 2-wymiarowa zwarta
rozmaitoscig genusu g. Zauwazy¢, ze forma generujaca Hp, (S™) moze mie¢ dowolnie maty nosnik.

Zad. 4. Dla dowolnej rozmaitosci M przez QI (M) C Q9(M) oznaczmy zbiér g-form rézniczkowych
na M majacych zwarty nosnik. Sprawdzi¢, ze Q%(M) C Q*(M) jest podkompleksem kotaricucho-
wym, funktorialnym ze wzgledu na gtadkie odwzorowania wlasciwe. Jego kohomologie nazywamy
kohomologiami de Rhama ze zwartymi no$nikami i oznaczamy Hpy, .(M). Obliczy¢ Hp,, (R).

Zad. 5. Zauwazy¢, ze H}%h’c(M ) jest funktorem o wartosciach w kategorii R-algebr z gradacja,
przy czym algebra H}*% (M) ma jednos¢ wtedy i tylko wtedy gdy M jest rozmaitodcia zwarta.
Zauwazy¢, ze Hpy, (M) jest Hpy, (M) -modulem z gradacja.

Zad. 6 (Kohomologie de Rhama ze zwartymi nosnikami jako funktor kowariantny). Wykazaé, ze:

1. Dowolne zanurzenie M — N na podzbior otwarty indukuje homomorfizm (M) — Qf(N)
i przyporzadkowanie to jest funktorialne (kowariantnie!)

2. Dla dowolnych podzbioréow otwartych Uy, Us takich, ze M = U; U Us istnieje kowariantny
krotki ciag dokladny:

0— Qg(Ul N UQ) — Qg(Ul) D QZ(UQ) — Q;(M) — 0,
ktory indukuje dlugi ciag Mayera-Vietorisa:

. — HI(U,NUsy) — HY(U,) ® HI(Uy) — HI(M) — HTY U N Uy) — ...

3. Dla dowolnej rodziny rozmaitosci {M;};c; wlozZenia indukuja naturalny izomorfizm
©Hpy, (M;) ~ Hpy, (11 M;) (por. z Aksjomatem Addytywnosci).
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Zad. 7. Wykazaé, ze istnieje naturalny izomorfizm H, (M) ~ H}%lc(M x R) (dla zwartych
rozmaitosci jest to odpowiednik izomorfizmu zawieszenia). Znalez¢ forme generujaca Hpy, (R").

Zad. 8. Jesli H* jest singularna teorig kohomologii (z dowolnymi wspotczynnikami, ktére pomi-
jamy) to definiujemy singularne kohomologie przestrzeni ze zwartymi no$nikami:
HI(X) :=colim HY(X,X \ K) gdzie kogranica jest brana po zbiorze czesciowo uporzadkowanym
zwartych podzbioréw K C X. Sprawdzi¢, ze kohomologie ze zwartmi no$nikami sa funktorem
kontrawariantnym na kategorii przestrzeni topologicznych i odwzorowari wlasciwych. zauwazy¢,
ze hukowo spojna przestrzen X jest zwarta wtedy i tylko wtedy gdy HO(X) # 0.

Zad. 9. Kohomologie ze zwartymi no$nikami sg funktorem kowariantnym na kategorii otwartych
podzbioréw ustalonej przestrzeni X i ich inkluzji. Dla podzbioréw otwartych Uy ,Us C X takich,
ze X = Uy U Us istnieje (kowariantny) ciag Mayera-Vietorisa:

. — HI(U,NUy) — HY(U,) ® HI(Uy) — HI(X) — HITH (U, NUs) — ...

Zad. 10. Jesli K bedzie zwarta przestrzenia, wtedy HI(K x R) ~ HY(X(K™)), gdzie ¥ jest
zawieszeniem zredukowanym.

Zad. 11. Jesli (W,0W) jest zwarta rozmaitoscia z brzegiem, to HX(W \ OW) ~ H*(W,0W).

Zad. 12. Udowodnié¢ twierdzenie de Rhama dla kohomologii ze zwartymi no$nikami.



