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Streszczenie

W pracy przedstawiam opis CW-struktury rozmaitosci Stiefela nad cialem liczb rzeczy-
wistych. Zaczynam od zdefiniowania i opisania wlasnosci rzeczywistej przestrzeni rzutowej i
jej struktury komorkowej. Korzystajac z faktu, ze przestrzen ta mozna zanurzyé w SO(n)
oraz z wlasnosci produktu CW-komplekséw, otrzymuje opis struktury komodrkowej SO(n).
Na mocy udowodnionego w pracy twierdzenia dla n > k V,, ,(R) = SO(n)/SO(n — k), a
Van(R) = O(n). Zalezno$é ta pozwala na opisanie CW-struktury rozmaitoéci Stiefela ba-
zujac na strukturze SO(n). Na koniec, korzystajac z obliczenr komputerowych, pokaze na
konkretnych przykltadach na ile komérek poszczegblnych wymiaréw rozktada sie SO(n) oraz
rozmaitosci Stiefela.
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Wprowadzenie

W swojej pracy zajme sie badaniem rozmaitosci Stiefela, a konkretniej CW-struktury roz-
maitosci Stiefela nad liczbami rzeczywistymi. Rozmaitosé Stiefela jest wazna strukturg mate-
matyczna, posiadajaca wiele praktycznych zastosowan[4]. Jednym z nich jest szukanie wekto-
réw wlasnych o najwickszym module wartosci wlasnej dla macierzy postaci A = AT € R*@,
mozna uzy¢ jej takze do obliczania wykladnikéw Lapunowa [5]. Innym waznym zastosowaniem
jest rozwiazywanie problemu z algebry liniowej, zwanego ” Orthogonal Procrustes problem”
polegajacego na znalezieniu dla zadanych A € R™*"™ B € R™*P macierzy Q € R™*P bedacej
rozwigzaniem ponizszego rownania:

i 114Q - B}
—ip

gdzie F' jest norma macierzows.

Warto zwrécié uwage na osobe Stiefela. Eduard Stiefel(1909-1978) matematyk szwajcar-
ski, prowadzil badania w dziedzinie analizy numerycznej, byt jednym z twoércow metody
gradientu sprzezonego. W 1943 roku uzyskat tytut profesora nadzwyczajnego na Politechnice
Federalnej w Zurychu(ETH), 5 lat pézniej zatozyl na ETH Instytut Matematyki Stosowa-
nej. Stiefela pragnal wykorzysta¢ moc obliczeniowa komputeréw do celéw matematycznych.
Byt wizjonerem, ktéry zdawal sobie sprawe jak wielki wplyw na rozwdj nauki beda miaty
komputery|6].






Rozdziatl 1
Wazne pojecia

W rozdziale tym znajduja sie definicje podstawowych pojeé oraz oznaczenia, z ktérych
bedziemy korzysta¢ w dalszej czesci pracy.

1.1. Podstawowe definicje

Definicja 1.1.1 (sprzezenie).

Niech h € H bedzie dowolnym kwaternionem h = a+ bi + cj + dk, elementem sprzezonym
do h nazywamy h = a — bi — c¢j — dk. Poniewaz kwaterniony zawierajg w sobie ciato liczb
zespolonych C oraz cialo liczb rzeczywistych R, wiec definicja ta zadaje sprzezenie rowniez na

R i C.

Definicja 1.1.2 (iloczyn skalarny).
Przez F bedziemy oznaczac ciato liczb rzeczywistych R, zespolonych C lub kwaterniony H.
Niech E bedzie przestrzeniq wektorowq nad F. Funkcje

<> EXxE—=F, (z,y) —»<uz,y>
bedziemy nazywac iloczynem skalarnym jesli spetnia poniisze warunki:
1. <z,y>=<y,x >.
2. <X+ py,z>=A<z,z2>+pu<y,z> x,y,2€ E, ueF.
8. <xyx>20, x € Foraz<z,x >=0 < x=0.

Dla wektorow x = (x1,...,x,) oraz © = (x1,...,2,) 2z przestrzeni F™ standardowym
iloczynem skalarnym nazywamy funkcje: < x,y >= 377 x;7;

Definicja 1.1.3 (Pelna grupa liniowa).
Pelna grupa liniowqg wymiaru n nezywamy grupe wszystkich odwracalnych macierzy kwa-
dratowych stopnia n nad danym pierscieniem R. Oznaczamy jq jako GL(n, R).

Definicja 1.1.4 (Grupa ortogonalna).
Grupq ortogonalng O(n) nazywamy podgrupe GL(n,R) macierzy zachowujgcych standar-
dowy tloczyn skalarny.
O(n) = A € {GL(n,R)|AA" = I}.



Topologia O(n) jest topologia podprzestrzeni R, Kolumny macierzy nalezacych do O(n)
sg wektorami jednostkowymi. Poniewaz warunek ortogonalnosci kolumn jest zadany przez
uklad réwnan wielomianowych, wiec O(n) jest domknieta podprzestrzenia R”Q, a poniewaz
jest oczywiscie ograniczona, wiec réwniez zwarta.

Zanurzenie R” — R"*! polegajace na dodaniu zera na ostatnim miejscu indukuje zanu-
rzenie O(n) — O(n + 1) w nastepujacy sposob:

(13 2>€O(n+1)

Przy czym O(0) =1

Definicja 1.1.5 (Specjalna grupa ortogonalna).
Specjalng grupg ortogonalng SO(n) nazywamy podgrupe grupy ortogonalnej skladajgcq sie
z macierzy o wyznaczniku jednostkowym.

O(n) =A e {O(n)|det(A) =1}
e SO(1) jest punktem.

e SO(2) to grupa obrotéw w przestrzeni R? izomorficzna z S, multiplikatywna grupa
liczb zespolonych o module 1.

Definicja 1.1.6 (k-ramka).

Uporzgdkowany zbior k liniowo niezaleznych wektoréow wn wymiarowej przestrzeni wekto-
rowej, gdzie k < n nazywamy k-ramkq. Jesli k = n wtedy n-ramka to po prostu uporzgdkowana
baza przestrzeni. Jesli k-ramka jest uktadem wektoréw ortogonalnych lub ortonormalnych to
nazywamy jq¢ odpowiednio ortogonalng lub ortonormalng.

1.2. CW-kompleks

Definicja 1.2.1 (CW-kompleks).

CW-kompleksem nazywamy przestrzen topologiczng Hausdorffa X zawierajgcg wyrdziniony
cigg podprzestrzeni domknietych X© ¢ XM < ... c X < ... taki, ze X = X" a
topologia w X jest slaba ze wzgledu na podprzestrzenie X™ . Dia n > 0 podprzestrzer; X (™
2wana n-szkieletem powstaje z X"~ przez doklejenie do niej n-wymiarowych dyskéw wzdiuz
ich brzegéw, natomiast X jest przestrzeniq dyskretng.

Definicja 1.2.2 (n-komoérka).

Komorkami n wymiarowyms lub n-komorkami kompleksu X nazywamy skiadowe spdjne
przestrzeni X (™ \X(”*l). Jesli dla kompleksu X istnieje taka liczba n, dla ktérej istnieje
n-komorka a nie istniejg komorki wyzszych wymiarow to mowimy, ze CW-kompleks X jest
N-WYMLATrowy.



Definicja 1.2.3 (Odwzorowanie komoérkowe).
Ciggle przeksztalcenie f : X — Y miedzy dwoma CW-kompleksami nazywamy odwzoro-
waniem komdrkowym jesli ¥, f(X™) c Y™

Definicja 1.2.4 (odwzorowanie charakterystyczne).
Odwzorowaniem charakterystycznym n-komorki Uf kompleksu X nazywamy przeksztatce-
nie Xf : DF — X takie, ze:

® ograniczenie Xf do wnetrza D¥ jest homeomorfizmem na komdrke af
e obraz OD* zawiera sie w sumie skoriczenie wielu komdrek o wymiarach nizszych niz k

Twierdzenie 1.2.1 (Produkt CW-komplekséw).
Niech X = OLj U oF orazY = OLj U <! bedg CW-kompleksami, oF oraz ! ich podziatami
k=04€1;, 1=04€J;
komdrkowymi,a X™ i Y ich n-szkieletami. Niech Z™) = Ukti=n X® x YO Struktura
komdrkowa przestrzeni Z = X x Y z topologiq slabg ze wzgledu na podprzestrzenie Z(™ jest
nastepujgca:

_OO k l
z=J) U axq

ki€l jed;

Dowdd. Zbiory tej postaci w oczywisty sposob pokrywaja Z. Pozostaje nam wiec pokazanie
istnienie odwzorowan charakterystycznych. Niech 192— bedzie odwzorowaniem charakterystycz-
nym j-tej komorki l-wymiarowej w Y, a Xf odwzorowaniem charakterystycznym i-tej komorki
k-wymiarowej w X . Pokazemy teraz, ze odwzorowanie: wfjl bedace ztozeniem homeomorfizmu
pomiedzy D¥* a D x D! 7 przeksztalceniem Xf X ﬁé jest odwzorowaniem charakterystycznym
ok x §Jl~, k+I-wymiarowej komorki Z. Ograniczenie wfjl do wnetrza D**! jest homeomorfizmem
na komoérke oF x g]l~, jako ztozenie dwoch homeomorfizméw. Zauwazmy, ze
WHODM) = xE@DF) x 95(D) Uk (DF) x o) (aD")
a poniewaz, 19§-(8Dl) zawiera si¢ w sumie skonczenie wielu komérek wymiaru mniejszego niz [

oraz x¥(ODF) w sumie skoficzenie wielu komérek wymiaru mniejszego niz k, wiec w(9DF )
nalezy do sumy skonczenie wielu komoérek o wymiarze mniejszym niz k + [. O

1.3. Rozmaitosé Stiefela

W tym podrozdziale zajmiemy si¢ zdefiniowaniem i zbadaniem podstawowych wlasnosci
rozmaitosci Stiefela.

Na poczatku okreslimy topologie na przestrzeni macierzy M, ;(IF). Zauwazmy, ze F mo-
zemy rozpatrywaé jako przestrzen 1,2 lub 4 wymiarowg nad R odpowiednio dla F = R, C, H.
Dlatego macierze M, j(F) mozemy traktowac jako elementy przestrzeni R (gdzied = 1,2, 4
w zaleznosci od tego czym jest F), na ktérej mamy juz zadana topologie euklidesowa.

Definicja 1.3.1. Rozmaitosé Stiefela
Rozmaitosé Stiefela V,, 1, (F) to zbior ortonormalnych k-ramek w F™.

Vo k(F) = {A e F"¥F . AA" = I}

Topologia na V, 1 (F) jest topologiq podprzestrzeni odziedziczong po Frxk,



Skupimy si¢ na przypadku F = R.

Twierdzenie 1.3.1.
Przestrzen topologiczna V,, 1(R) ma nastepujgce wilasnosci:

1. jest zwartq przestrzeniq Hausdorffa
2. dlan > k jest homeomorficzna z SO(n)/SO(n — k), a wiec spdjna
3. dla n = k jest homeomorficzna z O(n), ma dwie skladowe spdjnosci

Dowdd. Na poczatku zauwazmy, ze V,, j, jako podzbiér R"™ jest ograniczony. Dla vy € Vok
rozpatrzmy przeksztalcenie vy — vovf, jest ono oczywiscie ciagte a przeciwobrazem I € RK
jest Vj, k.. Dla funkcji cigglej przeciwobraz zbioru domknigtego jest domknigty co w polaczeniu
z ograniczonoscig daje nam zwartos¢. V,, ;. jest przestrzeniag Hausdorffa jako podprzestrzenig
przestrzeni Hausdorffa R™ . co koniczy dowéd punktu 1.

Zauwazmy, ze O(n) dziala tranzytywnie na V,, ;.. Oznaczmy przez v = (€n—k+1, €n—k+2; - - - » €n)
k-ramke sktadajaca sie z wektoréw bazy standardowej. Stabilizatorem tego elementu v jest
O(n — k). Widzimy wiec, ze przeksztalcenie A — Av zadaje ciagla bijekcje z O(n)/O(n — k)
w Vp, 1 (ciaglo$é wynika z faktu, ze jest to przeksztalcenie liniowe). Przeksztalcenie odwrotne
Av — Avv® réwniez jest przeksztalceniem liniowym a wiec cigglym, wiec jest to homeomor-
fizm. SO(n) réwniez dziala na V,, ; tranzytywnie ale tylko w przypadku n > k i wtedy po-
wtarzajac powyzsze rozumowanie otrzymujemy homeomorfizm V,, , z SO(n)/SO(n—k). Gdy
n = k wtedy V,, ;, = O(n) i otrzymujemy dwie orbity, jedna zlozona z macierzy o wyznaczniku
1 a druga zlozona z macierzy o wyznaczniku -1, czyli SO(n) oraz O(n) \ SO(n). O

W szczegdblnodci:
® Vn = 0(n)
® Vn,1 = Sn—t

o Von—1 = SO(”)

10



Rozdziatl 2

CW-struktura rozmaitosci Stiefela
nad R

W rozdziale 1.3 pokazalidmy, ze V;, ,(R) = O(n) adlan > k V, (R) = SO(n)/SO(n— k).
W celu zbadania CW-struktury rozmaitosci Stiefela wystarczy wiec zbadaé¢ SO(n) oraz O(n).
Aby opisaé strukture komoérkowa SO(n) zbadamy rozklad komoérkowy przestrzeni rzutowej,
poniewaz kazdemu elementowi przestrzeni rzutowej mozna przypisaé¢ przeksztalcenie z SO(n)
i przypisanie to jest iniekcja. Na koniec skorzystamy z faktu, ze O(n) jest homeomorficzne z
dwiema roztacznymi kopiami SO(n).

2.1. Przestrzen rzutowa

Rzeczywista n-wymiarowa przestrzenia rzutowa nazywamy przestrzen prostych prze-
chodzacych przez punkt 0 w R*T!. Kazda taka prosta jest wyznaczona jednoznacznie przez
niezerowy wektor z R"T!, unikalny z dokladno$cig do mnozenia przez skalar. RP™ ma topolo-
gie przestrzeni ilorazowej R"* — {0} z relacja réwnowaznoéci v ~ Av dla A # 0. Mozemy tez
patrzeé¢ na te przestrzen jak na n-wymiarowa sfere S™, utozsamiajac punkty antypodyczne
S"™/(v ~ —v). Réwnowaznie mozemy rozwazaé przestrzen rzutowa jako pétkule D™ z utoz-
samionymi punktami antypodycznymi jej brzegu 0D".Ale 0D™ z utozsamieniem punktéw
antypodycznych to po prostu RP" !, widzimy wiec, ze RP" powstaje z RP" ! poprzez do-
laczenie n-komoérki przy pomocy przeksztalcenia ilorazowego S™ 1 — S"71/(v ~ —v) jako
przeksztalcenia doklejajacego. Widzimy wiec, ze przestrzen RP™~1\ RP"~2 sklada sie jedynie
z n — 1-komérki wiee jest homeomorficzna z S~ 1\ e,,.

7 powyzszej indukcyjnej konstrukcji RP" wynika, ze przestrzen ta zawiera dokladnie jedna
komoérka kazdego wymiaru ¢ < n.

Bedziemy patrze¢ na RP"~! jak na gérna poétsfere S™ z utozsamieniem punktéw antypo-
dycznych. Opiszemy teraz te komoérki i ich odwzorowania charakterystyczne.

Twierdzenie 2.1.1. O CW-strukturze RP"™
Rzeczywista przestrzen rzutowa ma nastepujgcy rozkiad komorkowy:

RP"=c¢"UclU...Ud",

gdzie o = {[xo,...,zn] € RP"x, # 0 oraz z; = 0 dla i > k}. Odwzorowania

x*: DF — RP"  (x1,29,...,21) — [ml,...,azk,\/(l — (22 +...+23),0,...,0] sqg odwzo-
rowaniami charakterystycznymsi i-komorek RP™.

11



Dowdd. Aby sprawdzi¢ CW-strukture musimy pokazaé 3 rzeczy:
1. Vix"* jest homeomorfizmem z wnetrza D* na obraz.
2. Powstale komérki sa roztaczne i pokrywajg RP™
3. Dla kazdej komérki o, x¥(0DF) zawiera sic w sumie komérek nizszych wymiaréw.

Odwzorowanie x* jest w oczywisty sposéb bijekcja. Ciaglosé wynika z faktu, ze prze-
ksztalcenie to jest identyczno$cia na pierwszych k wspolrzednych a k + 1-sza wspdlrzedna
jest zalezna od pozostalych w sposob ciagly. Odwzorowanie odwrotne jest rowniez ciagte jako
rzut na pierwszych k wspoélrzednych. Udowodniliémy wiec punkt 1.

WeZzmy dowolny element = = [xg,...,x,] € RP™, wskazemy teraz komorke, do ktérej
nalezy. Niech k bedzie indeksem ostatniej niezerowej wspé6lrzednej x(indeksujemy od zera).
Wtedy 2 = x*(zo, ..., 2,_1). Kohczy to dowéd punktu 2.

Poniewaz D = {(z1,...,2)| 25 27 = 1 wiec dla © = [z1,...,24,0,...,0] € x*(dD¥),
co nalezy do pewnej komérki nizszego wymiaru,takich komorek jest skonczenie wiele co konczy
dowod punktu 3.

O

2.2. CW-struktura SO(n)

Na poczatku dla ciagu I = (n —1,n — 2,...,1) skonstruujemy odwzorowanie komérkowe

pl :RP" I x RP" 2 x ... x RP! — SO(n)

Niech v € R" bedzie niezerowym wektorem. Przypiszmy do wektora v odbicie r(v) € O(n)
wzdluz hiperplaszczyzny wektoréw ortogonalnych do v. Poniewaz det(r(v)) = —1, a szukamy
przeksztalcenia w SO(n), wiec rozwazmy zlozenie: p(v) = r(v) o r(e1),

gdzie e; = (1,0,...,0) € R™. Przeksztalcenie to zalezy jedynie od podprzestrzeni rozpietej
przez wektor v, mozemy wiec traktowaé je jako przeksztalcenie p»~1V : RP*—1 — SO(n).
Zauwazmy ponadto, ze p jest iniekcja jako zlozenie

e inickcji RP"~! — O(n), [v] — r(v) oraz
e homeomorfizmu O(n) \ SO(n) — SO(n), A~ Ar(e;)

Poniewaz przeksztalcenie p jest iniekcja ze zwartej przestrzeni Hausdorffa, mozemy traktowac
je jak zanurzenie RP"~! w przestrzen SO(n) bo

Sprébujmy teraz uogdlni¢ otrzymany wynik. Dla ciagéw postaci I = (i1,...,im)
(ij < n), zdefiniujmy przeksztalcenie: p! : RP% x RP2 x ... x RP'™ — SO(n) w nastepujacy
sposéb: p(v1, ..., vm) = p(v1)p(va), ..., p(vm). Oznaczmy przez ' : D' — RP! standardowe
odwzorowanie charakterystyczne i-komérki RP?. Wtedy

ol = x ... x¢'m: D x ... x Dm - RP" x ... x RPm =RP!

jest odwzorowaniem charakterystycznym najwyzej wymiarowej komérki RPL.

W dalszej czesci beda nas interesowaé jedynie ciagi I = (ig,....,iy), dla ktérych
n>1i; > ...> iy, > 0 oraz ciag skladajacy sie z samego zera. Ciagi takie bedziemy nazywaé
dopuszczalnymi.

12



Twierdzenie 2.2.1. Przeksztalcenia pp! : DT — SO(n) dla I przebiegajgcych wszystkie
ciggi dopuszczalne, sq odwzorowaniami charakterystycznymi struktury komorkowej SO(n),
dla ktérej odwzorowanie p : RP" ! x RP"2 x ... x RP! — SO(n) jest komérkowe.

W szczegdlnoéei, SO(n) posiada jedna 0-komoérke e® = Id wiec jest tukowo spdjna. Pozo-
state komorki e/ = et ... e'm sg iloczynami w sensie dziatania grupowego w SO(n) komérek
et CRP" 1 C SO(n).

Dowdd. Aby sprawdzi¢ CW-strukture musimy wykazaé trzy rzeczy:
1. Dla kazdego dopuszczalnego ciagu I, pe! jest homeomorfizmem z wnetrza D! na obraz.
2. Powstale komorki sa roztaczne i pokrywaja SO(n)

3. Dla kazdej komorki e!, pp! (OD!) zawiera si¢ w sumie komérek nizszych wymiaréw niz
komérka, el

Na poczatku zauwazmy, ze dla A € SO(n) \ SO(n — 1)(czyli dla przeksztalcenia z SO(n)
niezachowujacego e,), istnieje jednoznacznie wyznaczona klasa [v4] € RP"~1\ RP"2 taka
ze:

p(va)(en) = Alen).

Roéwnanie to oznacza, ze odbiciem ortogonalnym e, wzgledem przestrzeni ortogonalnej do
v4 jest A(e,)(pomijamy r(e1) gdyz jest ono e,-niezmiennicze). Przestrzen wzgledem, ktorej
dziata odbicie jest wyznaczona jednoznacznie, tak wiec rowniez przestrzen do niej prostopa-
dla(przestrzen jednowymiarowa) jest jednoznacznie wyznaczona. Z definicji przestrzeni rzu-
towej wiemy, ze istnieje bijekcja miedzy kierunkami w R™(czyli przestrzeniami jednowymia-
rowymi) a przestrzenia RP™"~!. Poniewaz r(v4) nie zachowuje wektora e,, wiec vq ¢ RP"2
czyli vg € RPP 1\ RP" 2,

Wyznaczenie v 4 sprowadza sie¢ do znalezienia prostej, wzdtuz ktérej rzut ortogonalny prze-
prowadza e, na A(e,) a nastepie znalezienie odpowiadajacego jej elementu z RP" 1\ RP" 2,
Poniewaz wiemy juz, ze istnieje doktadnie jedno takie v4,wiec wystarczy, ze je wskazemy. Po-
kazemy, ze prosta ta jest rozpinana przez

va = en, — Alen).
W tym celu wystarczy przyjrzeé sie wzorowi na odbicie ortogonalne wzgledem hiperprzestrze-
ni prostopaditej do v4:
5 < ep,en— Aley) > en — Alen) B
V<en—Alen),en — Alen) > /< en — Alen), en — Alen) >

(1— < en, A(en) >)(en — Alen))
2—-2< ey, Alen) >
Przeksztalcenie to przeprowadza e, na A(e,) a tego wlasnie potrzebowali$my.

Wykazemy teraz, ze przeksztalcenie

€En — €p —

= A(ep).

=e,—2

h:(RP"™ ! %x SO(n—1),RP" 2 x SO(n—1)) — (SO(n),SO(n —1)), (v,B)— p(v)B,

jest homeomorfizmem z (RP"~! — RP"~2) x SO(n — 1)) na SO(n) — SO(n —1). W tym celu
potraktujmy SO(n — 1) jak podgrupe SO(n) skladajaca sie z przeksztalcen zachowujacych
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wektor e,. Naszym celem jest wskazanie cigglej funkcji odwrotnej do h. By tego dokonaé
wezmy B € SO(n)—SO(n—1), B(ey,) # e,. Wiemy juz, ze istnieje jednoznacznie wyznaczone
vg € RP" 1\ RP" 1 dla ktérego p(vg)(e,) = B(en). Zauwazmy, ze vg = e, — B(ey,)
zalezy w sposob ciaglty od B. Ztozenie Ap = p(vg)~!B zachowuje wektor e, wiec nalezy do
SO(n—1). Poniewaz p(vg)Ap = B, wiec przeksztalcenie B — (vp, Ap) jest przeksztalceniem
odwrotnym do h na SO(n) — SO(n — 1) co dowodzi, ze h jest homeomorfizmem z (RP"~1 —
RP"2) x SO(n — 1)) na SO(n) — SO(n — 1).

Za pomoca indukcji udowodnimy teraz punkt 1 i punkt 2. Dla n = 1 jedynym ciggiem
dopuszczalnym jest I = (0) a D! oraz SO(1) sa przestrzeniami jednopunktowymi, wiec
teza zachodzi. Odwzorowanie p przeprowadza RP"~2 w SO(n — 1), mozemy wiec zatozyé
indukeyjnie, ze odwzorowania pe! dla I przebiegajacego wszystkie ciggi dopuszczalne, dla
ktérych i1 < n — 1, sa odwzorowaniami charakterystycznymi CW-struktury na SO(n — 1)
z komérkami e/ = e’ ... e bedacymi produktami dzialania grupowego. Natomiast ciggi
dopuszczalne, w ktérych i; = n — 1 generuja komérki e! pokrywajace SO(n) — SO(n — 1), co
pokazaliémy w poprzednich akapitach. Na mocy indukcji matematycznej dowiedliémy wiec
punktéw 11 2.

Zajmiemy sie teraz punktem 3. Zauwazmy, ze jedli a € 0D to a € D’ gdzie ciag J powsta-
je z I przez zmniejszenia o 1 pewnego wyrazu tego ciaggu. Dla ciagu I = (iy, ..., ix), ktéry jest
dopuszczalny z doktadnoécia do przypadku gdzie pewne dwa kolejne wyrazy beda sobie row-
ne, zdefiniujemy rekurencyjna procedure przeksztalcajaca ten ciag w ciag dopuszczalny. Algo-
rytm postepowania wyglada nastepujaco: szukamy dwoch kolejnych wyrazéw ciagu o réwnych
wartosciach i drugi z nich zmniejszamy o 1, jesli trafimy na x,_1 = z; = 1 to usuwamy ostatni
wyraz, konczymy gdy w ciggu nie ma juz dwéch identycznych elementéw. W ten sposéb uzy-
skujemy cigg I', ktéry jest ciggiem dopuszczalnym. Pokaze teraz, ze ¢’ (a) € RP? ¢ RP” aco
za tym idzie pp” (a) nalezy do komérki wymiaru nizszego niz wymiar komorki e/. Aby to udo-
wodnié wystarczy, ze pokazemy zawieranie RP'RP? C RP'RP~!(gdzie mnozenie elementéw
przestrzeni rzutowych traktujemy jak skladanie odpowiadajacych im przeksztalcen w SO(n)
). W celu pokazania naszej inkluzji, zauwazmy, ze dla a € O(n) zachodzi r(a(v)) = ar(v)a~!.
Dlatego

p(v)p(w) = r(v)r(er)r(w)r(er) = r(v)r(w’)
gdzie w' = r(e;)w. By pokazaé, ze RP'RP! C RP'RP~!, wystarczy znalezé dla kazdej pary
v,w € R — 0 pare x € R — 0, y € RY — 0, dla ktérych zachodzi: r(v)r(w) = r(z)r(y).

Niech W C Ri*! bedzie 2-wymiarowa podprzestrzenia zawierajaca v i w. Oczywiscie
dim(W N RY) > 1, mozemy wybraé wektor jednostkowy y € W N R‘. Wezmy teraz takie
A€ O(@i+1), zeby AW) C R, y+— e;. Wtedy sprzezenie

Ar(v)r(w) At = r(A(v))r(A(w)) € SO(2),

a wiec jest postaci p(z) = r(z)r(e1) dla pewnego z € R? co wynika z postaci przeksztalcen w
SO(2). Stad:

r(v)r(w) = A7 r(2)r(en)A = r(A7H(2)r(A7 (1)) = r(2)r(y)

dla x = A71(2) € R oraz y € R%.
Do udowodnienia pozostalo nam tylko, ze odwzorowanie:

pl i RP" I x RP" 2 x ... x RP! — SO(n)

jest komérkowe. Wynika to z udowodnionego wyzej RP'RP? ¢ RP'RP™! oraz inkluzji po-
staci: RP'RP/ C RP/RP! dla i < j ktéra zaraz udowodnimy.
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pv)p(w) = r()rw’) =r)r()r@)r() = rir@w)r) =
= r(r)r(en)w)r(v) = r(p(v)w)r(v) = p(p(v)w)p(v’)

gdzie v/ = r(e1)v, wiec v = r(e1)v’ (korzystalismy z faktu, ze r(a(v)) = ar(v)a™!) W
szczegbdlnodei, dla i < j, biorac wektory v € R oraz w € RI*L, dostajemy p(v)w € RIF!
oraz p(v)p(w) € RPRPI réwny p(p(v)w)p(v') € RPIRP. O

Na mocy powyzszego twierdzenia mozemy bezposrednio opisaé strukture komérkowa SO(n):
SO(1) = €°
SO(2) =’ Uel

SO(n) = SO(n — 1) U ("LS0(n — 1))

Whiosek 2.2.1. Znajgc strukture SO(n) i wiedzqc, ze O(n) jest rozlaczng sumg dwdch kopii
SO(n), znamy réwniez rozklad komdrkowy O(n), ktéry na mocy twierdzenia 1.3.1 jest roz-
ktadem komorkowym V,, ,,. W twierdzeniu tym pokazalismy rowniez, ze dla n > k V,, (R) =
SO(n)/SO(n — k). Korzystajac z tego opiszemy CW-strukture V,, x(R) dla n > k.

Komérki Vy, 1 (R) dla n > k to zbiory warstw postaci: e SO(n —k) = e ... e SO(n — k)
dlan >i1 > ...> iy > n—k oraz warstwa SO(n — k) jako 0-komdrka. Te zbiory warstw
sq sumami komérek SO(n) poniewaz SO(n — k) sklada sie z komdrek et ... e, dla ktérych
n—k>j>...> 7 >0 1z 0-komorki.
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Rozdziat 3

Liczba komoérek poszczegdlnych
wymiaréw w SO(n) oraz V,, | na
przykltadach

Aby zobrazowa¢ wyniki uzyskane w poprzednim rozdziale, przyjrzymy sie kilku konkret-
nym przyktadom. Dane do ponizszych wykresow zostaly uzyskane za pomoca programu za-
mieszczonego na koncu tego rozdziatu bazujacego na zaleznosci miedzy komoérkami odpowied-
nich wymiaréw a ciaggami dopuszczalnymi.

3.1. Rozklad komérkowy SO(n) dla n = 8§, 16,25

Na podstawie ponizszych przykladéw mozemy zaobserwowadé, ze w rozkladzie komoérko-
wym SO(n) wystepuje stosunkowo niewiele komérek ”niskich” i ”wysokich” wymiaréw, co
wiecej wykresy sa symetryczne, jest tyle samo komorek k-wymiarowych co komorek
(25) — k-wymiarowych. Widzimy takze, ze wykresy te przypominaja rozklad normalny.

2
0
0 2 4 6 8 1 2 14 16 18 20 22 24 26 28

0 1
S0(3)

=

[+2]

o

.

[

]
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200 Al I

8 24 40 96 72 a8 104 120

50(25)

Jedli przez f,(k) oznaczymy liczbe k-wymiarowych komérek w rozkladzie komérkowym
SO(n) to mozemy zauwazy¢, ze przy ustalonym k wartos¢ tych funkcji wzrasta wraz z n az
do n = k i od tego momentu sie stabilizuje. Tak wiec ciag funkcji f,, jest zbiezny punktowo
do funkcji f, ktorej czes¢ wykresu znajduje sie ponizej:

400

350

. /
250 /
N /

N e

N e

50 /
D

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

fragment wykresu funkcji f(k)
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3.2. Rozklad V,, ;(R) - przyklady

W przypadku rozkladu komoérkowego rozmaitosci Stiefela, gdy n ~ k sytuacja wygla-

da w przyblizeniu jak dla SO(n), jednak dla istotnie réznych n, k, wykres liczby komoérek
poszczegdlnych wymiaréw staje sie bardziej zlozony.

Przyjrzyjmy sie najpierw Vig s, Voo 5, Vao,5. Na ponizszych wykresach widzimy rozlaczne

grupy stupkéw, np dla Vag 5 jest jedna O-komérka, a pdzniej dopiero 15,16, 17,18, 19-komorki
i znowu przerwa, takich dotkéw jest w tym przypadku 5. Dla Vjg 5 réwniez widzimy ich 5.
Gdy roznica n — k jest wzglednie duza, dotki te sa bardzo wyraznie widoczne, czasem sa
nawet pustymi fragmentami wykresu tak jak w dwdéch z ponizszych przykladow.

25

2

0

o 2 4

6

8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 35

Vios
2.9

0.5

0

25
2

1.5

1
0
2 10 18 26

42 50 58 66 74 82

Vaos

)

34

23 43 65 85 108 125 145 185 185

Vao,5
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Nieco inaczej wyglada sytuacja gdy n, k sa podobnej wielkosci. Przyjrzyjmy sie wykresom

dla V0,10, Va0,15, V40,20, Vao,25. Tak jak poprzednio mozemy zaobserwowac dotki, ktérych dla
Vo i jest dokladnie k, stajg si¢ one coraz mniej wyrazne wraz ze wzrostem k.

25

8 40 72 104 136 168 200 232 264 206 328 30 70 110 150 180 230 270 310 350 390 430 470

Vio,10 Va5

15 7 1z 183 231 2806 3 407 463 519 57 17 a1 145 200 273 3F 40 465 J29 99 657

Vio0,20 Vio,25
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Na powyzszych diagramach widaé, ze przy ustalonym n wraz ze wzrostem k wykres upo-
dabnia si¢ do przypadku SO(n). Juz dla n = 40, k = 25 optycznie wykres V,, ; nie rézni
sie od wykresu SO(n). (Analiza liczby komérek poszczegélnych wymiaréw dla SO(40) przy
zastosowaniu mojego programu jest niemozliwa ze wzgledu na zlozonos$¢ obliczeniowa).
Ponizszy diagram doskonale obrazuje to podobienstwo.

450
400
350
<3 50(15)
300
250

200

3 9 15 29 27 33 39 45 51 S5F 63 69 75 81 87 93 99 105
Poréwnanie SO(15) z Vis 10

Poniewaz SO(15) ma w swoim rozkladzie 16 razy wiecej komérek niz Vis 10, wiec w tej sa-
mej skali wykres dla Vi510 bylby nieczytelny, dlatego na powyzszym diagramie zostal on
16-krotnie rozciagniety w pionie, a informacje na osi po lewej stronie dotycza SO(15). Prze-
suniecie wykresu dla Vi510 w lewo wzgledem wykresu SO(15) wynika z faktu, ze wymiar
komérek Vi5 10 wynosi maksymalnie 95, a w przypadku SO(15) ograniczenie to wynosi 105.
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Dodatek A

Kod zrédlowy programoéow do
obliczania liczby komodrek

A.1. Kod zrédtowy programu do obliczania liczby komérek V,, ;.

#include<iostream >

#include<vector>

#include <cmath>

/*Made by Michal Wodka 08.09.2012

Program dla danych wejsciowych n,k wylicza

z ilu komorek odpowiednich wymiarow sklada sie
V_{n,k}

*/

using namespace std;

int main(){
int i,n,k,m,tmp,licznik=1;
vector<int> wynik;
cin >> n>>k;
for (int i = 0; i <= kx(2«xn—k—1)/2; i++) wynik.push_back (0);
wynik [0] = 1;
while (licznik < pow(2,k)){
tmp = licznik;
licznik ++;
m= 0;
i =1;
while (tmp >= 1){
if (tmp%2==1) m += i4+n—k—1;

1++;

tmp /=2;
}
wynik [m]++;

}

for(i = 0; i <= k*(2xn—k—1)/2; i+4) cout <<i<<’—"<<wynik[i]<<endl;
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return O0;

}

A.2. Kod zrédlowy programu do obliczania liczby komorek

SO(n)

#include<iostream >

#include<vector>

#include <cmath>

/*Made by Michal Wodka 08.09.2012

Program dla danych wejsciowych n wylicza

z ilu komorek odpowiednich wymiarow sklada sie SO(n)
*

/

using namespace std;

int main(){

unsigned int i,n,m,tmp,licznik=1;
vector<int> wynik;
cin >> n;
for(int i = 0; 1 <= n*(n—1)/2; i++) wynik.push_back (0);
wynik [0] = 1;
while (licznik < pow(2,n—1)){

tmp = licznik;

licznik 4++;

m = 0;

i=1;

while (tmp >= 1){

if (tmp%2==1) m 4= 1i;

14+

tmp /=2;
}
wynik [m]++;

}
for(i = 0; i <= nx(n—1)/2; i++) cout <<i<<’—"<<wynik|[i]<<endl;

return O0;

}
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