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Wprowadzenie

Klasy Stiefela Whitney’a i klasy Cherna, w rozmaitych teoriach kohomologii, sa bardzo
waznymi niezmiennikami wiazki wektorowej. W teorii singularnej H*(—,Z9) w przy-
padku rzeczywistym, oraz w teorii H*(—,Z) dla wiazek zespolonych mozna zinterpreto-
waé te klasy w jezyku liniowo niezaleznych przekrojow. W ponizszej pracy przedstawie
wspomniane interpretacje.

Opis teorii wiazek wektorowych mozna znalezé w ksiazce Milnora, Stasheffa [1, oraz
skrypcie Jackowskiego [2]. W ponizszej pracy podazam za tymi dwoma Zrédlami i staram
sie¢ uzupetni¢ fragmenty dowodu w nich pominiecte. W pracy bede zakladal znajomosé
podstawowych pojeé teorii wiazek wektorowych, oraz twierdzen z topologii algebraicznej.

Rezultaty dotyczace przeszkdd w teorii wigzek wektorowych dla kohomologii sympli-
cjalnych wystepuja w ksiazce Steenroda ,,The topology of fibre bundles” [6]. W ksiazce
Fuchsa i Fomenki ,,Homotopic topology” [7] mozna znalez¢ opis teorii przeszkéd dla CW
komplekséw bedacych przestrzeniami prostymi. W | Topology and geometry” Bredona
[8] mozna znalezé inne od przedstawionego w pracy, homotopijne podejécie do teorii
przeszkdd (bazujace na konstrukeji wiezy Postnikova).

Praca sktada sie z pieciu rozdziatéw. W rozdziale [I] podam niektére twierdzenia z
topologii i teorii wigzek do ktérych bede chcial sie odwoltywaé w dalszej czedci tekstu.
W rozdziale [2] wprowadze definicje systemu lokalnego i kohomologii o wspétczynnikach
skreconych uzywane w teorii przeszkdd, oraz przedstawie podstawowe wlasnosci tych
obiektow. Rozdzial [3| zawiera wilasciwy opis teorii przeszkdd. Interpretacja klas Stiefela
Whitney’a i Cherna jako przeszkéd znajduja sie¢ odpowiednio w rozdziatach [ i

W catlej pracy bede zaktadal, iz rozpatrywane przestrzenie sa CW kompleksami.
Dla grupy G przez G-moduly, bede rozumial Z[G| - moduty.






Rozdziat 1

Preliminaria

1.1. Twierdzenie Hurewicza i nakrycie uniwersalne

Definicja 1.1.1. Przestrzen topologiczna X nazywamy prosta wtedy i tylko wtedy gdy
X jest tukowo spdjna i dziatanie jej grupy fundamentalnej na grupach homotopii jest
trywialne.

Lemat 1.1.1. Lukowo spojna H-przestrzen jest prosta.
Dowéd. Lemat jest konsekwencja stwierdzenia 3.8.4 ze skryptu [3]. O

Definicja 1.1.2. Dlan > 1 niech 7}, (X, z¢) bedzie ilorazem grupy 7, (X, z¢) przez grupe
normalng, generowang przez:

{(w - a)ofl|a € (X, 20),w € m (X, z0)}

Dla n > 2 niech 7,(X, A, z¢) bedzie ilorazemgrupy 7, (X, A, x¢) przez grupe nor-
malng, generowang przez:

{(w - a)ofl|a € (X, A, x0),w € m (A, z0)}

Twierdzenie 1.1.2 (Twierdzenie Hurewicza). Niech xo € X bedzie punktem wyrdznio-
nym przestrzeni tukowo spdjnej X . Zalozimy iz dla pewnego n > 1 zachodzi wq(X, xo) dla
g <n. Wtedy Hy(X,z0) =0 dla ¢ < n, oraz homomorfizm Hurewicza

o il (X, m0) ~ Hp(X, 20)

jest izomorfizmem.

Niech xg € A C X bedzie punktem wyréznionym, a A i X przestrzeniami {ukowo spdj-
nymi. Jesli istnieje n > 2 takie, Ze m (X, A,x0) = 0 dla ¢ < n, to Hy(X,A) =0
dla g < n, oraz homomorfizm Hurewicza

o il (X, A z0) ~ Hy(X, A)

jest izomorfizmem ([l rozdzial 7.5)



Lemat 1.1.3. Niech zo € A C X bedzie punktem wyréznionym, a A i X przestrzeniami
tukowo spdjnymi, oraz niech A bedzie jednospdjna, wowczas dla kazdego n > 2 zachodzi
(X, A, x0) = (X, A, z0). Ponadto ponizszy diagram jest przemienny

/

¥

//\
Wn(XaAaxO)i>[(Dn?Sn_l);(X7A)]4:>Hn(XaA) (11)

gdzie pierwsza pozioma strzetka jest zapomnieniem o punkcie wyrozniony. Poziome strzatk:
na tym diagramie sq bijekciami zadajgcymi strukture grupy na [(D", S"1); (X, A)].

Dowéd. Z konstrukeji homomorfizmu Hurewicza m, (X, A, xg) — Hy, (X, A) ([4] roz-
dzial 7.4) wynika iz ¢’ faktoryzuje sie przez przeksztlcenie zapominania o punkcie wy-
réznionym f: 7, (X, A, 29) — [(D", S"1); (X, A)]. Poniewaz homomorifzm A jest jed-
nospéjne to homomorfizm Hurewicza jest izomorfizmem, zatem przeksztalcenie f jest
injekcja. Poniewaz przeksztalcenie zapominania o pukcie wyréznionym jest surjektywne
(kazda klasa homotopii niepunktowanej posiada reprezentanta zachowujacego punkt wy-
rézniony) to f jest bijekcja. Tak wigc przeksztalcenie [(D", S"71); (X, A)] — H, (X, A)
z diagramu [I.1] takze musi by¢ bijekcja. O

Dla spojnego CW kompleksu X, na jego nakryciu uniwersalnym X & X moina za-
da¢ CW strukture pochodzacag od CW struktury na X. Dla kazdego naturalnego n niech
XM .= pH(X (”)). Wybierajac dla kazdego naturalnego n > 1 przeksztalcenia charak-
terystyczne n-komérek X dostaje kanoniczny wybor przeksztalcen charakterystycznych
n-komérek X zadany przez podniesienia . Przy tak zdefiniowanej CW strukturze grupa
m1(X, zg) dziala wolno na zbiorze n-komérek X , dla kazdego naturalnego n. Zatem kom-
pleks komérkowy Cy(X) := H,(X®), X*~1) jest kompleksem 1 (X, z:9)-modutéw.
Gdy w pracy bede pisal o CW strukturze na nakryciu uniwersalnym to zawsze bede miat
na mysli opisang wyzej CW-strukture.

Whniosek 1.1.1 (Wniosek z twierdzenia Hurewicza). Dla spdjnego CW kompleksu X i
dla kazdego n > 3 homomorfizm Hurewicza m, (X, X(»=1) X H, (X X(=1)) jest
izomorfizmem. Homomorfizmy Hurewicza wpisuja sie w diagram przemienny:

Tng1 (XD X)) =5 [(pntl gn). (X () X ()] =5 H, (X (0D X ()

| 3 3

Tn(X ™ 20) = (S X ()] = Hy (X 220)

| | l

~

7Tn(f((rz)’f((n—l)) —= > [(D™, 8" 1); ()}(n)7)~((n—1))] *2>Hn()~((n)’)~((n—l))

1.2. Rozwldéknienia i ich przekroje

Lemat 1.2.1. Niech E — X bedzie rozwldknieniem. Niech f:Y — X, a f'E bedzie
przeciggnieciem rozwidknienia E. Niech y € Y, a (f!E)y i By bedg widknami nad



odpowiednio y i f(y). Wtedy f zadaje homeomorfizm fy: (f!E)y — Ey(,). Przeciggniccie
wigzki o prostych widknach ma proste wiokna.

Dowéd. Bezposrednio z definicji przeciagniecia (f'E), = {(y,e)|e € Eppti f(y,e) =e.
Tak zadane fy jest oczywiscie homeomorfizmem o odrotnosci f 1 D By — (f E), za-
danej przez fy_l(e) = (y,e). O

Lemat 1.2.2. Rozwldknienie (lokalnie trywialne) nad przestrzeniq $ciggalng jest wiok-
niscie homotopijnie réwnowazne z rozwidknieniem trywialnym.

Dowéd. Lemat jest konsekwencja Twierdzenie 3.5.2 ze skryptu [3]. O

Lemat 1.2.3. Niech S} bedzie gorng polsferq S™. Niech a € m,(X, x0). Wtedy fi: (S,1) — (X, x0)
moge rozszerzyé do f okreslonego na S™, tak aby [f] = a (gdzie || oznacza klase homo-
topii).

Dowéd. Skonstruuje rozszerzenie: rozszerzam fi do f okre§lonego na ”wigkszej”
polsferze S™' tak aby na brzegu S7 bylo stale. Sciagniecie brzegu S zadaje przeksztal-
cenie S™ — S™ A S™. Niech [f}] oznacza klas¢ homotopii przeksztalcenia zadanego przez
fi na goérnej sferze S™ A S™. Wéwczas zadajac na dolnej sferze S™ A S™ dowolne prze-
ksztalcenie g takie iz [g] = [f}]™! - [a] otrzymuje szukane przedtuzenie f. O

Lemat 1.2.4. Niech E — D" bedzie rozwldknieniem (lokalnie trywialnym). Przekrdj za-
dany na S?1 posiada rozszerzenie na dysk wtedy i tylko wtedy gdy jest przeksztalceniem
sciggalnym.

Dowéd. Z lematu moge bez straty ogdlnoéci zatozy¢ iz E = D™ x F. W tym przy-
padku treéé¢ lematu sprowadza sie do: przeksztalcenie S"~! — F posiada rozszerzenie na
dysk wtedy i tylko wtedy gdy jest Sciggalne. Co jest oczywiscie prawda gdyz dysk jest
stozkiem nad sfera. [

Lemat 1.2.5 (przeciaganie przekroju). Niech E — X bedzie rozwldknieniem, niech
f:Y — X a f'E bedzie przeciggnieciem. Niech g: Z — X, A bedzie podzbiorem Y,
a sq © h przeksztalceniami takimi, iz ponizszy diagram komutuje:

; LI

Wowczas istnieje doktadnie jedno spa: A — f'E, takie, iz diagram (uwzgleniajac ze-
wnetrzny czworokqt) komutuje. Operacja przeciggania przekroju jest funktorialna.

Dowdd. Lemat jest bezposrednia konsekwencja wlasnosci uniwersalnej przeciagnie-
cia. [



Lemat 1.2.6. Przy oznaczeniach z poprzedniego lematu. Niech g: Y — X bedzie ho-
motopijne z f wtedy f'E i ¢'F sq wldkniscie homotopijnie réwnowazne nad Y, poprzez
przeksztalcenie r: ¢’ E — fIE takie, iz sf.a jest homotopijne z 10 84 A

Dowdd. Istnienie réwnowaznosci r wynika z twierdzenie 3.5.2 ze skryptu [3]. Ponie-
waz r jest wloknistg homotopijng réwnowaznoscig to ztozenia sy 4 i rosy 4 z rzutowaniem
f'E — X sa réwne. Ponadto zlozenia z f'E — F s3 homotopijne (nad X). Tak wiec z
homotopijnych wiasnosci pullbacku s 4 jest homotopijne z r o sy 4. [

Lemat 1.2.7. Niech X bedzie CW kompleksem, EE — X rozwldknieniem, a p: X=X

nakryciem. Niech sy, i ty, beda przekrojami wigzki E na k-szkielecie X, a 31, 1), przecig-

gniectami przekrojow nad k-szkielet X. Wéwezas sy, rozszerza sie do przekroju na (k + 1)-szkielecie X
wtedy i tylko wtedy gdy Sy rozszerza sie do przekroju nad (k + 1)-szkieletem X.

Niech Hy_1 bedzie wicknistq homotopiq miedzy Sk‘X(k;—l) z'tk\X<k_1), a Hp_4 jej przecig-
gnigciem przez p. Wowczas Hy—1 rozszerza si¢ do widknistej homotopii miedzy sy i i,
wtedy © tylko wtedy gdy Hyp_1 przediuza sie do wioknistej homotopii miedzy Si, ti.

Dowdéd. = Przeciagniecie rozszerzenia sy41 nad X zadaje szukane rozszerzenie prze-
kroju sg.
< Rozszerzam przekrdj s po komérkach: dla (k+1)-komorki X o1 wybieram dowolna

odpowiadajaca jej komoérke o1 kompleksu X. Rzutowanie Pline Grrr) jest homeomor-

Okt )
Sesn) PrZEZ Pl (T t1)
rozszerzeniem sp na op41. Wykonujac ta operacje dla wszystkich (k + 1)-komorek X
otrzymam przekrdj Sg1-

Dowéd dla wiéknistej homotopii jest identyczny. [

fzmem. Latwo sprawdzi¢ iz przeciagniecie przekroju Spyq|p,, ( jest
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Rozdziat 2

Kohomologie o wspoétczynnikach
skreconych

2.1. System lokalny

Definicja 2.1.1. Grupoidem fundamentalnym przestrzeni topologicznej X nazywam
kategorie, ktorej obiektami sg punkty przestrzeni X, a morfizmami klasy homotopii
Sciezek miedzy punktami. Grupoid fundamentalny przestrzeni X bede oznaczal jako
P(X).

Lemat 2.1.1. Jesli X jest tukowo spdjna to jej grupoid fundamentalny jest rewnowazny
swojej peinej podkategorii zawierajgcej jeden obiekt. Takqg podkategorie zwigzang z obiek-
tem xo bede oznaczal P(X)g,.Latwo zavwazyé iz jest to kategoria zadana przez grupe
fundamentalng X.

Dowéd. Gdy X jest tukowo spéjna to dowolne dwa obiekty P(X) sa izomorficzne.
Zatem wlozenie pelnej podkategorii P(X) z jednym obiektem, jest funktorem wiernym,
pelnym i wlasciwie surjektywnym a wiec zadaje réwnowaznos¢ kategorii. [

Definicja 2.1.2. Systemem lokalnym na X nazywamy funktor z kategorii P(X) do
kategorii grup abelowych.

Twierdzenie 2.1.2. Jesli X jest tukowo spdjne to kategoria systemow lokalnych na X
jest naturalnie réwnowazna kategorii w1 (X, xg)-modutéw

Dowéd. Z lematu kategoria systeméw lokalnych na X jest naturalnie réw-
nowazna kategorii funktoréw z P(X),, w Ab. Niech 60,, bedzie funktorem z kategorii
Funct(P(X)zy; Ab) w m1 (X, zo)-moduly takim, ze: 0,,(F) = F(z0) jako grupa abelowa
i dla kazdego w € 71 (X, z0), w dziala na F(x¢) poprzez F(w). Transformacji natural-
nej miedzy systemami lokalnymi F' i G funktor 6., przeporzadkowywuje jej sktadowa
na obiekcie F'(x). Tak zdefiniowany funktor jest wierny, pelny i wlasciwie surjektywny,
zatem zadaje réwnowaznosc kategorii. J

11



Whniosek 2.1.1. Na przestrzeni tukowo spéjnej X, klasy izomorfizmu Funct(P(X)z,; Ab)
sa w kanonicznej bijekcji z klasami izomorfizmu 7 (X, zo)-modutéw (bijekcja zadana
przez funktor z dowodu twierdzenia [2.1.2]).

Przyklady Wazne przyktady systemu lokalnego to:

e System m,(X,*) (dla n > 1), taki iz m,(X,%)(a) = m(X,a) dla a € X, oraz
T (X, %) (w)(a) = w(a) dla Sciezki w i a € m,(X,w(0)).

e Niech ' — X bedzie rozwldknieniem o prostych witéknach; dla x € X niech E,
bedzie wtoknem nad X. Z prostoty widkien wynika iz istnieje kanoniczna bijekcja
Tn(Ey, ez) ~ [S™, E;] zadajaca strukture grupy abelowej na [S™, E,]. Dla kazdego
b € X wybierzmy e, € Ejp. Niech F' bedzie systemem lokalnym takim, iz dla x € X,
F(z) = mp(Ey, ;) ~ [S™, E;]. Kazda klasa homotopii $ciezek w w X definiuje klase
homotopii hy : E, ) — Eu1)- Niech

n h‘UJ n
F(w): mn(Ey0)s €w(0) = [S™, Euo)] == [S™, Eu)] = Tn(Euy s €w(1))-
Ten system bede potem oznaczal {m,(E,)}.

e Niech £ — X bedzie rozwléknieniem o widknach zlozonych z dwéch homeomor-
ficznych sktadowych tukowej spdjnoéci, bedacych przestrzeniami prostymi. Niech
kazda sktadowa spdjnosci kazdego widkna bedzie homeomorficzna z Ey. Zaldézmy
iz istnieje T : F — E homeomorfizmem nad X permutujacym skltadowe spdjnosci.
Dla kazdego b € X wybierzmy e, € Ep. Niech F' bedzie systemem lokalnym takim,
iz dlax € X, F(z) = mp(Fy, e,) ~ [S", Ey]. Kazda klasa homotopii $ciezek w w X
definiuje klas¢ homotopii hy,: E, ) — E,(1). Niech

n 3 n P n 7" mn
F(w): mn(Ey0)s €w(o)) = [S", Eoyl = [S™, Eu)] = [S™, Euq)l — [S", Eo)l = (B, ew(1)),

gdzie ¢ jest wlozeniem na dowolna sktadowa, a m rzutowaniem FEy L Fy — Ej.
Istnienie homeomorfizmu T gwarantuje niezalezno$¢ F(w) od wyboru wlozenia
i. Latwo sprawdzi¢ iz F jest funktorem.Ten system réwniez bede oznaczal przez

W dalszych rozwazaniach szczegdlnie istotny bedzie system lokalny rozwtdknienia o
prostych wiéknach. Przyda sie nastepujacy lemat:

Lemat 2.1.3. Niech E — X bedzie rozwioknieniem o prostych widknach, a f: Y — X
przeksztalceniem cigglym. Witedy jesli system lokalny {m;(E.)} jest trywialny (czyli dla
kazdej petli m;(E,)(w) = id), to system lokalny {m;(f'E,)} jest rownie trywialny.

Aby go udowodnié¢ pokaze ogdlniejszy fakt.

Definicja 2.1.3. Niech f: X — Y bedzie przeksztalceniem przestrzeni ciggltych. Wtedy
f zadaje funktor fi: P(X) — P(Y).

Niech F' bedzie systemem lokalnym na X. Przeciagnieciem systemu F przez f bede
nazywal system F o fi. Ten system bede oznaczal przez f'F.

12



Twierdzenie 2.1.4. Niech E — X bedzie rozwldknieniem o prostych widknach, a
f:Y — X przeksztalceniem CW komplekséw. Wtedy system lokalny {m;(f'E,)} jest
naturalnie rownowazny systemowi przeciggnietemu {f'm(Ex)}

Dowdéd. Z wlasnoéci przeciggniecia wiazki wynika, iz dla kazdego y € Y przeksztal-
cenie f zadaje homeomorfizm f!Eyi>Ef(y). Pokaze iz homomorfizmy:
f*
mi(f'E)(y) = mi(f EBy) =5 mi(Ep) = fmi(E) ()
zadaja szukany naturalny izomorfizm funktoréw.
Rozpatrzmy dowolna $ciezke a: I — Y, oznaczmy «a(0) = yo, (1) = y1. Z wlasnosci
rozwldknienia istnieje homotopia H czyniaca ponizszy diagram przemiennym:

By, fE

7
-
iol //
7 H

By, x I——>Y

(gdzie T jest rzutowaniem f'E,, x I — I ). Klasa homotopii przeksztatcenia indukowa-
nego na wléknach przez « jest zadana jako:

wai f'Ey 2> f'E, x> f'E, cf'E

. s . . . . . . |
(z przemiennoéci powyzszego diagramu wynika, iz obraz w, jest zawarty w f"E,,). Latwo
zauwazy¢, iz homotopia

—1y;
G: By x I By x - B

czyni przemiennym diagram:

Klasa homotopii przeksztalcenia indukowanego na widknach przez f.(«) jest zadana
jako:

1 G
wf*(a): Ef(yo)HExo X I*>Ef(y1) C E.

Z definicji wy, (o) wynika, iz ponizszy diagram komutuje (co do homotopii).

| Fuo
FEyy — Ef(yo)
wal wf*(a)
fyl

f!Eyl - Ef(yl)

13



co daje przemienno$¢ diagramu:

Ty
Wi(f!Eyo) R Wi(Ef(yo))
Wi(f!E*)(a)l lf!m(E*)(a)
fyl*

mi(f'Ey) —=mi(Ep(yy))

Zatem przeksztalcenia fy* zadaja naturalng transformacje funktoréw. Poniewaz fy S8
homeomorfizmami, to f,« sa izomorfizmami, a zatem zanleziona naturalna transforma-
cja jest naturalnym izomorfizmem. []

Lemat jest oczywistg konsekwencjg twierdzenia

2.2. Kohomologie o wspoélczynnikach skreconych

W dalszej czesci pracy bede zakladaé, iz przestrzen X jest spojna (a zatem lukowo
spéjna, gdyz CW kompleksy sa lokalnie lukowo spdjne). Nie zmniejsza to ogdlnosci
rozwazan, gdyz konstrukcje przekroju i widknistej homotopii miedzy przekrojami, prze-
prowadza sie na kazdej sktadowej spéjnej oddzielnie. Dzieki temu zalozeniu z wniosku
2.1.1) mozemy rozpatrywaé w1 (X, zg)-moduly zamiast systeméw lokalnych.

Definicja 2.2.1. Niech C, bedzie kompleksem tancuchowym prawych R-modutéw, gdzie
R jest pierScieniem (niekoniecznie przemiennym).

e homologiami o wspdtczynnikach skreconych przez lewy R-modut A kompleksu C,
nazywamy homologie kompleksu C, ®g A

e kohomologiami o wspélczynnikach skreconych przez prawy R-modul A kompleksu
C, nazywamy kohomologie kompleksu Homp(C\, A)

Definicja 2.2.2. Niech X bedzie sp6jnym CW kompleksem. Rozpatrzmy S, (X )-kompleks
singularny nakrycia uniwersalnego X z kanonicznym dziataniem 7 (X, z¢) (pochodza-
cym od dziatania 71 (X, zg) na X ). Niech F' bedzie systemem lokalnym, ktéremu odpo-
wiada prawy 71(X, zp)-modul A. Wéwczas kohomologiami skreconymi przestrzeni to-
pologicznej X w systemie lokalnym F', nazywamy kohomologie o wspo6tczynnikach skre-
conych przez A kompleksu S*()? ). Tak zdefiniowane kohomologie o wspélczynnikach
skreconych nie zaleza od wyboru nakrycia uniwersalnego, gdyz dowolne dwa nakrycia
uniwersalne sa homoeomorficzne jako 71 (X, z() przestrzenie (po wyborze punktu wyrédz-
nionego, istnieje wyrdzniony homeomorfizm).

Oznaczenie. Kohomologie skrecone X w lokalnym systemie odpowiadajacym modu-
towi A oznaczamy H*(X; A) (homologie analogicznie z * u dotu)
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Stwierdzenie 2.2.1. Kohomologie skrecone X w systemie odpowiadajgcym modulows
A z trywialnym dzialaniem 1 (X,19), to klasyczne kohomologie o wspdlczynnikach w A,
gdzie A traktujemy jako grupe abelowgq.

Dowéd. Niech p : X - X bedzie rzutowaniem z nakrycia uniwersalnego. Wpro-
wadzmy na S, (X) trywialne dzialanie 7 (X, zq). Wowczas przeksztalcenie p,: S, (X) — S.(X)
jest epimorfizmem komplekséw 71 (X, zp)-modutéw. Kohomologie skrecone X o wspdl-
czynnikach w A to z definicji kohomologie kompleksu Hom, XJO)(S*(X' ), A). Pokaze,
iz:

p* : Homﬂ'l (X,x0) (S* (X)v A) - Homﬂ'l (X,x0) (S* ()?)7 A)

jest izomorfizmem. Homomorfizm p* jest monomorfizmem gdyz rzutowanie p, : S, (X) — S, (X).
Ponadto jadro ker(p.) jest podmodutem generowanym przez alementy postaci

{wa —al dla a € S.(X),w e m (X, x0)},

wiec jest zawarte w jadrze dowolnego 71 (X, zg) ekwiwariantnego homomorfizmu z S*(X' )
w modul trywialny. Tak wigc z wlasnosci uniwersalnej ilorazu p* jest epimorfizmem.
Ponadto 71 (X, z¢) dziala trywialnie zaréwno na X jak i na A zatem:

Hom, (x,50) (S5(X), A) == Homy, (x,20)(Sx(X), A) == Hom 44(S«(X), A).

Ale kohomologie Hom 43(S4(X), A) to kohomologie X o wspdlczynnikach w grupie abe-
lowej A. Teza jest spelniona poniewaz kohomologie izomorficznych komplekséw sg iden-
tyczne. [

Obliczanie homologii CW kompleksu przy uzyciu kompleksu komorkowego jest zazwy-
czaj prostsze niz przy uzyciu kompleksu singularnego. Okazuje sie, iz ta technika moze
by¢ uzywana réwniez do liczenia kohomologii o skreconych wspétezynnikach.

Twierdzenie 2.2.1 (topologiczna niezmienniczo$¢ kohomologii skreconych). Rozpa-
tremy na X (nakryciu uniwersalnym X ) standardowg CW strukture wynikajgcq z CW
struktury na X. Niech kompleks komorkowy nakrycia uniwersinego X bedzie dany jako

Cn(X) = Hy(X™, XY dla kazdego n € N

ze standardowymi przeksztatceniami brzegu. Niech A bedzie R-modutem Wowczas koho-
mologie skrecone przez A kompleksow Si(X) i Cu(X) sq rowne.

Rozwazania prowadzace do dowodu powyzszego twierdzenia mozna znalezc w ksiazce
G.W.Whiteheda ([5] rozdziat VI).
Z wniosku z twierdzenia Hurewicza (wniosek i lematu|1.1.3]) wynika, iz dla k > 3

Homg, (x 0 ([(DF, 85715 (X, X 1)), A) 2 Homir, (x ) (Hi(X®), X571), 4)

gdzie struktura 71 (X, r9) modutu na [(DF, §%=1); (X®) X (=1))] jest zadana przez dzia-
tanie m (X, z0) na X. Ponadto przeksztalcenia ”brzegu” z wnosku komutuja z
izomorfizmami z powyzszej rOWnosci.
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Whniosek 2.2.1. Tak wiec z twierdzenia kohomologie skrecone mozemy obliczaé z
kompleksu tancuchowego:

Hom,, (x z0) ([(DF, S¥71); (X®), X*=D)] A) dla k > 3

CF(X:A):= . 2
( ) {Homm(x,zo)(Hk(X%),X<k—1>),A) dla k € {1;2}

w ktérym operatory kobrzegu sa zadane zgodnie z wnioskiem dla k > 3.
W dalszych rozwazaniach przyda nam sie lemat

Lemat 2.2.2. Standardowe rozszerzenie definicji H*(X; —) na morfizmy systeméw lo-
kalnych X czyni z H*(X;—) funktor z kategorii systemow lokalnych na X w kategorie
grup abelowych.

Dowéd. Z twierdzenia nalezy pokazaé iz H*(X; —) jest endofunktorem z kate-
gorii m1 (X, zp)-modutéw. Niech g: M — N bedzie homomorfizmem 71 (X, ¢)-modutéw.
Wéwczas niech H*(X;¢g): H*(X; M) — H*(X; N) bedzie dane jako przeksztalcenie in-
dukowane na kohomologiach przez:

Gs: Homm(XwO)(S*(X'),M) — Homy, (x 20)(Sx(X), N).

Taka definicja jest funktorialna. [
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Rozdziat 3

Teoria Przeszkod

W tym rozdziale bede zakladal iz (X, z) jest spéjnym CW kompleksem, niech X©) = z

i wszystkie odwzorowania charakterystyczne komérek zachowuja punkt wyrézniony. Niech
q: (E,eq) — (X, zp) bedzie rozwléknieniem o prostych wléknach. Niech {7y (E,)} bedzie

systemem lokalnym opisanym jako 2 przyklad w rozdziale Niech C*(X; A) bedzie

kompleksem tancuchowym

CH(X; A) = { Homiy, (x ) (Hp(X®), X6-1) 4) dla k> 1

Wybierzmy przeksztalcenia charakterystyczne komorek X, ten wybér zadaje wybor prze-
ksztalcen charakterystycznych komérek X.

Niech p: (X' ,Zo) — (X, zg) bedzie nakryciem uniwersalnym X. Niech E bedzie przecia-
gnieciem wiazki F przez p, oraz niech E, bedzie obcieciem wiazki E do n-szkieletu X.

Oznaczenie. Dla przeksztalcenia lokalnie trywialnego p: E — X, niech I'(E) oznacza
zbidr przekrojow p.
3.1. Kocykl przeszkody
Twierdzenie 3.1.1. Dla kazdego k > 1 istnieje przeksztalcenie
o(=) : T(Elx,) — C* (X {mi(Ea)})

takie, Ze dla przekroju s, € I'(E|x,), kolancuch c(sy) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy sy
przedtuza sie do przekroju na (k + 1)-szkielet X.

Dowdéd. Istota dowodu bedzie skonstruowanie przeksztatcenia
¢ T(E|x,) — Homge ([(DM, 8%); (XD, X W], 4)

bedacego przeksztalceniem w homomorfizmy grup abelowych dla & > 2. Wéwczas dla
k > 2 moge zadaé przeksztalcenie ¢(—) na dwa sposoby:
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a) skorzystaé z formy kompleksu C*(X; A) z wniosku i zadaé ¢ = ¢.

b) dla kazdej komérki o kompleksu X o wybranym przeksztalceniu charakterystycznym
®, i dowolnego przekroju si zadaé c(sg) (o) = (si)(P), a nastepnie rozszerzy¢ c(si) na
H;y, (X(k), )Z'(k_l)) korzystajac z wlasnosci uniwersalnej grupy wolnej.

Te dwie konstrukcje zadaja to samo przeksztalcenie ¢ gdyz pokrywaja sie¢ na generato-
rach, gdyz wybor przeksztalcenia charakterystycznyge zadaje przekrdj przeksztalcenia

[(Dk, Sk:fl); (X(k)j)?(kfl))] _ Hk()?(k%)?(kfl))

Nastepnie wykaze iz tak zadane c¢ jest przeksztalceniem 71 (X, zp) moduléw i spelnia
warunki z treéci zadania.
Dla k = 1 aby otrzymaé przeksztalcenie ¢ uzyje konstrukeji b).

1. Skonstruuje przeksztalcenie ¢/

Ta
.
(O['E)l a EEO P EJ/'O
\Lia iiio iixo
o' Bt < Eps 4 Ekt1

A RN

(Sk7 1) . (Dk—i-l, Sk) e (X'(k:—i—l), X(k)) _r_ (X(k+1),X(k)) - (X(k)7$0)

(3.1)
Dla danego przekroju s chce zadaé przeksztalcenie
c(sg): [(DFFY S (X WD XN — (B, ey).

Aby to zrobi¢ zadam wartosé przeksztalcenia ¢(s; ) na elemencie o € [(DF1; §F) (X KB+ X (R))],
Bez straty ogélnosci moge zatozy¢ iz a jest komérkowe wiec (1) € X0,

W diagramie powyzej dolne kwadraty definiujemy jako przeciagniecia. Gérne strzatki

sa przeksztalceniami zadanymi na wiknach a zatem z lematu [I.2.I] homeomorfizmami,
nazwijmy ich zlozenie 7,. Ponadto z lematu przekrdj s wyznacza przekrdj so
wigzki o' Epy1 nad sferg (S%,1), a zatem element (o' Epy1, 5q(1)). Dysk DF1 jest
Sciggalny wiec, z dtugiego ciggu rozwldknienia:

! 7 ( [ k+1
(a Ek+1)1 i>04Ek+1 —>D +,

przeksztalcenie i, (patrz diagram) zadaje izomorfizm grup homotopii.
Niech ¢(si)(a) = Tasisl[sa], gdzie Tax, Oraz i sa izomorfizmami indukowanymi na
grupach homotopii. Tak zadane przeksztalcenie nie zalezy od wyboru reprezentanta z

klasy homotopii (lemat |1.2.6]).
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2. Pokaze, iz c/(sy) jest homomorfizmem grup abelowych dla k > 2. Niech
a1, an: (Dk+1, Sk) N (X(kJrl)’X(k))

Z wniosku wynika iz L(Dk“;é’k)()z(k“),f((k))] ~ T (XEHD X E) 30 i struk-
tura grupy na [(D**1; §%)(X(k+1) X ()] pochodzi z tego izomorfizmu. Zatem bez straty
ogolnosci moge zatozy¢ iz

a1, ag: (DML %, 1) — (XBHD X0 )

Nalezy pokazaé iz c(sg)(a1 + a2) = c(sg)(a1) + ¢(si)(az2). Dla k € {1;2}:

(1 + a2)'E)y — (a1 V a2) B); ~—— (a, By (3.2)

il‘al+a2 ioq\/o@ liak
(a1 + a)'E (a1 V ap)'E a}cﬁ

i Qa1Va2 i
DE+1 A Dk+1y pk+1 U pk+t

a1Vasg
agtaz Qg
X

W diagramie dolne kwadraty sa przeciagnieciami, goérne strzatki sg przeksztatce-
niami indukowanymi na wléknach, a zatem z lematu [I.2.1] homeomorfizmami. Przesztal-
cenie A jest $ciagnieciem réwnika (DF x 0), a przeksztalcenia i1 i i3 to wlozenia na odpo-
wiednio gérny i dolny dysk. Z definicji 7 (diagram [3.1]) przeksztalcenia 74, Tay @ Tay+as
faktoryzuja sie przez przestrzen ((aj V ag)!E)l. Ponadto przestrzen DFT1 v DFFL jest
Sciagalna, wiec z dtugiego ciagu rozwldknienia

(a1 V a2)' E) —— (a1 V az) B 2122 Dkl ph+l

przeksztalcenie iq,va, zadaje izomorfizmy na grupach homotopii. Zatem z definicji ¢(s)
wystarczy pokazad, iz: N B B
Ailsar+as] = i14[8a1] + 124[80,]
co jest rownowazne ~ N B
Ao Sajdas =211 0 Saq + 12 0 Sa,,

gdzie ~ oznacza homotopijna réwnowaznosé¢. Bezposrednio z definicji przeksztalcen (i funk-
torialnoSci przeciggania rozwléknien) wynika, iz obie strony sa homotopijne z przeksztal-
ceniem Sq,va, © Algr. Zatem c(sg) jest homomorfizmem grup abelowych.
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3. Pokaze, iz ¢(sk) jest homomorfizmem 7 (X, z¢)-moduléw dla kazdego k > 1.
Aby to uzasadni¢ uzyje definicji b) (dzialajacej réwniez dla k = 1).
Niech o € Hk“()?(kﬂ), X(k)), aw € m(X,x0), niech ®, bedzie wybrana mapa charak-
terystyczng o. Trzeba pokazaé, iz

c(s)(w(@)) = welsk)(9)-

Ale poniewaz przeksztalcenia charakterystyczne komorek X zostaly zadane poprzez wy-
bor przeksztalcen charakterystycznych komorek X, to @) = w o ®,. Zatem nalezy
udowodnié iz

A (sp)(wo ®y) = wd (s1)(Py).

Poniewaz powo ®, = po®, to przeksztalcenia wo ®, i &, indukuja ta sama wiazke nad
dyskiem, oraz ten sam przekroj tej wiazki. Tak wiec s,00, = Sa,. Niech przeksztalcenie
nadkreslone oznaczaja przeksztalcenia indukowane na wtéknach wtedy:

Twdy+ = Dx © wWPs, =Py oWy 0 (I)_U* = W(p* o (I)_a*) = W(T¢’a*)~
Zatem

c(51) (WPa) = T, (i3 (500,)) = Twa, (i (s0,)) = w(Ta, (i (s8,))) = w(c(sk)(Ps))

Tak wiec ¢(sg) jest homomorfizmem 71 (X, z)-modultéw.

4. Pokaze iz dla kazdego k > 1 przeksztalcenie c(s;) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy
przekrdj sy rozszerza sie na (k + 1)-szkielet X.
« gdy przekréj sy, rozszerza sie do sj41, to dla kazdego o € [(D* 1, Sk)()z(k“), )N((k))],
przekréj sq rozszerza sie na dysk, wiec jest sciagalny. Zatem dla kazdego o € [(DFF1, §F) (X B+ X (R))],
zachodzi:

¢ (58)(0) = Tawia[0] = 0

Zatem ¢/ (sg) = 0, wiec réwniez ¢(s;) = 0.
= gdy c(sp,) = 0 to dla kazdej (k+1)-komérki o kompleksu X otrzymuje, iz ¢/ (s, )(®4) = 0
a zatem sy mozna rozszerzy¢ na (k+ 1)-szkielet X (lemat . Tak wiec z lematu
przekrdj s; mozna rozszerzy¢ na (k + 1)-szkielet X.

7 powyzszych rozwazan wynika iz ¢ spelnia warunki wymagane w tezie. [

Lemat 3.1.2. Konstrukcja c¢(—) z twierdzenia jest funktorialna wzgledem prze-
ksztalcen komorkowych w mastepujgcym sensie: rozpatrzmy przeciggniecie przez prze-
ksztalcenie komorkowe

rEL.E
g lq,« lq\
y®) y . x X ®)




gdzie s}, jest przekrojem odpowiadajgcym sy. Funkcja f zadaje przeksztalcenia
f*: H*(i;:k; }7*71) - H*(X*, X*fl)
fo (D7, 8" (Ya, Yamn)] = (D%, 871 (X, X))
fyo*: T (Ez) — W*((f'E):r)

Wowczas dla kazdej pary liczb naturalnych n, m mozna zadaé
[ CM(X T (By)) — CM(Y, Wm((f'E)x))

poprzez f*(g) = fypu(g o f+) (dla g € C™(X, mn(EL))).
Wéwezas zachodzi c(s)) = f*(c(sk)).

Dowdd. W pracy przeprowadze dowdd jedynie dla przypadku k > 2.
Dla £ > 2 mozna skorzystaé¢ z postaci kompleksu Ck(X, A) z wniosku Wtedy
przeksztalcenie f* przyjmuje postaé f*(g) = _y_o}k(g o fl) i z konstrukcji ¢ wystarczy
wykaza¢ iz dla dowolnego komoérkowego o € [(DF+1, §%); (Y (1) v (¥))] zachodzi

¢ (si)(@) = 7 (s)(@) eayli ¢ (sp) (@) = Fioi(d (se)(@) o 1) = Fob(elsi)(f o a)),

Rozpatrzmy diagram

(Ye, §) —— (Y&, %0)

(Sk,1) ! !

(X, T0) —— (X, 7o)

gdzie fyoz ( f!E)gc0 — By, jest przeksztalceniem indukowanym na wiéknie nad yo.
Ale z przemiennosci powyzszego diagramu i funktorialnosci przeciggania wigzek wynika
iz wiazka indukowana nad S*, przez wigzke E i wigzka indukowana przez f'E sg réwne.
Ponadto przekréj tej wiazki indukowany przez s, jest rowny przekrojowi indukowanemu
przez s).. Zatem obydwa przekroje zadaja ten sam element grupy homotopii wiékna nad
1. Tak wicc istnieje a € mp((o'Ey)1) takie, iz:

d(st)(a) = 7ala] 1 ¢ (s)(f 0 @) = 77, [a].

Z przemiennosci diagramu i definicji 7 (diagram D wynika, iz Tion © (Ta) ™t = fyox

Zatem
c(sp)(a) = (17, © (Ta) ™) " Melsi) (F o @) = fioh(c(sk)(f o)) = fre(sk)(a).

Czyli ¢(s},) = f*(c(s)). O
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Lemat 3.1.3. Dla dowolnego przekroju sy, kolancuch przeszkody c(sy) jest kocyklem,
czyli dc(sg) = 0.

Dowdd. W pracy przeprowadze dowdd jedynie dla przypadku k > 2.
Analogicznie jak w poprzednim dowodzie dla k > 2 z wniosku wystarczy pokazaé
to dla dc/(si) = 0. Niech

0+ (D12, 441 (X 1K42), XU4D)]  [(DRHL 5) (XD, K00

Z definicji 0 z dtugiego ciagu trojki wiadomo, iz dla dowolnego przeksztalcenia (3, prze-
ksztalcenie

0B: (DF1, 8% 1) — (X*HD, X0 7))

jest state na S*. Tak wiec przekrdj sgg jest staly, a zatem Sciagalny, czyli c(sy)(08) = 0.
Ale to oznacza iz dla kazdego przeksztalcenia 3 zachodzi

dc(sk)(B) = c(sx)(98) = 0.

Czyli dc(s) = 0, czyli ¢(sk) jest kocyklem. OJ

Z powyzszego lematu wynika, iz kocykl przeszkody wyznacza pewien element [c(s)]
skreconych kohomologii X. Moze sie zdazy¢, iz c(si) jest nietrywialny ale wyznacza
zerowa klase kohomologii (jest nietrywialnym kobrzegiem). Taka sytucje opisuje, udo-
wodnione w kolejnym rozdziale, twierdzenie [3.2.5

3.2. Kotancuch réznicujacy

Twierdzenie 3.2.1. Niech

T= {Sk,tk,Hk,ﬂSk,tk S F(E|Xk),Hk713 X1 x1I— E’Xk—l

Hj,_1- punktowana widknista homotopia miedzy sk|x,_,,tklx,_, }-
Dla kazdego k > 1 istnieje przeksztalcenie
d(—, =) : T — C*(X; {mr(Ex)})

takie, ze dla trojki (s, ti, Hx—1) € T, kolaricuch d(sk,tr) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
Hjy._1 przedtuza sie do wloknistej homotopii miedzy si © ty.

Dowdd. Istota dowodu bedzie skonstruowanie dla kazdego k > 1 przeksztatcenia
d:T — HomSet([(Dkv Sk_l); ()?(k)7 )?(k_l))]v A)

bedacego przeksztalceniem w homomorfizmy grup abelowych dla k > 3. Wéwczas dla
k > 2 moge zadaé przeksztalcenie d(—, —) na dwa sposoby:
a) skorzystaé z formy kompleksu C*(X; A) z wniosku izadaé¢ d=d'.

b) dla kazdej komérki o kompleksu X o wybranym przeksztalceniu charakterystycznym
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@, i dowolnej tréjki (sg, tr, Hp—1) € T zadaé d(sg, tx) (o) = d'(sg, tr)(P), a nastepnie roz-
szerzy¢ d(sg, t) na Hy ()N( ®), X (k=1)) korzystajac z wlasnoéci uniwersalnej grupy wolnej.
Te dwie konstrukcje zadaja to samo przeksztalcenie d gdyz pokrywaja sie na generato-
rach, poniewaz wybor przeksztalcenia charakterystycznyge zadaje przekrdj przeksztal-
cenia

[(Dk:,Skfl); ()?(k)’)?(kfl))] _ Hk()?(k)’)?(kfl))

Nastepnie wykaze iz tak zadane d jest przeksztalceniem (X, z9) modutéw i spelnia
warunki z tresci zadania.
Dla k € {1;2} aby otrzymadé przeksztalcenie d uzyje konstrukeji b).

1 Skonstruuje przeksztalcenie d’

- //~—Q\
((aom)'E); B E., (3.3)
\L’La liio l:ﬂo
(a (@) W)!E'k o Ek b Ek
SaUH Ut \L l lq SkUH Uty

Dyt (DF, 5k=1) x 2% (X (k) x(=1)y 2o (x (k) x(=1)) I xg

A

gdzie Dg = (DF x 0T U S*=1 x I, {1} x I) =~ (S§%,1)
Xg=(XFDxTUX® x0I,xq x I), oraz h(z,t) = z.
Chce zadaé przeksztalcenie

d (sg,ty): [(DF, S 1) (X B XE=IN] s (B, ea)-

Aby to zrobi¢ zadam wartosé przeksztalcenia d(sy, t;) na elemencie a € [(D*, §5~1); (X*), X (k=1))].
Bezs straty ogélnosci moge zalozyé iz o jest komoérkowe zatem a(1) € X(©

W diagramie powyzej dolne kwadraty definiujemy jako przeciagnigcia. Gérne strzatki

sa przeksztalceniami zadanymi na wléknach, a zatem (z lematu homeomorfizmami.

Nazwijmy ich zlozenie 7. Przeksztalcenie ¢ jest wlozeniem, a 7 rzutowaniem na dysk.

Ponadto z lematu [I.2.5] przekrdj s, U Hy_1 Uty wyznacza przekrdj so U Hy Ut wiazki

o' By, nad sferg Dg ~ (S%,1), a zatem element 7y, ((aom) Egy1, 54(1)) . Przestrzen D¥ x I

jest Sciggalna wiec, z dtugiego ciagu rozwitdknienia:

((vo ) Ep) LN (aom)'E), — DF x I,

przeksztalcenie i, (patrz diagram) zadaje izomorfizm grup homotopii.
Niech
d' (s, 1) (@) := Tawin [Sa U Ho Uty
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gdzie Tos, Oraz iq sa izomorfizmami indukowanymi na grupach homotopii. Klasa homo-
topii przeksztalcenia d'(sg, tx)(a) nie zalezy od wyboru reprezentanta z grupy homoto-

pii (lemat [1.2.6)).

2. Pokaze, iz d'(sg, tg)jest homomorfizmem grup abelowych dla k > 3. Niech
a1, 001 (DF SF1) — (X)) X (k—1)

Z wniosku wynika iz [(~Dk; SE=1) (X R XE-1)] ~ (X R XR=D) F0Y i struktura
grupy na [(D*; S¥=1)(X®) X (#=1)] pochodzi z tego izomorfizmu. Zatem bez straty ogél-
noéci moge zatozyé iz

g, 02! (Dk+175k7 1) - ()’z(k—‘rl)?y(k):/j())

Nalezy pokazaé iz c(s)(a1 + az) = c(sg)(a1) + c(si)(az2). Dla k € {1;2}:
Niech:
or,ag: (DR, 81 1) — (X(k),X(k_l),fo)

Nalezy pokazaé, iz d(sk, tr)(a1 + o) = d(sg, tr) (1) + d(sg, tg)(ag). Dla k € {1;2}:

(e o7+ az o m)'B); — (((a1 V az) 0 1) E)y < ((ag o 7) E)s

iia1+a2 ia1Va2 liak

(cpom+agon)E ((a1 Vag)om)'E

i qal Vag \L

Db x [ — 2% (Dky Dk) x [ <2

(a1Vag)om
(a1+ag)or Y aiom

X

W diagramie dolne kwadraty sa przeciagnieciami, gérne strzatki sa przeksztatceniami
indukowanymi na wléknach, a zatem z lematu homeomorfizmami. Przeksztatcenia
A, i1 i iy sg zdefiniowane tak jak w poprzednim rozdziale. Z definicji 7 (diagram [3.1)

przeksztalcenia 7o, ,Ta, @ Tay+a, faktoryzuja sie przez przestrzen ((aiV ag)o 7r)!E)1.
Ponadto przestrzen (DFT1v D*+1) x I jest $ciagalna, wiec z dtugiego ciagu rozwiéknienia

| = dagVvag

((041 Vag)orm)E —— (Dk+1 V; Dk+1) < I

ial Vag
—_

(((O[l V 042) o F)!E)l

wynika, iZ iq,va, zadaje izomorfizmy na grupach homotopii. Zatem z definicji d(sg, tx)
wystarczy pokazaé, iz:

A*[3a1+a2 U Haytas Utaytas] = iNl*[Sal UHq, Uta,] + i;*[saz U Hay Utay]
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co jest rownowazne
Ao (5a1+a2 U Hoé1+012 U tOtl-l-OtQ) 40 (5041 U Hal U ta1) + ;2 o (5042 U Haz U ta2)7

gdzie ~ oznacza homotopijna réwnowaznosé¢. Bezposrednio z definicji przeksztalcen (i funk-
torialnosci przeciagania przekrojow) wynika, iz obie strony sa homotopijne z przeksztal-
ceniem:

(3a1Va2 UHava, U ta1\/a2) ° (A X Z‘d)’S’“—lxl'

Zatem d(sg,tx) jest homomorfizmem grup abelowych.

3. Pokaze, iz d(sg, tx) jest homomorfizmem (X, zg)-modutéw dla kazdego k > 1.

Aby to uzasadnié¢ uzyje definicji b) (dzialajacej réwniez dla k € {1;2}).

Niech o € Hk(f((k),f((k_l)), aw € 7 (X, xzg), niech &, bedzie wybrana mapa charakte-
rystyczna o. Trzeba pokazaé, iz

d(Sk, tk)((,U(U)) = wd(sk, tk)(O').

Ale poniewaz przeksztalcenia charakterystyczne komoérek X zostaly zadane poprzez wy-
bor przeksztalcen charakterystycznych komorek X, to @) = w o ®,. Zatem nalezy
udowodnié iz
d'(sk, t)(wo ®,) = wd’(sk, te) (D).
Poniewaz pow o &, = p o ®, to przeksztalcenia wd, i ®, indukuja te sama wigzke
nad Dg, oraz ten sam przekrdj tej wiazki, czyli

Spd, U Hye, Utys, = se, UHs, Uty, .

Ponadto,

Twdex = Dx © WDy, =Py 0wy 0 Py, = w(ﬁ* © (I)J*) = w(T‘Do*)'
Zatem (dla przejrzystosci zapisu pomine izomorfizm i(_l))
d(Sk, tk)(w(l)g) = qu)g*(swcpoUqu)aUtwcpg) = qupg*(&pLTUHq)gUtcpc) = w(Tq>U*(Sq>UUHq>GUt¢.G)) = w(d(sk, tk)(q)c

Tak wiec d(sg,tr) jest homomorfizmem 71 (X, z)-modultéw.

4. Pokaze iz dla kazdego k > 1 przeksztalcenie d(sk,tr) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy
gdy Hy_, przedtuza sie do widknistej homotopii Hy miedzy si i tx na k-szkielecie X.
< gdy Hj_1 rozszerza sie do Hy, to dla kazdego a € [(D¥,5%1), (X®), X(=1)]| prze-
krdj so U Hy Ut, rozszerza sie na walec wiec jest przeksztalceniem $ciagalnym Zatem
dla kazdego o € [(D¥, §5=1), (X®), X(k=1))] zachodzi:

d/(skv te)(a) = Ta*i;*l [0] = 0.

Tak wige d'(sg,t) = 0, a zatem réwniez d(sg,tx) =0.
= gdy d(sk, tx) = 0 to dla kazdej k-komérki o kompleksu X otrzymuje, iz d'(sg, tx ) (®y) = 0
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a zatem H k1 mozna rozszerzy¢ na k-szkielet X. Wiec, z lematu homotopie Hj_1
mozna wloknidcie rozszerzy¢ na k-szkielet X.

7 powyzszych rozwazan wynika iz przeksztalcenie d spelnia warunki z tresci twierdzenia.

0

Lemat 3.2.2. Konstrukcja d(sg,tr) jest naturalna ze wzgledu na przeksztalcenia ko-

morkowe w nastepujacym sensie: gdy f: Y — X jest komdrkowe, a s}, t}. sq przekrojami

f'E odpowiadajgcymi sy, ty,, oraz Hj,_ | widknistq homotopiq odpowiadajgcg Hy_y (lemat

, to frd(sk,ty) = d(s),t},) (gdzie f* jest zdefiniowane tak jak w lemacie .
Dowdd. W pracy przeprowadze dowdd jedynie dla przypadku k > 3

Dla k& > 3 mozna skorzysta¢ z postaci kompleksu C*(X, A) z wniosku Wtedy

przeksztalcenie f* przyjmuje postaé¢ f*(g) = f-Ll(go f!) i z konstrukcji d wystarczy

Yo
wykaza¢ iz dla dowolnego komérkowego a € [(DF, S5=1); (Y ®) Y *k=1))] zachodzi

d (i, ) (@) = [d (sk, ) (@), coyli d' (s, 17,) (@) = foh(d (sp: t) (f 0 ),
Rozpatrzmy diagram

(Yi, §) ——= (Yi, y0)

Qo7

(Dg, 1) 7 f

()?ku f()) 4p> (ka .’E())

gdzie fyo jest przeksztalceniem indukowanym na witdknie nad yg. Ale z przemiennoéci
powyzszego diagramu i funktorialnosci przeciagania wigzek wynika iz wiazka indukowana
nad Dg, przez wiazke E i wigzka indukowana przez f'E sa réwne. Ponadto przekréj tej
wiazki indukowany przez (sx U Hy U tx), jest réwny przekrojowi indukowanemu przez
(s), UH} Ut},). Zatem obydwa przekrOJe zadaja ten sam element grupy homotopii wtékna
nad 1. Tak wiec istnieje a € m((a'Ey)1) takie, iz:

@ (sht4)(@) = 7ala] oraz &'(sy, 1) (F o @) = 77, [a].

Z przemiennoéci diagramu i definicji 7 (diagram ) wynika, iz T Foon 0 (Taorn) + = Jyos-
Zatem:

d' (s} 1) (@) = (75,00 0(Taom) ™) 7HA (s 1) (Fo)) = frh(e(se) (foa) = f*d (sk, tr) (a).
Tak WiQC f*d((sk,tk)) = d(Sk,tk). Il

Lemat 3.2.3. Dla dowolnych przekrojow sy ity zdefiniowanych na k-szkielecie X i wiok-
niscie homotopijnych na (k—1)-szkielecie X , kolaricuch réinicujgcy d(sy, ty) € CF(X; {mp(Ez)})
spelnia réwno$é: dd(sk, tx) = c(sk) — c(tx).
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Dowéd. W pracy przeprowadze dowdd jedynie dla przypadku k > 3.
Analogicznie jak w poprzednim dowodzie dla k > 3 z wniosku wystarczy pokazad,
ze 0d' (s, tF) = (i) — ¢ (t1).
Trzeba pokazaé, iz d(sg,t;)(905) = si(5) — trx(5) dla danego przeksztalcenia

B: (Dk+17sk) N (X(kJrl)’X(k))

Bez straty ogoélnosci moge zatozyé iz 3 jest komérkowe. Rozwldknienie indukowane przez
$ nad dyskiem DFT! jest trywialne (z lematu , zatem jest trywialne réwniez nad
brzegiem dysku S* (czyli jest postaci postaci S* x (B!E)l). Homotopijng odwrotnosciag
wlozenia wldkna jest rzutowanie ¢ (dla trywializacji pochodzacej od trywializacji nad
dyskiem). Réwniez rozwiéknienie indukowane przez d(sg, t;) nad Dg = S¥~1x TUD* x 9T
jest trywialne. Wystarczy zatem pokazaé, iz przeksztalcenia:

wo(s(;/@UHggUtg/g)i¢085—¢otg

sa homotopijne. Z definicji przeksztalcenia § wynika, iz przeksztalcenie d(sg, tx)(03) jest
state na $cianach wlaca, a zatem faktoryzuje sie przez S* v S* (patrz diagram).

N

Dg x F (Skv Sk x F
S6ﬁUH6ﬂUt6ﬂT Tsﬂ\/(_tﬁ)
Ds = sk gk 220 ¥
éBom

Gdzie A jest $ciggnigciem réwnika, a diagram komutuje co do homotopii. Zatem co do
homotopii

Yo (ssp U HsgUtsg) ~1po(sgV —tg)o A (YosgVipo—ig)oA~(sg—tp)
O

Whniosek 3.2.1. Z lematu wynika, iz jesli dwa przekroje na k-szkielecie X sg
wlékniscie homotopijne na (k — 1)-szkielecie X, to ich kocykle przeszkody wyznaczaja
ten sam element w kohomologiach.

Lemat 3.2.4. Niech si bedzie przekrojem zdefiniowanym na k-szkielecie X, oznaczmy
Sk—1 = Sk|xw-1) i niech d € C*(X;m(Ey)). Wtedy istnieje taki przekrdj ty zdefinio-
wany na k-szkielecie X 12 t|yx-1) = Sk—1, oraz d(sg,tx) = d (dla homotopii stalej na
(k — 1)-szkielecie X ).

Dowdd. Niech oy, bedzie k-komoérka kompleksu X. Pokazg iz mogg rozszerzy¢ prze-
kréj sx—1 na o w taki sposéb, aby dla kazdej k-komérki o kompleksu X rzutujacaej sie
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na oy, zachodzila réwnosé d(sg,tx)(c) = d(¢). Z definicji d(sg, ty) wystarczy pokazaé iz
dla wybranego przeksztalcenia charakterystycznego ®5 zachodzi d'(sg,tr)(®s) = d(5).
Poniewaz na zbiorze wybranych przeksztalcen charakterystycznych k-komoérek X rzutu-
jacych sie na oy dziala tranzytywnie i wolno grupa m1(X,zg), a d i d'(sg,t;) sa homo-
morfizmami 1 (X, zg)-moduléw, to wystarczy zadaé ty tak, aby réwnosé

d'(sg. i) (P5) = d(5)

byta spelniona dla pewnego ustalonego ¢. Z lematu jest to mozliwe.

Po wykonaniu powyzszej procedury dla wszystkich k-komoérek X rozszerzylem przekrdj
sk_1 do t; okre$lonego na calym k-szkielecie X, tak iz dla dowolnej k-komorki o kom-
pleksu X zachodzi d(sg, t)(0) = d(o). Poniewaz dwa homomorfizmy grup pokrywajace
sie na generatorach sa réwne to d(sg,t;) = d. O

Whniosek 3.2.2. Dla kazdego przekroju s zdefiniowanego na k-szkielecie X i kazdego
cyklu a € CF(X;mi(Ey)), takiego iz [c(sg)] = [a], przekrdj sp_1 moge rozszerzy¢ do prze-
kroju tj, zdefiniowanego na X*) tak, aby ¢(t;) = a. (gdzie [] - oznacza klase kohomologii
cyklu)

Dowdéd. Zauwazmy iz [c(sx) — a] = 0. Zatem ¢(si) — a = dv dla pewnego tancucha
v € C*YX;m,(E,)). Z lematu przekrdj sp_1 moge roszerzy¢ do tj takiego iz
d(sg,tr) = . Wtedy z lematu zachodzi:

c(ty) = c(sg) — dd(sg, tr) = a.

O
Dzieki powyzszemu wnioskowi mozemy opisac, kiedy kocykl przeszkody reprezentuje zero
w kohomologiach.

Twierdzenie 3.2.5. Niech sy bedzie przekrojem zdefiniowanym na k-szkielecie X . Wow-
czas: [c(sk)] = 0 wtedy i tylko wtedy gdy przekrdj sp—1 := sk|xw-1) da sig rozszerzyé do
przekroju na X *+1).

Dowdéd. Gdy [c(s)] = 0 to z wniosku przekrdj si_1 moge rozszerzy¢ do prze-
kroju tj takiego, iz c¢(t;) = 0. Zatem ¢; da sie roszerzy¢ na (k + 1)-szkielet X, a zatem
przekrdj si_1 moge rozszerzy¢ na (k + 1)-szkielet X.

Implikacja w druga strone wynika trywialnie z lematu [3.2.3] O

W dalszych rozwazaniach przyda nam sie ponizszy lemat:

Lemat 3.2.6. Niech (E,ey) — (X, x0) bedzie rozwldknieniem o prostych widknach F.
Niech m;(F) = 0 dlai < k. Wtedy istnieje przekrdj na k-szkielecie X i dowolne dwa takie
przekroje sq wickniscie homotopijne na (k — 1)-szkielecie X .

Dowdd. Pokaze najpierw istnienie przekroju si. Moge zada¢ dowolnie przekroj
so na X0 Poniewaz m;(F) = 0 dla i < k, wicc C*(X,m(F)) = 0 dla i < k. Tak
wiec z twierdzenia [3.1.1] przeszkody do rozszerzania przekroju s; na i-szkielecie X do
przekroju s;y1 na (i + 1)-szkielecie X sa zerowe dla i < k. Zatem sg rozszerza si¢ do
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przekroju sp na k-szkielecie X.

Zalézmy teraz iz mamy dane 2 przekroje si i tp na k-szkielecie X. Sa one oczywiscie
wlékniscie homotopijne na 0-szkielecie X (bo przestrzen prosta jest spéjna, a zatem
lukowo spéjna jako CW kompleks). Ale z twierdzenia przeszkody do rozszerzania
homotopii na i-szkielecie X do homotopii na (i+1)-szkielecie X sg zerowe gdy (i+1) < k.
Zatem istnieje widknista homotopia miedzy sy ity na (k — 1)-szkielecie X. O
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Rozdziat 4

Klasy Stiefela-Whitney’a jako
przeszkody

4.1. Przeszkody, a wigzki wektorowe

Wazna role w teorii wiazek wektorowych pelnia liniowo niezalezne niezerowe przekroje
wiazki. Aby uwzgledni¢ te warunki podczas szukania rozszerzen przekroju nalezy rozpa-
trze¢ wiazke rozmaitosci Stiefela.

Definicja 4.1.1 (rozmaito$¢ Stiefela). Niech F € {R,C}. Wtedy dla dowolnych liczb
naturalnych k i n, rozmaitoscia Stiefela nazywamy

Vie(F™) == {(v1,v2, ...0x) € (F™")¥|v1, ...v5, sq liniowo niezalezne nad F}

z naturalng topologia podprzestrzeni.
Grupa GL(n)(F) dziala na Vi (F") tak iz:
g(v1,v9,..05) = (gu1, gua, ...gvk) dla g € GL(n)(F).

Definicja 4.1.2 (wiazka rozmaitosci Stiefela). Niech p: ' — X bedzie n-wymiarowa
wiazka wektorowa nad cialem F € {R,C} nad X. Niech Pg — X bedzie odpowiadajaca
jej GL(n) wiazka gtéwna. Niech k < n i Vi (IF™) bedzie rozmaitoscia Stiefela. Wtedy

pr: Vi(E) := Pg Xgrm) Ve(f") — X
nazwiemy wiazka Stiefela wiazki E (stopnia k).

Lemat 4.1.1. Niech E — X bedzie wigzkq wektorowq nad cialem F € {R,C}. Wtedy
przekroje wigzki Stiefela Vi,(E) sq we wzajemnie jednoznacznej odpowiednio$ci z uporzqd-
kowanymi zbiorami k liniowo niezaleznych (w kazdym punkcie) przekrojow wigzki E.

Dowdéd. Widkna wiazki Vi (F) to rozmaitosci Stiefela widkien E. Przekréj s wiazki
Vi(E),w kazdym punkcie x € X jest dany jako uporzadkowny zbiér k liniowo nieza-
leznych wektoréw z wlékna E,. Niech s;(z) bedzie i-tym z tych wektoréw. Wéwczas

31



funkcje s; sa k liniowo niezaleznymi przekrojami wiazki F. Ciaglos¢ funkcji s; wystarczy
sprawdzaé lokalnie, a na pokryciu trywializujacym wynika ona bezposrednio z cigglosci
przekroju s.

Ponadto k liniowo niezaleznych przekrojow sy, ...s; wiazki E wyznacza przekroj s wiazki
Vi(E) (s(z) := (s1(2), ..sk(x)) dla kazego x € X). Ciaglo$¢ s wystarczy sprawdzaé na po-
kryciu trywializacyjnym, gdzie wynika ona bezposrednio z ciggtoéci przekrojéw si, ...sg.
O

Zatem do badania istnienia k liniowo niezaleznych przekrojéow wiazki wektorowej wy-
starczy badaé przekroje wiazki Stiefela. Aby uzy¢ do tego teorii przeszkéd potrzebujemy
pokazaé iz wiazka Vi, (E) ma proste (lub posiadajace skonczenie wiele homeomorficznych,
prostych sktadowych spéjnosci) widékna, oraz dowiedzieé sie jak najwiecej o systemie lo-
kalnych wspétczynnikéw, a wiec o grupach homotopii rozmaitosci Stiefela.

W tym rozdziale zajmiemy sie przypadkiem rzeczywistym

Lemat 4.1.2. Rozmaitosé Stiefela Vi.(R™) jest przestrzeniq prostq dla k < n. Rozmaito$é
Vo (R™) ma dwie homeomorficzne spéjne sktadowe bedacych przestrzeniami prostymi. Po-

nadto:
Ogdyi<n—k—1

Ti(Ve(R™),v) =< Zs gdy i = n — k jest parzyste, lub k =1
Z gdy i = n — k jest nieparzyste i k > 1

Dowéd. Rozpatrzmy ciagg rozwtdknienia:
Vic1 (R™1) = Vi (R") — V(R") ~ S*°L.
7 dlugiego ciagu grup homotopii dla rozwldknienia otrzymujemy cigg doktadny:
w1 (S"7) = mi(Vie 1 (R™) — mi(Ve(R™)) — mi(S™1).

Zatem dla i < n — 2 zachodzi 7;(Vi(R")) ~ m(Vi_1(R*1)). A wiecdlai <n—k—1
zachodzi:

Ti(Ve(R™) =~ (Vi (R™Y) ~ o~ (VE(RPFFL)) ~ 7 (S77F) = 0.
Ponadto, dla i =n — k:
T k(Vi(R™)) 2 m (Vi1 (R77)) = o g (Va(RTFF2)),
Oznaczmy m :=n — k + 2 wowczas 7, (Vi(R")) >~ mp_a(Va(R™)).
Obliczymy te ostatnie grupy.

7 dlugiego ciggu grup homotopii dla rozwtdknienia

Sm72_>V2(Rm)_>Smfl
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wynika, iz 7,2 (Va(R™)) jest kojadrem przeksztalcenia 0: mp,—1(S™ 1) — mp_o(S™72).
Pokaze, iz 9(1) = 1+ (=1)™" L.

Niech Sy i S_ beda sfera z usunietym odpowiednio dolnym biegunem e_ i gornym biegu-
nem e,. Niech punktem wyréznionym sfery bedzie gorny biegun. Niech e bedzie pewnym
punktem z réownika. Wtedy rozwléknienie Vo(R™) 2, §m=1 jest trywialne nad Sy i S_.
Niech hy i h_ beda trywializacjami rozwléknienia, hy: Sy x S™2 — p~1(S,) dane
przez hi(a,b) = (a;p(e—,z)(b)) gdzie p(e_, x) jest obrotem w plaszczyZnie span(e_, x)
przeksztalcajacym e_ na x. Analogicznie niech h_(a,b) = (a; p(ey,x)(b))

Z definicji przeksztalcenia 0, aby policzy¢ (1) musimy znaleZé podniesienie przeksztal-
cenia (D™~ §m2) L, (M1 ¢ ) ze wagledu na Va(R™) & §m—1,

h_(m(zx),e) dla |z| < 1/2
By (n(e), (B3t o ho)(2,¢)) dia fa] > 1/2

m7

Niech ¢: (D™, 8™72) — Va(R™); g(x) = {

Latwo sprawdzié, iz funkcja g jest dobrze zdefiniowana. Ponadto jest ciagta na skonczo-
nym pokryciu domknietym D™ !, a zatem jest ciagla na calej przestrzeni. Tak wiec z
definicji:

O(1) = gliyj=1 = (h3'o h_><%,e>,

(gdzie 1 jest generatorem 7, 1(S™1)). Z definicjii hy i h_ punkt 9(1)(z) jest syme-
tria punktu e przez plaszczyzne prostopadla do wektora x. Takie przesztalcenie jest
homotopijne z suma przeksztalcenia identycznosciowego i antypodyzmu.

Z gdy 2|m

Zatem: (1) = 1+ (=1)™ ! = 71,2 (Va(R™)) = {
Zo W PP
Z powyzszych rozwazan, dla k < (n — 2), wynika, iz mo(Vix(R")) = m1(Vx(R")) = 0, a
zatem Vi (R™) jest przestrznia prosta.
Gdy k=n—1 to:
Voe1(R™) ~ O(n)/O(1) ~ SO(n)

jest spéjna H-przestrzenia (dzialanie mnozenia macierzy), a zatem jest przestrzenia
prosta (lemat [L.1.1]).
Gdy k =n to:

Vo(R™) ~ O(n)

jest H-przestrzenia (dzialanie mnozenia macierzy), a zatem dziatanie 71 (V;,(R"), Id) na
wyzszsych grupach homotopii V,,(R") jest trywialne. O(n) posiada dwie homeomorficzne
sktadowe spdjnosci.

Niech E — X bedzie rzeczywista wiazka wektorowa, a Vi (FE) stowarzyszona z nia
wiazka rozmaitosci Stiefela. Z lematu i wynika, iz Vi (FE) posiada przekrdj
Sn—k na (n — k)-szkielecie X i1 gdy k& < n to kazde dwa takie przekroje sa widkniscie
homotopijne na (n —k — 1)-szkielecie X. Zatem z wniosku wynika iz ich przeszkody
wyznaczaja ten sam element [c(s,—)] W kohomologiach. Z twierdzenia[3.2.5 klasa koho-
mologii [¢(s,—x)] = 0 wtedy i tylko wtedy gdy istnieje przekrdj na (n—k+1)-szkielecie X.
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Definicja 4.1.3. Oznaczmy j = n — k + 1 wtedy przy oznaczeniach jak powyzej j-ta
przeszkoda nazywamy:

og.{ = [C(Snfk)] S Hj(X; {Wj—l(vn—j-‘rl(Ezr))})

Lemat 4.1.3. Przeszkody ogg sq funktorialne ze wzgledu na przeciggniecia. Dokiadniej
dla wigzki E — X i przeksztalcenia f:Y — X zachodzi f*ogg(E) = ogg(f!E).

Dowéd. Z aproksymacji komérkowego wynika, ze f jest homotopijne z pewnym
przeksztalceniem komérkowym g. Przeciagajac wiazke Vi (FE) przez g otrzymuje wiazke
Vi(¢'E) ~ Vi(f'E). Zatem z twierdzenia i faktu iz dowolne dwa przekroje Vi (¢'E)
na (n — k)-szkielecie X wyznaczaja ta sama przeszkode wynika, iz:

o (E) = g"oF (B) = o} (¢'E) = o (f'E).

O

Lemat 4.1.4. Przeszkody ogg sq stabilne w nastepujgcym sensie: dla dowolnej rzeczywi-
stej wigzki wektorowej E, lokalne systemy {mj_1(V—j11(Ez))} i {mj—1 (Vo j2((E © 0)2))}
sq naturalnie izomorficzne. Izomorfizm indukowany na kohomologiach przeprowadza prze-
szkode ogg(E) na o%{(E ®0).

Dowéd. Z dowodu lematu wynika, iz inkluzja
i Vo1l (R™) = Vi1 (Be) = Vaoji2(E @ 0)s) = Vn—j+2(Rn+1)
zadaje izomorfizm grup homotopii m;_1. Niech ¢, bedzie indukowanym przeksztatceniem:

ter HI (X {mjm1 (Vi jr1 (Bo)}) — HY (X {mj—1 (Vg2 (B @ 6)2))})

Aby pokazaé L*(Ogg) = 0§(E @0) wystarczy pokazaé, iz oba kocykle maja te same wartosci
na dowolnym elemencie o € 77]-(5( i, X Zo). Niech s bedzie pewnym przekrojem wiazki
Vn—j+1(E) na j-szkielecie X. Niech s’ bedzie definiowanym przez s przekrojem wiazki
Va—j+2(E @ 6). Po przeciagnieciu wiazki nad dysk otrzymuje si¢ nastepujacy diagram

przemienny (oznaczenia jak na pierwszym diagramie z dowodu twierdzenia (3.1.1)).

Ta

(5971,1) — > (p o @) Voo j1(B) = ((p0 @)'Varjs1(E))1 Va—j+1(E)x

- R | o

(D, 8571 <2 (po a) Vo j12((E @ 0) <=— ((p© @) Vaja (B @ 0))1 — = Vo _j1a((E @ 0),

7 przemiennosci powyzszego diagramu i definicji kocyklu przeszkody wynika, iz

o (E @ 0)() = 7 (117) ' [s] = 1 ((02) ' [sa]) = 1.0} (E)
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Z ograniczen na k wynika, iz przeszkody OIJR sa zdefiniowane dla j € {1;2;3...;n}.

Z lematu grupy wystepujace w loklnych systemach {m;_1(V,—j+1(Ez))} to Z lub
Zs z pewnym dzialaniem 71 (X, zp). Obydwa te systemy maja jedyny morfizm do sys-
temu zadanego przez Zsy (z trywialnym dziataniem). Ten morfizm z lematu zadaje
przeksztalcenie:

mod 2: HY (X {mj-1(Va—j1(Ea))}) — H? (X3 Zo).

4.2. Klasy Stiefela Whitney’a

Rozpatrzmy rzeczywista wiazke wektorowa F — X. Rozwazania z poprzedniego podroz-
dziatu pozwalaja rozpatrywaé obrazy zadanych przez nia przeszkdd przy przeksztatceniu
mod 2 w H*(X;Zy). W tym rozdziale pokaze iz sa one klasami Stiefela-Whitney’a wiazki
E.

Definicja 4.2.1 (Klasy Stiefela Whitney’a). Klasami Stiefela Whitney’a nazywamy
przyporzadkowanie kazdej rzeczywistej wiazce wektorowej £ — X ciagu elementéw
w;(E) € H(X;Zs) takich, ze:

1. wo(E) =1€ H%(X;Zs) i w;(E) =0dlaj > dim(E)

2. Klasy w; zachowuja sie naturalnie ze wzgledu na przeciagniecia, czylidla f: ¥ — X
zachodzi

¥ (wi(B)) = wi(f'E)
3. Dla wiazek F i E’ nad tg samg przestrzenia bazowa X zachodzi:

k
wp(E® E') =Y wi(E)wp—i(E")
=0

4. Dla jednowymiarowej wiazki kanonicznej v nad RP(00) zachodzi:

wi(y) =1 € Zy ~ H (RP(c0))

Twierdzenie 4.2.1. Klasy Stiefela Whitneya istniejg i sq wyznaczone jednoznacznie.
()] rozdzial 8)

Twierdzenie 4.2.2. Dla kazdej rzeczywistej wigzki wektorowe E — X zachodzi
w;(E) = ogg mod 2.
Innymi stowami: j-ta klasa Stiefela- Whitney’a wigzki E jest redukcjq modulo 2 prze-

szkody do rozszerzenia n — (j — 1) liniowo niezaleznych przekrojow zdefiniowanych na
(j — 1)-szkielecie X do liniowo niezaleznych przekrojow na j-szkielecie X .
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Dowéd. Zaréwno klasy Stiefela Whitney’a jak i przeszkody sa naturalne ze wzgledu
na przeciagniecia, wiec wystarczy pokazaé réwnosc¢ z tezy dla wiazek uniwersalnych nad
grassmanianami G, := G, (R*). Wiemy iz H*(Gy; Zg) ~ Za[w1, ..., wy], zatem

R

0; mod 2 = fj(wi,...wj—1) + anjw; dla pewnego an j € Zy.

Z niezmienniczodci ze wzgledu na przeciagniecia ta réwnosé zachodzi dla kazdej n-wymiarowej
wiazki E. Rozpatrzmy kanoniczne wlozenie BO(j — 1) — BO(n) odpowiadajace wiazce
1@ 6"+l nad BO(j — 1) (gdzie v/~ jest wigzka kanoniczna). Ta wiazka posiada

n — j + 1 liniowo niezaleznych przekrojéw, wiec jej j-przeszkoda i j-ta klasa Stiefela-
Whitney’a znikaja. Zatem:

0= Ug-% mod 2 = fj(wl, ...wjfl).

Poniewaz klasy Stiefela-Whitney’a wiagzki kanonicznej sa algebraicznie niezalezne to
f; = 0. Tak wiec:
0%{ mod 2 = ay j * w; gdzie a, ; € Zs.

Aby dokonczy¢ dowdd wystarczy pokazaé iz istnieje wiazka F, dla ktérej

0} (E) mod 2 # 0.

Zajmijmy si¢ najpierw przypadkiem n = j.
Rozpatrzmy wiazke Hopfa H nad RP(n) i jej dopelienie E,, (takie iz E, ® H = §"*1).
Wybierzmy CW strukture na RP(n) tak, ze

RP(n)" Y = {[ay, ...an41]|a; = 0}.
Wéwezas na (n — 1)-szkielecie RP(n) mamy oczywisty przekréj dany przez
s([0, ag, ...an+1]) = (1,0, ...,0).

Niech &, bedzie gérna polsfera S™ - komérka nakrycia uniwersalnego RP(n). Pokaze,
iz. ¢(s)(o,,) jest generatorem Z. Przeciagniecie wiazki E, nad &,, daje wiazke styczna
do polsfery, ktorej obciecie do réwnika jest wiazka E' = 7gn-1 @ 0 (gdzie Tgn-1 jest
wiazka styczna do réwnika, a 8 odpowiada prostej prostopadla do ptaszczyzny, w ktorej
lezy réwnik). Przekréj s przeciaga sie na réwnik do przekroju s5, dajacego w kazdym
punkcie wektor jednostkowy wigzki trywialnej. Trywializacja wigzki E’ jest dana przez
h(v,r) =v+rN, gdzie N jest wektorem normalnym do réwnika lezacym w plaszczyznie
réwnika. Zatem 1 o h o sy (gdzie ¢ jest rzutem na widkno w wiazce trywialnej) za-
dajacy element c(s)(7,) jest przeksztatceniem S"~! — (R" — 0) przyporzadkowujacym
kazdemu punktowi sfery wektor normalny w tym punkcie. Zatem c(s)(dy,)=t o h o s5_
jest generatorem grupy m,—1(R™ — 0). Tak wiec:

(0®(E,);,) = £1 = (o%(E,) mod 2;5,) = 1 = 0,(FE,) mod 2 # 0.
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» mod 2 dla kazdej n-wymiarowej wiazki E.

Zatem an, =11iwy(E) =0

W przypadku j < n rozpatrzmy wiazke E = +/ @ 6" nad BO(j). Z twierdzenia
dla przypadku n = j i lematu wynika, iz:

mod 2 ogg(fyj @® 6" 7) = mod 2 ogg(fyj) = w;j(y)) = w;(7? © ")

Zatem anj; = 11iw;(F) = OJR mod 2 dla kazdej n-wymiarowej wiazki E.
g

Whniosek 4.2.1. Gdy j jest parzyste i mniejsze od n to UJR = 0 wtedy i tylko wtedy gdy
wj; = 0.

Dowéd. Przy zatozeniach wniosku 7;_1(V,—j+1(R)) = Zy. Wtedy z lematu
przeksztatcenie mod 2 jest izomorfizmem,i wniosek jest bezposrednia konsekwencjg twier-
dzenia [4.2.2] [
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Rozdziat 5

Klasy Cherna jako przeszkody

W poprzednim rozdziale zwiazatem klasy Stiefela-Whitney’a rzeczywistej wiazki wek-
torowej z istnieniem liniowo niezaleznych przekrojow. W tym rozdziale postaram sie
przeprowadzi¢ podobne rozumowanie w przypadku zespolonym.

5.1. Przeszkody a przekroje wigzek zespolonych

Lemat 5.1.1. Dla k < n zespolona rozmaito$é Stiefela Vi,(C™) jest przestrzeniqg prostq.
Ponadto: m;(Vi(C™),v) = {0 94y i,< 2n — k)
Zgdyi=2(n—k)+1
Dowdéd. Rozpatrzmy ciag rozwldknienia:
Vi1 (C*1) = V4(C™) — Vi (C") ~ §2n L
7 dlugiego ciggu grup homotopii dla rozwtdknienia otrzymujemy ciag doktadny:

i1 (S = mi (Vi1 (C"71)) — m(Vie(C)) — mi(S217H).

Zatem dla i < 2n—2 zachodzi m; (Vi (C")) =~ m;(Vk_1(C*1)). Tak wiec dlai < 2(n—k)+1
zachodzi:

7 (Vi(CM)) & mi (Vi1 (C*7Y) = o2 (VA (CPRFL)) o oy (§2 (R
Zatem dla i < 2(n — k), grupa m;(Vx(C™)) = 0. Ponadto dla ¢ = 2(n — k) + 1 zachodzi:
Totn—t)41(Vi(C™)) = T gy 1 (STHH) ~ 7,

Z powyzszych rozwazan wynika, iz przestrzen Vj(C™) jest jednospéjna, a zatem prosta
dla k <n—1.

Gdy k£ = n to: V,,(C") jest grupa unitarna a zatem spdéjna H-przestrzenia (dzialanie
mnozenia macierzy), wiec jest przestrzenia prosta. [J

Niech E — X bedzie zespolona wiazka wektorowa, a Vi (E) stowarzyszona z nia wiazka
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Stiefela. Z lemat(’)w i wynika, iz Vi (F) posiada przekrdj so(,_j)4+1 na

2(n — k) + 1-szkielecie X i ze kazde dwa takie przekroje sa wldkniscie homotopijne na
2(n—k)-szkielecie X. Zatem z Wnioskuwynika, iz przeszkody do ich rozszerzenia na
kolejny szkielet, wyznaczaja ten sam element [c(sa(,—j)+1)] W kohomologiach. Z twier-
dzenia wynika, iz klasa kohomologii [c(sg(,—g)+1)] = 0 wtedy i tylko wtedy gdy
istnieje przekrdj na 2 x (n — k) + 2-szkielecie X.

Definicja 5.1.1. Oznaczmy j = n — k + 1 wtedy przy oznaczeniach jak powyzej j-ta
przeszkoda nazywamy:

05 = [e(sam-k)+1)] € HY (X3 {m2j1(Vaj+1(Ex))})
Powtarzajac dowod z poprzedniego rozdziatu otrzymuje:

Lemat 5.1.2. Przeszkody ozc sq funktorialne ze wzgledu na przeciggniecia. Dokladniej
dla wigzki E — X i przeksztalcenia f: Y — X zachodzi f*o;C(E) = og-:(f!E).

Lemat 5.1.3. Przeszkody og-: sq stabilne w nastepujgcym sensie: dla zespolonej wigzki
wektorowej E, lokalne systemy {maj—1(Va—js1(Ez))} i {m2j—1(Va—jr2((E @ 6)2))} s
naturalnie izomorficzne. Izomorfizm indukowany na kohomologiach przeprowadza prze-
szkode OSC(E) na O;C(E ®0).

Dowéd. Z dowodu lematu wynika, iz inkluzja:
v Vi i1 (C") = Vo ji1 (Bz) = Vo jr2((E © 0)2) = Viojra(C™HY)
zadaje izomorfizm na mo;_1. Niech ¢, bedzie indukowanym przeksztalceniem:
bt HY (X {mgj1 (Vi j11(B2))}) — H? (X5 {maj—1 (Vo j12((E ®6)2))})

Aby pokazaé L*(0§;) = a;C(E @ 0) wystarczy pokazaé, iz oba kocykle zwracaja te same

wartosci na dowolnym elemencie o € ma; ()Z' 2%, X2 ~1.Z0). Niech s bedzie pewnym prze-
krojem wiazki V,,—j41(E) na 2j-szkielecie X. Niech s’ bedzie indukowanym przez s prze-
krojem wiazki V,,_j12((E @#6). Po przeciagnieciu wigzki nad dysk otrzymuje sie nastepu-
jacy diagram przemienny (oznaczenia jak na pierwszym diagramie dowodu twierdzenia
3.1.1]).

Ta

(§%71,1) ——= (po ) Vaj11(E) e ((poa)Viujr1(E) Vij+1(E)q

R | o

(D¥,8% 1) < (po @) Va_jsa(E @ 0) < ((p 0 @) Vo j2((E ® 0))1 — > Vo j12((E ® ),

7, przemiennosci powyzszego diagramu i definicji kocyklu przeszkody wynika, iz

0 (B @ 0)(ar) = 7. (igf) " '[s0] = ex(7(i5) " [sa]) = 005 (E)
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Aby otrzymacé twierdzenie podobne do w przypadku zespolonym potrzebuje
wykazaé trywialnosé systemu lokalnego {ma;—1(Vs—j+1(Ey))} oraz zada¢ jego kanoniczne
przeksztalcenie w Z (wybraé¢ wyrézniony generator).

Lemat 5.1.4. Wigzki rozmaitosci Stiefela zespolonych wigzek wektorowych zadajg try-
wialny system lokalny.

Dowdd. Wszystkie wiazki zespolone sa przeciagnieciami wigzki kanonicznej, zatem
wszystkie wiazki rozmaitosci Stiefela zespolonych wiazek wektorowych sa przeciagnie-
ciami wigzki rozmaitosci Stiefela wiazki kanonicznej. Z tego, iz zespolony grassmanian
jest jednospdjny wynika iz system lokalny generowany przez wiazke rozmaitosci Stiefela
wigzki kanonicznej jest trywialny. Zatem wniosek wynika z lematu [2.1.3] O

Analogicznie moge pokazaé iz:

Lemat 5.1.5. Wigzka sfer S(E) rzeczywistej wigzki orientowalnej E, zadaje trywialny
system lokalny.

Dowdd. Wszystkie wiazki orientowalne sa przeciagnieciami kanonicznych wiazek
orientowalnych, zatem wszystkie wiazki sfer orientowalnych wiazek wektorowych sa prze-
ciggnieciami wiazki sfer kanonicznych wigzek orientowalnych. Z tego, iz orientowalny
grassmanian (BSO(n)) jest jednospdjny wynika iz system lokalny generowany przez
wiazke sfer kanonicznej wigzki orientowalnej jest trywialny. Zatem wniosek wynika z
lematu 2.1.3] O

Aby rozpatrywaé przeszkody jako elementy H*(X;Z) wystarczy wybraé izomorfi-
zmy ; miedzy w1 (Vi—j+1(Ez)) a Z (czyli wyréznié generator moj—1(Vi—j+1(Ez)))-
Zauwazmy, iz gdy j = n to V1(F) = S(F) i orientacja wiazki E (pochodzaca od struktury
zespolonej) zadaje ;.

m2j—1(S(E)z) = Haj—1(S(E)z) ~ H2j—1(D(E)z, S(E)s) ~ Z

gdzie ostatni izomorfizm jest zadany przez orientacje.

W przypadku gdy j < n aby zada¢ v; wybieram dowolng j-wymiarowa podprzestrzen
zespolong W przestrzeni E,. Wlozenie W w E, zadaje wlozenie Vi(W) w V,,_j11(Ey)
bedace identycznoécia na pierwszym wektorze i stale na wszystkich pozostatych. Zatem
otrzymuje:

V5t m2j1(Vn—j1(Eg)) = moj—1(Vi(W)) = Hyj—1(S(W)) = Haj1(D(W),S(W)) = Z

gdzie ostatni izomorfizm jest zadany przez kanoniczna orientacje przestrzeni zespolonej
W. Tak zdefiniowane odwzorowanie nie zalezy od wyboru wlozenia Vi (W) w V,,_j11(E;)
(bo grupa unitarna jest tukowo spdjna) ani od wyboru podprzestrzeni W (bo grassma-
niany zespolone sa tukowo spdjne).

Zauwazmy, iz z definicji ¢; oraz lematu [5.2] wynika, iz:
U(05)(B) = 1y (o) (E @ 9).
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7 definicji ¢y, oraz lematu [5.1.5 wynika réwniez, iz dla dowolnej n-wymiarowej wigzki
orientowalnej E, 1,0, (F) jest dobrze zdefniowanym elementem H"(X;Z). Ponadto z
definicji przeszkody (i réwnosci Vi (E) = Vi(ERr)) wynika, iz dla dowolnej n-wymiarowej
wiazki zespolonej F zachodzi:

o (E) = o, (Ex).

n

5.2. Klasy Cherna

Z powyzszych rozwazan wynika, iz dla wiagzki zespolonej & — X moge rozpatrywac 1; ozc
jako element H% (X;Z), pokaze iz pokrywaja sie one z klasami Cherna.

Definicja 5.2.1 (Klasy Cherna). Klasami Cherna nazywamy przyporzadkowanie kazdej
zespolonej wiazce wektorowej E — X ciagu elementéw ¢;(E) € H*(X;Z) takich, ze:

1. co(E) =1€ HY%X;Z3) ic¢;(F) =0dlaj > dim(E)

2. Klasy ¢; sa niezmiennicze ze wzgledu na przeciagniecia, czyli dla f: Y — X za-
chodzi
fH(ei(E)) = ci(f'B)

3. Dla wiazek F i E’ nad tg samg przestrzenig bazowa X zachodzi:

cx(E® E) =3F o¢i(E)ey—i(E')

4. Dla jednowymiarowej zespolonej wigzki kanonicznej v zachodzi:
c1(y) =1€Z~ H*(CP(x)),
gdzie 1 jest wyréznionym generatorem H2(CP(c0)).

Twierdzenie 5.2.1. Klasy Cherna istniejg i sq wyznaczone jednoznacznie. ([1 roz-
dzial 14)

Twierdzenie 5.2.2. Dia kazdej zespolonej wigzki wektorowej E — X, zachodzi

¢;j(E) = (o5 (E)).

Przed rozpoczeciem dowodu uzasadnie prawdziwo$é mocniejszy rezultat przy zato-
zeniu iz j = n.

Twierdzenie 5.2.3. Dla kazdej rzeczywistej, zorientowanej, n-wymiarowej wigzki £ — X,
zachodzi:

e(E) = ¢non,.

gdzie e(E) jest klasq Eulera zdefiniowang tak jak w rozdziale 9 ksigzki Milnora [1].
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Dowéd. Niech Ey bedzie wiazka E z wyjetym przekrojem zerowym. Wiazka przecia-
gnieta przez przeksztalcenie my: Ey — X ma oczywisty, nigdzie nie znikajacy przekroj,
zatem:

Toon(E) = o, (1o E) = 0.

7 doktadnosci ciggu Gysina dla wiazki E zachodzi réwnosé:

HY(X;7Z) 2% H (X 7Z) To, H"(Ey;7Z) zachodzi réwnosé
e(E) U\ = t,0, gdzie A € H(X;Z).

Biorac za E wiazke kanoniczna nad zorientowanym grassmanianem (BSO(n)) otrzymu-
jemy, iz istnieje A\, € Z takie, iz dla kazdej rzeczywistej, zorientowanej, n-wymiarowej
wiazki ' — X, jest prawda iz:

Ane(E) = non. (5.1)

Wystarczy wiec wykazaé¢ A\pe(E) = e(E). Rozpatrzmy dwa przypadki:

Gdy 2 nie dzieli n to element e(F) jest rzedu 2 i wystarczy pokazaé, iz 2 nie dzieli .
Z twierdzenia [£.2.2] po redukcji modulo 2 obydwu stron réwnosci [5.1] otrzymuje

An - wp(E) = wy(F).

Poniewaz istnieje wiazka n-wymiarowa orientowalna o nietrywialnej najwyzszej klasie
Stiefela-Whitney’a to 2 nie dzieli A, co dowodzi twierdzenia dla nieparzystego n.

Gdy n = 2t to nalezy wykaza¢ iz A\, = 1. Rozpatrzmy wiazke 7 styczng do sfery
2t-wymiarowej. Niech p bedzie fundamentalng klasa homologii S™. Rozpatrzmy na sfe-
rze CW strukture z jedej komorki O-wymiarowej, jednej komérki (n — 1)-wymiarowej -
réwnika i dwéch komoérek n-wymiarowych. Nazwijmy przeksztalcenia charakterystyczne
komérek n wymiarowych ag i ag: (D", 8" 1) — S™. Niech s bedzie przekrojem 7 na
réwniku przyporzadkowujacym kazdemu punktowi wektor ”w goére”.

Wéwezas:

2 =x(8") = (e(1), p).([1] rozdziat 11)

Wystarczy zatem pokazaé (Y05, p) = 2. Zauwazmy iz

<¢n0nvu> = <wn0m [al] - [a2]> = 7vbnc'n(O‘l) - wnon(OZ?)'

Z definicji przeszkody i rozumowania analogicznego do dowodu twierdzenia[4.2.2] wynika,
iz 0,(a1) = c(s)(aq) jest przeksztalceniem S"~! — S"~1 ktére przyporzadkowywuje
punktowi sfery wektor normalny "na zewnatrz”, czyli identycznos$é na sferze. Ponadto,
na drugiej pélsferze rozumowanie z twierdzenia pokazuje ze 0, (2) = ¢(s)(az) jest
przeksztatceniem S”~! — S"~1 ktére zwraca wektor normalny do sfery ”do wewnatrz”.
Tak wiec c(s)(az) jest antypodyzmem sfery nieparzys$cie wielowymiarowej, czyli prze-
ksztalceniem rzedu (—1).Zatem przeksztalcenie 1,0, (1) — 1,0, (2) jest rzedu 2.
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Tak wiec < 1,0,), 0 >= 2, czyli A, = 1. O
Teraz mozemy udowodnié twierdzenia [5.2.2]

Dowdd. Pokaze, iz dla dowolnej n-wymiarowej wizaki E oraz j < n:

wj(og)(E) = an j * ¢;(E) gdzie ay, ; € Z.

Zarowno klasy Cherna jak i przeszkody sa naturalne ze wzgledu na przeciggniecie,
wiec wystarczy pokazaé réwnosé z tezy dla wigzki uniwersalnej nad grassmanianem
n-wymiarowym G,,. Wiadomo, iz H*(G;Z) ~ Z[c1, ..., ¢y|, zatem

l/JjOj = fj(cl, ...Cj_l) + an,j * ¢;j.

7 niezmienniczoéci ze wzgledu na przeciagniecia taka rownosé zachodzi dla kazdej n-wymiarowej
zespolonej wiazki wektorowej E. Rozpatrzmy kanoniczne wlozenie

BU(j — 1) — BU(n)

odpowiadajace wiazce v/ =t @ 0"+ nad BU(j—1) (gdzie 7/ ~! jest wigzka kanoniczna).
Ta wiazka posiada n — j + 1 liniowo niezaleznych przekrojéw, wiec jej j-przeszkoda i j-ta
klasa Cherna znikaja. Zatem

0= lij;-C = fj(cl, ...Cj_l).

Poniewaz klasy Cherna wigzki kanonicznej sg algebraicznie niezalezne to f; = 0. Zatem
dla kazdej wiazki zespolonej E zachodzi o(j(-j = anj * ¢j, gdzie a, j € Z.

Z twierdzenia [5.2.3) wynika iz dla kazdego n € N zachodzi ay,, = 1.

Rozpatrzmy wiazke E = 47 @ §"~7 nad BU(j). Z twierdzenia i lematu wynika, iz:

P05 (37 @ 6"9) = 05 (1) = e(’) = ¢;(77) = e(+9 @ 0")

Zatem a, ;= 1 (bo H’/(BU(j)) jest beztorsyjna). Tak wigc ¢j(E) = 9;0; dla kazdej
n-wymiarowej wiazki zespolonej E.
U

Whniosek 5.2.1. OB‘C(E) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy ¢;(E) = 0.

Dowdd. Przeksztalcenie 1); jest izomorfizmem, zatem wniosek jest bezposrednig
kosekwencja twierdzenia [5.2.2] [J
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