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Analiza automatu: metoda I

Post¦pujemy podobnie jak przy domkni¦ciu tranzytywnym macierzy

boolowskiej.

Niech Q = {1, 2, .., n}. Dla automatu sko«czonego A zde�niujemy

i
w−→k j gdy mo»na za pomoc¡ sªowa w przej±¢ od stanu i do j tak

aby wszystkie stany po±rednie byªy o numerach co najwy»ej k .

Konstruujemy macierze

Rk
i ,j = {w : i

w−→k j }.

Elementy macierzy sa odpowiadaj¡cymi wyra»eniami regularnymi

opisuj¡cymi Rk
i ,j . Mamy:

R0

i ,j = { a ∈ Σ : i
a−→ j }.

Rk+1

i ,j = Rk
i ,j ∪ Rk

i ,k+1
· (Rk

k+1,k+1
)∗ · Rk

k+1,j .

L(A) =
⋃
j∈F

Rn
q0, j .
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Analiza automatu: metoda II

Rozwi¡zywanie ukªadu równa«

Korzystamy z nast¦puj¡cego faktu:

Fakt.

Je±li ε /∈ A to

jedynym rozwi¡zaniem równania X = AX ∪ B jest A∗B .

Oczywistym jest, »e X ⊆ A∗B . Trzeba jeszcze uzasadni¢ zawieranie

∀w ∈ A∗B zachodzi w ∈ X

Dowód indukcyjny ze wzgl¦du na dªugo±¢ w .
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Analiza automatu: metoda II, c.d.

Zakªadamy, »e nie ma ε-przej±¢ w automacie.

Niech Lq = L(A, q) b¦dzie zbiorem sªów które A akceptuje

startuj¡c ze stanu q.

Oznaczamy ε(q) = { ε } gdy q ∈ F , ε(q) = ∅ gdy q /∈ F .

Konstruujemy ukªad równa«:

Li =
⋃
j

R0

i ,j · Lj ∪ ε(i)

Ukªad rozwi¡zujemy metod¡ eliminacji kolejnych zmiennych

korzystaj¡¢ z równania X = AX ∪ B . Na koniec:

L(A) = Lq0 .

JAO - J¦zyki, Automaty i Obliczenia - Wykªad 3



Twierdzenie Ehrenfeuchta-Zeigera

Niech EZn b¦dzie nast¦puj¡cym automatem:

Σ = { ai ,j : 1 ≤ i , j ≤ n, i 6= j }
Q = {1, 2, . . . n}
jedyne przej±cia automatu s¡ typu i

ai,j−→ j

q0 = 1, F = { q0 }
Andrzej Ehrenfeucht, H. Paul Zeiger w pracy �Complexity Measures

for Regular Expressions�. J. Comput. Syst. Sci. 12(2): 134-146

(1976), udowodnili:

Twierdzenie

Dla n ≥ 2 najkrótsze standardowe wyra»enie regularne dla j¦zyka

L(EZn) ma dªugo±¢ co najmniej 2n−2.
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Obliczanie wyra»enia regularnego dla EZ3
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Automaty z (pustymi) ε-przej±ciami

Automat A ma dodatkowo przej±cia (tranzycje) postaci p
ε−→ q.

Robimy domkni¦cie tej relacji ze wzgl¦du na ci¡gi liter,

przeplatanych z dowolnie dªugimi ci¡gami ε-tranzycji. Wtedy

L(A) = {w : q0
w−→ q ∈ F

Usuwanie ε-tranzycji.

Obliczamy domkni¦cie tranzytywne relacji
ε−→;

powi¦kszamy zbiór stanów akceptuj¡cych

F ′ = { p : p
ε−→
∗
q ∈ F }

Dla a ∈ Σ je±li p
ε−→
∗
q′

a−→ q w orginalnym automacie to

dodajemy p
a−→ q w zmody�kowanym automacie.

usuwamy ε-tranzycje.
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Synteza automatu: wyra»enie ⇒ automat

Dla wyra»enia W skonstruujemy rekurencyjnie automat z

ε-tranzycjami speªniaj¡cy nast¦puj¡ce warunki:

jeden stan pocz¡tkowy i jeden akceptuj¡cy, dwa ró»ne stany

nie wychodzi tranzycja ze stanu akceptuj¡cego

z ka»dego stanu wychodz¡ tylko ε-tranzycje, co najwy»ej dwie,

albo jedna a-tranzycja dla pewnego a ∈ Σ

nie ma ε-cyklu

Pocz¡tkowo dla wyra»e« opisuj¡cych jedno sªowo puste lub jeden

symbol alfabetu konstruujemy automaty dwustanowe.

Maj¡c automaty A1, A2 dla podwyra»e« W1, W2 konstruujemy

automat A dla W1W2, W1 + W2, lub W ∗
1
b¦d¡cy kompozycja

automatów A1, A2. Zakªadamy przy tym »e zbiory stanów A1, A2

sa rozª¡czne oraz, »e q′
0
, q′′

0
s¡ stanami pocz¡tkowymi, a q′a, q

′′
a s¡

stanami akceptuj¡cymi odpowiednio automatów A1,A2 .
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Synteza automatu: wyra»enie ⇒ automat

Automat A dla wi¦kszego wyra»enia W konstruujemy nastepujaco.

Suma: W = W1 + W2.

Tworzymy nowy stan q0 jako pocz¡tkowy oraz tranzycje

q0
ε−→ q′0, q0

ε−→ q′′0 , q
′′
a

ε−→ q′a

q′
0
przestaje byc pocz¡tkowy, q′′a przestaje byc akceptuj¡cy.

Konkatenacja: W = W1 ·W2. Uto»samiamy stan q′a ze stanem q′
0
.

Gwiazdka: W = W ∗
1
.

Dodajemy nowy stan pocz¡tkowy q0, i nowy akceptuj¡cy qa. Stan

q′
0
przestaje by¢ pocz¡tkowy, a stan q′a przestaje byc akceptuj¡cy.

Dodajemy tranzycje:

q0
ε−→ q′a, q

′
a

ε−→ q′0, q
′
a

ε−→ qa.
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Wyra»enia regularne a zbiory semiliniowe

Oznaczamy przez sh(W ) gª¦bko±¢ zagnie»d»enia gwiazdkowego

wyra»enia W .

De�nicja

Wyra»enie regularne nazywamy pªaskim gdy sh(W ) ≤ 1, j¦zyk

nazywamy pªaskim gdy mo»e by¢ by¢ opisany pªaskim wyra»eniem

regularnym.

Pªaskim jest np. wyrazenie

ab(aa + bbc)∗ + abc(ab)∗(bbcb)∗

Dla zbioru X ⊆ Nk oznaczmy przez < X > zbiór wszystkich

liniowych kombinacji wektorów z X , gdzie wspóªczynniki przy

liniowych kombinacjach s¡ nieujemne.
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Funkcja Parikha

Oznaczmy

(z+ < X >) = { z + x : x ∈ X }.

De�nicja

Zbiory postaci (z+ < X >) dla sko«czonych X nazywamy

liniowymi, a sko«czone sumy takich zbiorów nazywamy

semiliniowymi.

Funkcja Parikha. Niech Σ = {a1, a2, . . . , ak}.
Dla sªowa w oznaczmy

Ψ(w) = (#a1(w), #a2(w), #a3(w), . . .#ak
(w).

Dla j¦zyka L oznaczamy

Ψ(L) = {Ψ(w) : w ∈ L }.

Na przykªad: Ψ( bb(aa + bb)∗ + aa(ab)∗(bbb)∗ =

( [0, 2] + < {[2, 0], [0, 2]} >) ∪ ( [2, 0] + < {[1, 1], [0, 3]} >).
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Twierdzenie Parikha dla j¦zyków regularnych

Twierdzenie

Je±li L jest j¦zykiem regularym to Ψ(L) jest semiliniowy oraz

istnieje j¦zyk regularny pªaski L′ taki, »e Ψ(L) = Ψ(L′).

Oczywi±cie suma i konkatenacja pªaskich j¦zyków jest pªaskim

j¦zykiem. Wystarczy udowodni¢, »e dla j¦zyka pªaskiego L istnieje

pªaski j¦zyk L′ taki, »e Ψ(L) = Ψ(L′). Niech
L = L1 ∪ L2 ∪ L3 ∪ . . . Lm, gdzie Ψ(Li ) s¡ zbiorami liniowymi.

Ψ((L1 ∪ L2 ∪ L3 ∪ . . . Lm)∗) = Ψ(L∗1 L
∗
2 L
∗
3 . . . L

∗
m)

Teza wynika z implikacji:

Ψ(W ) = (z + < X >) ⇒ Ψ(W ∗) = (z + < X + z >)

[ (∀ i ≤ m ) Ψ(Wi ) = (zi + < Xi >) ] ⇒

Ψ(W1 ·W2 · . . .Wm) = (z1 + z2 + . . . zm + < X1 +X2 + . . .Xm >)
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Automaty z wyj±ciem, typu Mealy i Moore'a

Automat z wyj±ciem A ma dodatkowo ma okre±lony alfabet

wyj±ciowy ∆ oraz funkcj¦ przej±¢ λ.

Dla automatu typu Mealy λ : Q × Σ→ ∆, (automat czytaj¡c

symbol a zaczynaj¡c w stanie q wypisuje symbol wyj±ciowy b,

zapis q
a/b−→ q′).

Dla automatów typu Moore'a λ : Q → ∆ (automat wypisje

symbol λ(δ(q, a)). Najpierw wykonuje tranzycje a potem

wypisuje. Automat typu Mealy ªatwo przerobic technicznie na

Moore'a wpisuj¡c wyj±cie jako cz¦±¢ informacji zwi¡zanej ze

stanem.

Ciekawym przykªadem jest automat czytaj¡cy trzy liczby n-bitowe

od najmnej znacz¡cych cyfr i wypisuj¡cy ich n-bitow¡ sum¦ (by¢

mo»e oprócz najbardziej znacz¡cego bitu).
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Przykªad bardzo prostych automatów z wyj±ciem

Dla wej±cia 011100110 wyj±ciem jest 001101010. Dla drugiego

automatu λ((q, i)) = i).
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