Zadanie 1. Rozwazmy jezyk zlozony ze stéw zerojedynkowych o dlugosci co
najmniej 3, w ktérych druga i trzecia litera od konca sa réwne. Narysowad
diagram minimalnego automatu deterministycznego akceptujacego ten jezyk.
Uzasadni¢ minimalno$é tego automatu.

Rozwiazanie. Rozwazmy najpierw deterministyczny automat dla tego jezyka,
ktéry nie jest minimalny. Automat ten trzyma w stanie ostatnie trzy litery
przeczytanego stowa. Jesli stowo jest krotsze niz trzy litery, to trzyma w pamieci
cate stowo. Tak wiec stany tego automatu to wszystkie stowa zerojedynkowe
dlugoéci co najwyzej trzy. Stan poczatkowy to e. Jesli automat jest w stanie
q, ktéry jest stowem dlugosci co najwyzej dwa, i czyta litere a € {0,1}, to
przechodzi do stanu ga. Jesli jest w stanie xyz, ktory jest stowem dlugosci trzy, i
czyta litere a € {0, 1}, to przechodzi do stanu yza. Stanami akceptujacymi sa te,
gdzie réwne sa litery trzecia i druga od konca, a wiec stany {000,001, 110,111}.

Zminimalizujmy ten automat. Dla stanu ¢ tego automatu i stowa w € {0, 1}*,
oznaczmy przez quw stan do ktorego automat dojedzie z g po przeczytaniu w. Jesli
w ma przynajmniej trzy litery, to qw nie zalezy od w i jest po prostu ostatnimi
trzema literami w. Dla stéw dlugosci co najwyzej dwa, ponizsza tabelka pokazuje
dla ktérych par ¢ i w, stan qw jest akceptujacy. Stany akceptuja te same jezyki
wtedy 1 tylko wtedy gdy maja ten sam wiersz w tabelce.

stang |w=€¢ w=0 w=1 w=00 w=0 w=10 w=11

€ nie nie nie nie nie nie nie

0 nie nie nie tak tak nie nie

1 nie nie nie nie nie tak tak
00 nie tak nie tak tak nie nie
01 nie nie nie nie nie tak tak
10 nie nie nie tak tak nie nie
11 nie nie tak nie nie tak tak
000 tak tak nie tak tak nie nie
001 tak nie nie nie nie tak tak
010 nie nie nie tak tak nie nie
011 nie nie tak nie nie tak tak
100 nie tak nie tak tak nie nie
101 nie nie nie nie nie tak tak
110 tak nie nie tak tak nie nie
111 tak nie tak nie nie tak tak

Stany odpowiadajace stowom jedno- i dwuliterowym maja wiersze, ktére
pojawiaja sie przy stanach trzyliterowych, wiec moga by¢ usuniete. Po zmini-
malizowaniu, automat ma dziwie¢ stanéw: stan e i wszystkie slowa trzyliterowe.
Funkcja przejécia jest okreslona tak:

d(e,0) =010 d(e, 1) =101 0(ryz,a) = yza.

Stan poczatkowy to €, a akceptujace sa {000,001,110,111}. Niezmiennik auto-
matu jest nastepujacy:

e po przeczytaniu stowa pustego stan to €



e po przeczytaniu stowa dlugosci jeden lub dwa stan to 010 lub 101 w za-
leznoéci od ostatniej litery przeczytanego stowa

e po przeczytaniu stowa trzyliterowego stan automatu to ostatnie trzy litery

Taki niezmienni, oraz wybor stanéw akceptujacych, pokazuje, ze automat roz-
poznaje jezyk z zadania.

Tabelka, ktora wczeéniej sporzadziliémy, pokazuje, ze dla kazdych dwoch
stanow istnieje stowo, ktore jeden stan doprowadza do akceptacji, a drugi stan
doprowadza do nie-akceptacji, a wiec automat ma minimalna liczbe stanéw.



Zadanie 2. Niech L bedzie zbiorem wszystkich niepustych stéw zerojedynko-
wych, w ktorych liczba wystapien litery 1 jest rowna liczbie wystapien litery O.
Czy jezyk L? jest regularny?

Odpowiedz uzasadnic.

Rozwigzanie.

Korzystajac z lematu o pompowaniu, pokazemy, ze jezyk L? nie jest regu-
larny. Zal6zmy, dla sprzecznoéci, ze jezyk ten jest regularny. Niech M stala z
lematu o pompowaniu. Rozwazmy stowo

w = 0M1M01,

ktore nalezy do L%, bo 0M 1M oraz 01 naleza do L. Teza lematu o pompowaniu
mowi, ze istnieje podziat

W = W1 WaWs3 gdzie |wyws| < M oraz ws jest niepuste,

taki, ze dla kazdego i € N, stowo wywhws tez nalezy do L. Skoro stowo wyws
jest nie dtuzsze niz M, to stowo ws sklada sie z samych zer. Jest tez niepuste.
Tak wiec, dla i = 2, w stowie w;w3ws, ktére rzekomo ma naleze¢ do L2, jest
wiecej zer niz jedynek. W kazdym stowie z L? jest tyle samo zer co jedynek, a
wiec otrzymana sprzeczno$é z teza lematu o pompowaniu dowodzi, ze jezyk L?
nie spelnia zalozenia lematu, a wiec nie jest regularny.



Zadanie 3. Czy nastepujacy jezyk jest bezkontekstowy, jesli tak to napisaé
gramatyke bezkontekstowa generujaca ten jezyk i objasnié jej dzialanie.

L' = {00V :i#j&2i#j}

Rozwiazanie. Jezyk mozna podzieli¢ na sume trzech jezykéw L, U Lo U L3
opisanych ponizej. Jezyki bezkontekstowe sa zamkniete na skonczone sumy, a
wiec wystarczy pokazaé, ze jezyki Ly, Lo i Ls sa bezkontekstowe.

L,

Ly

Ls

Stowa postaci 0717, gdzie j < i. Jezyk ten opisuje sie nastepujaca grama-
tyka.
S — 051 | S—Y | Y - 0Y | Y —0

)

gdzie startowym symbolem jest S. Symbol Y opisuje niepuste slowa skla-
dajace sie z samych zer. Symbol S opisuje stowa postaci 0¢w1?, gdzie stowo
w jest niepuste i sklada si¢ z samych zer, a wiec jezyk L.

Stowa postaci 0°17, gdzie i < j < 2i. Jezyk ten opisuje sie nastepujaca
gramatyka.

S — 051 | S — 0511 | S — 011.

W kazdej produkcji jest generowana jedna lub dwie jedynki na kazde zero,
a wiec jedynek bedzie przynajmniej tyle co zer, ale co najwyzej dwa razy
tyle. Ostatnia produkcja, ktéra musi by¢ uzyta w kazdym wyprowadzeniu,
gwarantuje, ze jedynek bedzie wiecej niz zer.

Stowa postaci 0917, gdzie j > 2i. Jezyk ten opisuje sie nastepujacy grama-
tyka.

S — 0511 | S—=Y | Y - 1Y ‘ Y —1

7

gdzie startowym symbolem jest S. Symbol Y opisuje niepuste stowa skla-
dajace sie z samych jedynek. Symbol S opisuje stowa postaci 0°w1??, gdzie
stowo w jest niepuste i sklada sie z samych jedynek, a wiec jezyk Ls.



Zadanie 4. Czy dla kazdego alfabetu skonczonego, bezkontekstowy jest jezyk
stéw majacych nietrywialny okres? OdpowiedZ uzasadnij. (Stowo ma nietry-
wialny okres gdy ma wtasciwy niepusty prefiks bedacy sufiksem tego stowa, np.
rytter ma nietrywialny okres, a wojciech nie ma).

Rozwiagzanie. Jezyk ten nie jest bezkontekstowy juz dla alfabetu {0, 1}. Niech
K oznacza przeciccie jezyka z zadania z regularnym jezykiem 0T1t0+1F. By
pokazaé, ze nie jest bezkontekstowy jezyk z zadania, wystaczy pokazac, ze K
nie jest bezkontekstowy, bo jezyki bezkontekstowe sa zamknigte na przeciecia z
jezykami regularnymi.

Pokazemy, ze jezyk K nie spelnia tezy lematu o pompowaniu dla jezykdw
bezkontekstowych. Niech wiec M stata z lematu. Rozwazmy stowo

w = M1MoM M

Stowo to nalezy do K, bo jego pierwsza polowa jest réwna drugiej potowie. Na
mocy lematu o pompowaniu, istnieje podziat

W = W1 WaW3W4Ws5 gdzie |wowswy| < M oraz wowy jest niepuste,

taki, ze dla kazdego i € N, stowo wjwiwswiws tez nalezy do K. Jesli stowo wo
zawiera naraz zera i jedynki, to przy dwukrotnym pompowaniu ¢ = 2 dostajemy
stowo spoza 0T1170T17%, a wiec spoza K. A wiec stowo ws musi byé w caloéci
zawarte w jednym z czeterech blokéw (pierwszy blok to pierwszy blok zer, drugi
blok to pierwszy blok jedynek itd.). Podobnie dla w,. Malo tego, caly pompo-
wany kawaltek wowsw, musi miedci¢ sie w calodci w dwéch sasiednich blokach,
na mocy zalozenia |wewsws| < M. Rozwazmy pieé¢ przypadkéw, w zaleznosei
od tego, w ktorym bloku jest ws.

e wy jest w pierwszym bloku. Po dwukrotnym pompowaniu ¢ = 2, stowo
jest postaci
oMFe  MHygMiM  odzie x> 11y > 0.
Zaden wlasciwy prefiks tego stowa nie jest réwny zadnemu sufiksowi. Je-
§li prefiks sklada sie z samych zer, to oczywiscie nie jest sufiksem. W
przeciwnym przypadku, prefiks zaczyna sic od 0M*%, a to stowo mozna
przypasowaé tylko do samego poczatku.

e ws jest w drugim bloku. Po zerokrotnym pompowaniu ¢ = 0, stowo jest
postaci
oMiM=zgM=1M  odziex > 1iy > 0.
Zaden wlasciwy prefiks tego slowa nie jest réwny zadnemu sufiksowi. Jegli
prefiks sklada sie¢ z samych zer, to oczywiscie nie jest sufiksem. W przeciw-
nym przypadku, sufiks koniczy sie na 1M, a to stowo mozna przypasowaé
tylko do samego konca.



e wy jest w trzecim bloku. Po zerokrotnym pompowaniu ¢ = 0, stowo jest
postaci

oMIMoM—=1M=y  odziex >1iy > 0.

Zaden wlasciwy prefiks tego stowa nie jest réwny zadnemu sufiksowi. Jegli

prefiks sktada sie z samych zer, to oczywiscie nie jest sufiksem. W przeciw-

nym przypadku, prefiks zaczyna sie od 0, a to stowo mozna przypasowaé
tylko do samego poczatku.

e wy jest w czwartym bloku. Po dwukrotnym pompowaniu ¢ = 2, stowo jest
postaci
oMMoMMte  odzie > 1
Zaden wlasciwy prefiks tego slowa nie jest réwny zadnemu sufiksowi. Je-
§li sufiks sklada sie z samych jedynek, to oczywiScie nie jest sufiksem.
W przeciwnym przypadku, sufiks koniczy sie na 1M+% a to stowo mozna
przypasowaé tylko do samego konca.

e wo jest puste. Wowczas w,y jest niepuste. Robimy wtedy takie samo ro-
zumowanie jak powyzej, tylko z przypadkami dotyczacymi bloku, ktory
zawiera wy.



