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Niniejszy tekst jest w calosci oparty na artykule Andrzeja Ehrenfeuchta i Paula Zeigera [1]. Na-
szym celem jest udowodnienie nastepujacego dolnego ograniczenia:

Twierdzenie 1. Dla kazdego n istnieje taki automat deterministyczny o n stanach, ze kazde
wyrazenie reqularne rownowazne temu automatowi ma dtugosé co najmniej 2™.

Dla n € N zdefiniujmy automat .4,, o stanach @, = {0,1,...,n — 1}, nad alfabetem

Sn = {ai; | i,j € Qn}

o przejéciach ¢ i, j. Wszystkie stany automatu sa jednoczesnie poczatkowe i akceptujace. Odrzu-
cenie stowa przez automat zdarza si¢ jedynie wtedy, gdy na tym stowie nie istnieje zaden bieg, tzn.
gdy brakuje przejscia odpowiadajacego kolejnej literze. Nietrudno pokazaé¢ nastepujaca wlasnosé.

Lemat 1.
L(An) = {ailiQai2i3ai3¢4 e Qg gy, | ke N, il,ig, .. .,ik € Qn}

Zauwazmy , 7e L(A,) jest zamkniety na podstowa.
Powiemy, ze wyrazenie regularne a pokrywa stowo w, ozn. w C «, o ile istnieja takie u, v, ze
uwv € L(«). Bedziemy pisali rowniez 8 C «, gdy w C « dla kazdego w € L(3).

Lemat 2. Dla kazdego stowa w i wyrazenia «, jesli w* C « dla pewnego k > 2|al, to w* C .

Dowdd. Dla wyrazenia o mozna zbudowaé¢ rownowazny automat A o liczbie stanéw co najwyzej
2|al. Przypusémy, ze vw*v’ € L(a). Zatem istnieje bieg akceptujacy qoqi - .. @n automatu A na
vwkv' € L(a), gdzie m = |v| + k|lw| + [v'|. Rozwazmy stany Qjo|+ijw| dla i = 0,1,... k. Skoro

k> 2|al, to qu|+ijw| = |v|+jjw| da pewnych i < j. Uzywajac pompowania widzimy, ze automat
zaakceptuje kazde stowo postaci vw*tU=Dy’, co daje teze lematu. O
Zdefiniujmy

k(or,w) = sup{k | w® C a}.
Na mocy Lematu 2, k(o, w) < 2| lub k(a, w) = oo.
Lemat 3. Jesli k(a,w) = oo, to istnieje takie 8*, podwyrazenie a, ze k(8*,w) = 0o i k(5,w) < co.

Dowdd. Latwo zauwazy¢, ze jesli vo jest podwyrazeniem 71, to k(yo,w) < k(y1,w). Mozemy
zatem wybra¢ minimalne podwyrazenie v wyrazenia «, takie ze k(y,w) = co. Dla uzasadnienia
tezy lematu wystarczy pokazaé, ze y jest postaci §*. Wyrazenie - nie moze by¢ postaci 81 + Go,
bo k(51 + B2, w) = max(k(S1,w), k(B2,w)). Podobnie, zauwazajac, ze k(5102,w) < k(f1,w) +
k(B2,w) + 1, wykluczamy ~ = 51 082. Stad ~ musi by¢ postaci 8*. O

Twierdzenie wynika wprost z ponizszego faktu.

Lemat 4. Dla kazdego n istnieje takie stowo w € L(A,) odpowiadajgce Sciezce ze stanu 0 do
stanu 0, ze jesli w C a, to |a| > 271,



Dowdd. Dla n = 1 wystarczy wystarczy wziaé¢ agg: najkrotsze wyrazenie pokrywajace agg musi
byé niepuste.

Zalozmy, ze istnieje stowo w € L(A,_1) o takich wlasnosciach. Zauwazmy, ze w € L(A,)
i ze Sciezka odpowiadajaca temu stowu zaczyna sie i koriczy w stanie 0, i nie przechodzi przez
stan n — 1. Dla k = 0,1,2,...,n — 1 zdefiniujmy wj, jako stowo otrzymane z w przez zamiane
kazdej litery a;; na litere a;+, j+, (operacje na indeksach interpretujemy modulo n). Mamy wtedy
wo = w. Nie trudno zauwazyé¢, ze wy € L(A,) 1 Sciezka odpowiadajaca wy nie przechodzi przez
stan k — 1. Pokazemy, ze stowo

U = (w0)2na01(w1)2na12(w2)2na23 cee (wn—l)znan—l,o

spelia zalozenia dla n.

Wezmy wyrazenie o pokrywajace w. Z definicji u, k(a,w;) > 2™ dla wszystkich . Na mocy
Lematu 2, jesli dla pewnego ¢ warto$¢ k(a, w;) jest skonczona, to 2|a| > k(a,w;) > 2™, co daje
teze.

Zalozmy zatem, ze k(o,w;) = oo dla wszystkich i. na mocy Lematu 3, istnieja podwyrazenia
af, dla ktorych k(af, w;) = 0o i k(ay, w;) < co. Z zalozenia indukcyjnego, |o;| > 272, (Istotnie,
gdyby istniato krotsze wyrazenie pokrywajace w;, to zamieniajac litery otrzymaliby$my krotsze
wyrazenie pokrywajace wo = w.) Niech §* bedzie najkrotszym z tych wyrazeri.

Z Lematu 1 wynika, ze istnieje takie j, ze kazde stowo z 3* jest postaci a;j ...ap;. Inaczej
moéwiac, stowa zgodne z (* odpowiadaja Sciezkom zaczynajacym i koriczacym sie w pewnym
ustalonym stanie j. Niech v = a1 (Sciezka odpowiadajaca w;41 omija stan j).

Jedli wyrazenia 3 i v sa rozlaczne, to mamy |a| > |B] + |y| > 2772 + 2772, co daje teze.
Przypu$émy przeciwnie. Wtedy jedno z wyrazeri musi by¢ podwyrazeniem drugiego. Skoro [ jest
najkrétsze, to § jest podwyrazeniem v (by¢ moze niewtasciwym). Niech vy bedzie wyrazeniem
powstalym przez zastgpienie 8* przez e. Pokazemy, ze w;11 C 7.

Mamy w; £ ~. Skoro obliczenie odpowiadajace w;+1 nie przechodzi przez stan j, to nie
zawiera zadnej litery postaci aje ani ag;. Zatem jegli nie zachodzi wj,; T 7o, to musi zachodzi¢
wiyy £ B wjy, musi si¢ zmiesci¢ migdzy dwoma kolejnymi odwiedzinami w stanie j, a kazde
obliczenie na stowie z L(8) zaczyna sie i konczy w j. Ale skoro §* jest podwyrazeniem v*; to
jest podwyrazeniem ~y. Stad wiq © v = ajyi, co jest sprzeczne z definicja ajq1.

Mamy zatem w;11 C 7 i na podstawie zalozenia indukcyjnego wnioskujemy, ze |yo| > 272
Zatem |a] > |y| = ol + 8] = 272 + 272, 0
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