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Niniejszy tekst jest w caªo±ci oparty na artykule Andrzeja Ehrenfeuchta i Paula Zeigera [1]. Na-
szym celem jest udowodnienie nast¦puj¡cego dolnego ograniczenia:

Twierdzenie 1. Dla ka»dego n istnieje taki automat deterministyczny o n stanach, »e ka»de

wyra»enie regularne równowa»ne temu automatowi ma dªugo±¢ co najmniej 2n.

Dla n ∈ N zde�niujmy automat An o stanach Qn = {0, 1, . . . , n− 1}, nad alfabetem

Σn = {aij

∣∣ i, j ∈ Qn}

o przej±ciach i
aij−→ j. Wszystkie stany automatu s¡ jednocze±nie pocz¡tkowe i akceptuj¡ce. Odrzu-

cenie sªowa przez automat zdarza si¦ jedynie wtedy, gdy na tym sªowie nie istnieje »aden bieg, tzn.
gdy brakuje przej±cia odpowiadaj¡cego kolejnej literze. Nietrudno pokaza¢ nast¦puj¡c¡ wªasno±¢.

Lemat 1.

L(An) = {ai1i2ai2i3ai3i4 . . . aik−1ik

∣∣ k ∈ N, i1, i2, . . . , ik ∈ Qn}.

Zauwa»my , »e L(An) jest zamkni¦ty na podsªowa.
Powiemy, »e wyra»enie regularne α pokrywa sªowo w, ozn. w v α, o ile istniej¡ takie u, v, »e

uwv ∈ L(α). B¦dziemy pisali równie» β v α, gdy w v α dla ka»dego w ∈ L(β).

Lemat 2. Dla ka»dego sªowa w i wyra»enia α, je±li wk v α dla pewnego k > 2|α|, to w∗ v α.

Dowód. Dla wyra»enia α mo»na zbudowa¢ równowa»ny automat A o liczbie stanów co najwy»ej
2|α|. Przypu±¢my, »e vwkv′ ∈ L(α). Zatem istnieje bieg akceptuj¡cy q0q1 . . . qm automatu A na
vwkv′ ∈ L(α), gdzie m = |v| + k|w| + |v′|. Rozwa»my stany q|v|+i|w| dla i = 0, 1, . . . , k. Skoro
k > 2|α|, to q|v|+i|w| = q|v|+j|w| dla pewnych i < j. U»ywaj¡c pompowania widzimy, »e automat

zaakceptuje ka»de sªowo postaci vwk+`(j−i)v′, co daje tez¦ lematu.

Zde�niujmy
k(α,w) = sup{k

∣∣ wk v α} .

Na mocy Lematu 2, k(α,w) ≤ 2|α| lub k(α,w) =∞.

Lemat 3. Je±li k(α,w) =∞, to istnieje takie β∗, podwyra»enie α, »e k(β∗, w) =∞ i k(β,w) <∞.

Dowód. �atwo zauwa»y¢, »e je±li γ0 jest podwyra»eniem γ1, to k(γ0, w) ≤ k(γ1, w). Mo»emy
zatem wybra¢ minimalne podwyra»enie γ wyra»enia α, takie »e k(γ,w) = ∞. Dla uzasadnienia
tezy lematu wystarczy pokaza¢, »e γ jest postaci β∗. Wyra»enie γ nie mo»e by¢ postaci β1 + β2,
bo k(β1 + β2, w) = max(k(β1, w), k(β2, w)). Podobnie, zauwa»aj¡c, »e k(β1β2, w) ≤ k(β1, w) +
k(β2, w) + 1, wykluczamy γ = β1β2. St¡d γ musi by¢ postaci β∗.

Twierdzenie wynika wprost z poni»szego faktu.

Lemat 4. Dla ka»dego n istnieje takie sªowo w ∈ L(An) odpowiadaj¡ce ±cie»ce ze stanu 0 do

stanu 0, »e je±li w v α, to |α| ≥ 2n−1.
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Dowód. Dla n = 1 wystarczy wystarczy wzi¡¢ a00: najkrótsze wyra»enie pokrywaj¡ce a00 musi
by¢ niepuste.

Zaªó»my, »e istnieje sªowo w ∈ L(An−1) o takich wªasno±ciach. Zauwa»my, »e w ∈ L(An)
i »e ±cie»ka odpowiadaj¡ca temu sªowu zaczyna si¦ i ko«czy w stanie 0, i nie przechodzi przez
stan n − 1. Dla k = 0, 1, 2, . . . , n − 1 zde�niujmy wk jako sªowo otrzymane z w przez zamian¦
ka»dej litery aij na liter¦ ai+k, j+k (operacje na indeksach interpretujemy modulo n). Mamy wtedy
w0 = w. Nie trudno zauwa»y¢, »e wk ∈ L(An) i ±cie»ka odpowiadaj¡ca wk nie przechodzi przez
stan k − 1. Poka»emy, »e sªowo

u = (w0)2
n

a01(w1)2
n

a12(w2)2
n

a23 . . . (wn−1)2
n

an−1, 0

speªnia zaªo»enia dla n.
We¹my wyra»enie α pokrywaj¡ce u. Z de�nicji u, k(α,wi) ≥ 2n dla wszystkich i. Na mocy

Lematu 2, je±li dla pewnego i warto±¢ k(α,wi) jest sko«czona, to 2|α| > k(α,wi) ≥ 2n, co daje
tez¦.

Zaªó»my zatem, »e k(α,wi) = ∞ dla wszystkich i. na mocy Lematu 3, istniej¡ podwyra»enia
α∗i , dla których k(α∗i , wi) =∞ i k(αi, wi) <∞. Z zaªo»enia indukcyjnego, |αi| ≥ 2n−2. (Istotnie,
gdyby istniaªo krótsze wyra»enie pokrywaj¡ce wi, to zamieniaj¡c litery otrzymaliby±my krótsze
wyra»enie pokrywaj¡ce w0 = w.) Niech β∗ b¦dzie najkrótszym z tych wyra»e«.

Z Lematu 1 wynika, »e istnieje takie j, »e ka»de sªowo z β∗ jest postaci ajk . . . a`j . Inaczej
mówi¡c, sªowa zgodne z β∗ odpowiadaj¡ ±cie»kom zaczynaj¡cym i ko«cz¡cym si¦ w pewnym
ustalonym stanie j. Niech γ = αj+1 (±cie»ka odpowiadaj¡ca wj+1 omija stan j).

Je±li wyra»enia β i γ s¡ rozª¡czne, to mamy |α| > |β| + |γ| ≥ 2n−2 + 2n−2, co daje tez¦.
Przypu±¢my przeciwnie. Wtedy jedno z wyra»e« musi by¢ podwyra»eniem drugiego. Skoro β jest
najkrótsze, to β jest podwyra»eniem γ (by¢ mo»e niewªa±ciwym). Niech γ0 b¦dzie wyra»eniem
powstaªym przez zast¡pienie β∗ przez ε. Poka»emy, »e wj+1 v γ0.

Mamy w∗j v γ. Skoro obliczenie odpowiadaj¡ce wj+1 nie przechodzi przez stan j, to nie
zawiera »adnej litery postaci aj` ani a`j . Zatem je±li nie zachodzi w∗j+1 v γ0, to musi zachodzi¢
w∗j+1 v β: w∗j+1 musi si¦ zmie±ci¢ mi¦dzy dwoma kolejnymi odwiedzinami w stanie j, a ka»de
obliczenie na sªowie z L(β) zaczyna si¦ i ko«czy w j. Ale skoro β∗ jest podwyra»eniem γ∗, to β
jest podwyra»eniem γ. St¡d w∗j+1 v γ = αj+i, co jest sprzeczne z de�nicj¡ αj+1.

Mamy zatem wj+1 v γ0 i na podstawie zaªo»enia indukcyjnego wnioskujemy, »e |γ0| ≥ 2n−2.
Zatem |α| ≥ |γ| ≥ |γ0|+ |β| ≥ 2n−2 + 2n−2.

Literatura

[1] Andrzej Ehrenfeucht, Paul Zeiger, Complexity measures for regular expressions, Proc. STOC
1974:75-79.

2


