1. Napisz gramatyke bezkontekstowa generujaca jezyk :
Ly = {0107107 : 4,5,p>0, i+j =p}

Odpowiedz. Gramatyka wyglada tak:

S — 01X0 | 050
X — 010 | 0XO0.

Nieterminalem startowym jest S.

Nieterminal X generuje stowa postaci 07107, gdzie j > 0. Nieterminal S
generuje stowa postaci 0°1w0?, gdzie i > 0 i w jest stowem wygenerowanym
przez nieterminal X. A wiec nieterminal S generuje stowa postaci

0'1071070" = 0°10710° % gdzie 4,5 > 0,

czyli jezyk z tresci zadania.



2. Czy jezyk L jest regularny (odpowiedZ uzasadnié).

Odpowiedz. Jezyk ten nie jest regularny.

Zalézmy bowiem, ze jest regularny. Korzystajac z lematu o pompowaniu
dojdziemy do sprzecznosci. Skoro jezyk jest regularny, to na mocy lematu
o pompowaniu, istnieje stala M, taka, ze dla kazedgo slowa w z jezyka,
jesli w ma dlugos$é przynajmniej M, to istnieje podzial na trzy stowa

w = TY2 gdzie y niepuste
taki, ze dla kazdego i stowo zy’z nalezy do jezyka. Rozwazmy stowo
w = 0M10M10%M

ktore nalezy do jezyka i ma dlugos$¢ przynajmniej M. Rozwazmy jego po-
dzial w = zyz jak wyzej. Na mocy lematu, dla i = 2, stowo zy?z powinno
naleze¢ do jezyka, a pokazemy, ze nie nalezy. Otrzymana sprzecznosé do-
wodzi, ze jezyk nie mogt by¢ regularny.

Jesli stowo y zawiera jedynke, to stowo xy?z zawiera trzy lub wiecej je-
dynki, a wiec nie moze naleze¢ do jezyka. Jesli stowo y nie zawiera jedynki,
to sktada sie samych zer, a wiec jest w calosci zawarte w jednym z trzech
blokéw zer (bloki te maja dlugosci odpowiednio M, M i 2M). Wéwcezas w
stowie zy%z jeden z blokéw zer zmienia dhugo$é (w poréwnaniu ze stowem
xyz), a pozostale nie zmieniaja dlugosci. Oznacza to, ze suma dlugosci
pierwszych dwoch blokéw zer nie moze juz byé réwna dlugosci trzeciego
bloku zer.



3. Niech ¢(L) = {w : w € L & w® € L}. Czy zachodza implikacje

(uzasadnid):
(a) L jest bezkontekstowy to ¢(L) tez jest bezkontekstowy
(b) L jest regularny to ¢(L) tez jest regularny.

Odpowiedz. Implikacja (a) nie zachodzi, lecz implikacja (b) zachodzi.
Powod jest z grubsza rzecz biorac taki, ze jezyki bezkontekstowe nie sa
zamkniete na przeciecia, a regularne sa.

Implikacja (a) nie zachodzi. Rozwazmy jezyk
L = {a'ba’ba” : i = j}.
Jezyk ten jest bezkontekstowy, generuje go gramatyka

S — Xb|Sa
X — blaXa.

Lustrzane odbicie tego jezyka to
L® = {d'ba’ba" : j = k}.
A wiec stowo nalezy do L i LT wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci
a‘ba’ba® gdziei =7 =k.
Zbioér stéw takiej postaci nie jest bezkontekstowy z tego samego powodu,

dla ktérego bezkontekstowy nie jest jezyk {a"b™c™ : n € N}.

Implikacja (b) zachodzi. Jezyk ¢(L) to przeciecie jezykéw L i L. Jezyki
regularne sa zamkniete na przeciecia (wystarczy rozwazy¢ produkt dwéch
automatéw). A wiec wystarczy pokazaé, ze jezyki regularne sa zamkniete
na operacje lustrzanego odbicia L — L. Automat (niedeterministyczny)
dla L® otrzymujemy z automatu dla L poprzez: zamiane stanéw akceptu-
jacych z poczatkowymi i odwroécenie kierunku strzalek w tranzycjach.



4. Narysowa¢ minimalny deterministyczny automat skonczony akceptujacy
stowa nad alfabetem {a, b}, w ktérych podstowo aba wystepuje nieparzysta
liczbe razy. Nie nalezy w tym zadaniu pisa¢ uzasadnienia minimalno$ci.

Odpowiedz.
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Dla stéw przynajmniej dwuliterowych, automat pamieta dwie rzeczy:

e czy aba wystapilo parzysta czy nieparzysta ilo$¢ razy.

e ostatnie dwie litery, przy czym koncéwki aa i ba sa utozsamione.

Kazda kombinacja jest mozliwa, stad 2 x 3 = 6 standéw. Nie potrzebujemy
stanéw dla stéw o dlugosci zero lub jeden, poniewaz:

e stowa € i b s3 réwnowazne stowu bb;

e slowo a jest réwnowazne stowu aa.



5. Dla automatu skonczonego A przez L, (A) oznaczmy zbiér wszystkich diu-
gosci stow akceptowanych przez A. Czy problem sprawdzania réwnosci
L,(A) = L,(B) jest rozstrzygalny dla automatéw skonczonych (uzasad-
nié).

Odpowiedz. Problem ten jest rozstrzygalny. Ponizej przedstawimy al-
gorytm rozstrzygajacy problem, ktéry dziala w czasie wykladniczym ze
wzgledu na rozmiar automatéw A i B.

Zbiér L, (A) mozna widzieé jako zbiér stéw nad alfabetem jednoliterowym
{a}, mianowicie jako zbiér sléw postaci a”, gdzie n jest dlugoscia pew-
nego stowa akceptowanego przez A. Automat rozpoznajacy ten zbiér stéw,
oznaczmy go A’, otrzymujemy z automatu A poprzez zastapienie kazdej
litery w przejéciach przez litere a. (Automat A’ moze byé niedetermini-
styczny, nawet jesli A byl deterministyczny.) Oznaczmy wreszcie przez A”
automat otrzymany z A’ przez determinizacje. Automat A” mozna obli-
czy¢ na podstawie A w czasie wykladniczym.

Przy tej notacji, problem z zadania brzmi: majac dane dwa automaty
A i B, sprawdzi¢ czy jezyki rozpoznawane przez A’ i B” sg takie same.
Dla automatéw deterministycznych, sprawdzanie rownosci jezykéw mozna
zrobi¢ w czasie wielomianowym, opis tego algorytmu jest ponizej.

Aby sprawdzi¢ réwno$é dwoch jezykow, konstruujemy produkt kartezjan-
ski A” x B" i sprawdzamy, czy w tym automacie osiggalna jest para stanéw,
gdzie na jednej wspolrzednej stan jest akceptujacy, a na drugiej wspotrzed-
nej stan nie jest akceptujacy. Stowo prowadzace do tej pary stanéw jest
$wiadkiem na rézno$¢ jezykéw rozpoznawanych przez A” i B”. Wazny jest
tutaj determinizm automatéw, w przeciwnym przypadku dla stowa prowa-
dzacego do zlej pary (jeden automat akceptuje, drugi automat odrzuca),
moglyby istnie¢ inne biegi pokazujace, ze oba automaty akceptuja stowo.



6. Maszyna Turinga jest typu write-once jesli w kazdym obliczeniu co najwy-
zej raz zmienia zawarto$é kazdej komorki tasmy. Czy problem L(M) = ()
jest rozstrzygalny dla deterministycznych jednotaémowych maszyn Tu-
ringa M typu write-once 7 Odpowiedz uzasadnic.

Odpowiedz. Problem nie jest (catkowicie) rozstrzygalny. Pokazemy roz-
wiazanie dla definicji write-once, w ktérej zmiana litery “blank” na inng
tez liczy sie jako zapis. (Troche latwiej zadanie jest rozwiazaé dla wigkszej
klasy maszyn, gdzie zmiana litery “blank” na inng sie nie liczy.)

Do problemu z zadania zredukujemy problem Posta, ktéry nie jest catko-
wicie rozstrzygalny. Przypomnijmy, ze problem Posta brzmi tak:
e Dane: zbiér par stow P.
e Pytanie: czy istnieje skonczony ciag par (z1,v1),..., (Tn,yn) € P,
by¢ moze z powtérzeniami, taki ze

xl...xn:yl...yn

Réwnowazne sformutowanie pytania brzmi, czy niepusty jest jezyk, oznaczmy
go przez Lp, ktory zawiera stowa postaci

#x1Sy1 H# x2Sy # - - HxnSyn,

(zakladamy, Ze specjalne searatory # i $ nie wystepuja w stowach ze zbioru
P) takie, ze spelnione sa nastepujace warunki (a) i (b):

(a) dla kazdego i € {1,...,n}, para (z;,y;) nalezy do P.

(b) ml...xn:yl...yn.
Pokazemy, ze na podstawie zbioru P mozna w skonczonym czasie obliczy¢
maszyne Turinga, nazwijmy ja Mp, ktéra rozpoznaje jezyk Lp i jest write-

once. A wigc gdybysmy umieli rozstrzygaé¢ niepustoéé jezyka dla maszyn
write-once, to bysSmy takze umieli rozstrzygaé¢ problem Posta.

Maszyna Mp najpierw sprawdza warunek (a) nie piszac nic tasmie, a
potem sprawdza warunek (b) piszac na tasmie w sposéb write-once.

Warunek (a) jest jezykiem regularnym, opisanym wyrazeniem regularnym

(> #asy)”.

(z,y)eP

Mozna wiec warunek ten rozpoznawac¢ deterministycznym automatem skon-
czonym, ktéry jest szczegdlnym przypadkiem maszyny Turinga nie piszacej
na tasmie. Po sprawdzeniu warunku (a), maszyna Mp wraca na poczatek
tadmy i sprawdza warunek (b) w sposéb opisany ponize;j.



Aby sprawdzi¢ warunek (b), maszyna Mp postepuje w sposdb nastepujacy.
Idea jest taka, ze litery nie bedace separatorami sa stopniowo zastepowane
znacznikiem @. Maszyna, bedac na poczatku tasmy, szuka glowica (od
lewej do prawej) pierwszej litery pochodzacej ze slowa typu z (a wiec
litery ktora nie jest separatorem, ale jej najblizszy z lewej separator to #
a nie §), ktéra jeszcze nie zostala zastapiona znacznikiem @. Znalaztwszy
taka litere, maszyna zapamigtuje ja w stanie i zastepuje ja znacznikiem
@ (tutaj wystepuje jednokrotny zapis). Nastepnie glowica maszyny wraca
na poczatek tasmy i szuka (znowu od lewej do prawej) pierwszej litery
pochodzacej ze slowa typu y (a wiec litery ktéra nie jest separatorem,
ale jej najblizszy z lewej separator to $ a nie #) i zastepuje ja @ o ile
jest taka sama jak litera zapamietana w stanie (w przeciwnym przypadku
maszyna natychmiast odrzuca). Nastepnie maszyna powtarza proces, az
nie doprowadzi do sytuacji, w ktérej na tasmie sg wylacznie symbole @,
# 1 8%, wowczas akceptuje.



