JAO: Jezyki, automaty i obliczenia, egzamin popr. 11 Wrze$nia 2014

(kazda odpowiedZ nalezy uzasadnié, nie dotyczy to zadania 1)

1. Narysowa¢ minimalny automat deterministyczny dla nastepujacego jezyka, pomijajac
stan ”$mietnik”.
(abUba)a(aUb)*

Rozwigzanie Stany automatu przedstawiaja klasy abstrakcji kongruencji wyzna-
czonej przez powyzszy jezyk.

2. Dla skonczonego automatu deterministycznego A i jego dwéch wyrdznionych stanéw p,
q niech f/(A) bedzie zbiorem stéw, dla ktérych w obliczeniu automatu stan p wystepuje
tyle samo razy co stan ¢q. Czy I~/(A) jest regularny dla kazdego deterministycznego
automatu skonczonego A 7

Rozwigzanie Nie. WeZzmy automat A = (X, Q, 4, Qo, F), gdzie

o ¥ ={0,1},
L4 Q = {QO7q1}a
0 0 1
® 0= {QO — qo,q0 — 41,91 — (h},
® Qo= {q},
o F'= {QOa(h}-

Rozpoznaje on jezyk 0*1*. Jedyna mozliwosé wyboru pary réznych stanéw tutaj to
4o, ¢1.- Dla takiego wyboru tatwo widzie¢, ze L(A) = {0°1*~' : i > 0}. Pokazemy, ze nie
jest to jezyk regularny, korzystajac z lematu o pompowaniu dla jezykdéw regularnych.
Niech C bedzie stala z tego lematu. Wezmy stowo 091¢~1. W takim razie fragment,
ktéry mozna pompowaé, znajduje sie w ramach podstowa 0, a zatem mozna zwiekszy¢
liczbe symboli 0 przy stalej liczbie symboli 1, pozostajac w jezyku, co przeczy podanej
postaci jezyka i(A)

3. Napisaé jak najprostsza gramatyke bezkontekstowa generujaca jezyk

{a'bV=iled i 5>0}).

Rozwiazanie Jezyk generowany jest przez gramatyke:

S—aSe, S—A S—C, A—aAb, A—e, C—-0bCc, C—e¢

Wezmy stowo postaci a’bl~l¢7, gdzie i, > 0. Niech k& = min(i, j). Wyprowadzimy to
stowo, uzywajac k razy reguly S — aSc, a nastepnie jesli ¢ > j, stosujac S — A, i
dalej i — j razy regule A — aAb, by zakonczy¢ wyprowadzenie jednym zastosowaniem



regulty A — e. Jedli natomiast j > ¢, to korzystamy z S — C, a nastepnie uzywamy
7 — 1 razy reguly C' — bCc, by zakonczy¢ wyprowadzenie reguly C' — €.

7 kolei wyprowadzenie w powyzszej gramatyce mozna przedstawié¢ jako zastosowanie
k > 0 razy reguly S — aSc, po czym zastosowanie reguly (1) S — A lub (2) S — C.
W przypadku (1) dalsze wyprowadzenie sklada sie z [ > 0 uzy¢ reguly A — aAb, po
ktérych nastepuje uzycie reguty A — . W wyniku powstaje stowo postaci a*a'b'c”,
ktére nalezy do zadanego jezyka. W przypadku (2) dalsze wyprowadzenie sklada sie
z 1 > 0 uzy¢ reguly C — bCc¢, po ktérych nastepuje uzycie reguly C' — . W wyniku
powstaje stowo postaci a*blclcF, ktére réwniez nalezy do zadanego jezyka.

. Czy jest bezkontekstowym jezyk {a”b”3 tn>1}7?

Rozwiazanie Nie, ten jezyk nie jest bezkontekstowy. Skorzystamy z lematu o pom-
powaniu dla jezykéw bezkontekstowych. Dowdd przez sprzeczno$é. Zaldézmy, ze ten
jezyk, nazwijmy go L, jest bezkontekstowy. Niech C bedzie zalezna od jezyka liczba
z lematu o pompowaniu. Rozwazmy stowo w = a™N bV 3, gdzie N > C. Niech uwvwzy
bedzie dekompozycja tego stowa wynikajaca z lematu o pompowaniu. Granica mie-
dzy literami a a literami b w stowie w nie moze przypada¢ ani na v, ani na w, bo
inaczej wynik pompowania uvvwxry bedzie zawieral wiecej niz jedno przejscie od
liter a do liter b. Jesli cale podstowo vwzr wypada wylacznie w ramach a lub wy-
tacznie w ramach b, to pompowanie bedzie zwigkszalo liczbe wystapien jednego sym-
bolu, zostawiajac te liczbe dla drugiego bez zmian, co spowoduje popsucie zaleznosci
anbn’. Pozostaje przypadek, gdy podstowo v znajduje si¢ w ramach ciagu liter a,
zaé podstlowo w w ramach ciggu liter b. Wtedy jednak pompowanie uv®+lwa*+ly
da stowo postaci aVtkerpN°+ke2 odzie ¢ = |v|, a ¢ = |z|. Zauwazmy teraz, e
(N + kc1)® = N3 4+ 3N%key + 3NE%c? + k3¢ > N® + kep dla odpowiednio duzego
k, ze wzgledu na dominujaca wage cztonu k3c? nad cztonem kes.

. Czy nastepujacy problem jest rozstrzygalny: dla danego niedeterministycznego auto-
matu skoficzonego A sprawdzié, czy jest nieskoficzony zbiér {n > 0 : L(A)NE" = 0 }.

Rozwigzanie Tak. Ten problem jest rozstrzygalny.

Na poczatku zauwazmy, ze problem ten jest réwnowazny szczegdlnemu przypadkowi,

gdy alfabet jest jednoliterowy. Rzeczywiscie mozemy kazda produkcje postaci g LA
¢, gdzie b # a zastapi¢ przez ¢ — ¢ i dostaé w ten sposéb z automatu A nad
dowolnym alfabetem automat A’ nad {a}. Oczywiscie kazdy przebieg A daje w wyniku
przebieg A’, bedacy translacja przej$¢ wedlug schematu podanego powyzej. Jednak
réwniez kazdy przebieg A’ da sie podnie$é do przebiegu A, zastepujac przejscie ¢ — ¢
dowolnym jego przejsciem zrédlowym ¢ LA q.

Mozemy teraz automat A’ nad jezykiem jednoliterowym zdeterminizowaé algorytmem
determinizacji, otrzymujac automat Ay4. Graf takiego automatu, ze wzgledu na deter-
ministyczny charakter automatu, ma postaé¢ ciagu wierzchotkéw ¢y, ..., q,, takich ze
a o e e o . . . , a

¢i — Qi+1 1, jezeli jezyk jest nieskofczony, ¢, — ¢; dla pewnego | € {1,...,n}. Natych-
miast widaé, ze {n >0 : L(A)NX" = )} jest nieskoniczony wtedy i tylko wtedy, gdy
w petli qi, . .., g, ktérys stan nie jest akceptujacy, ktéra to wlasnosé tatwo sprawdzié
algorytmicznie.



